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1 Âñòóïëåíèå
Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå èäåò ðå÷ü î PL-èçîìåòðèè � êóñî÷íî-ëèíåéíîé èçîìåòðèè. Áóäåò äàíî
êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êèðøáðàóíà, à òàêæå äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû
Íýøà�Êåéïåðà äëÿ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå. PL-îòîáðàæåíèåì îäíîãî ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå äåéñòâóþùèå íà êàæäûé ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè êàê ëèíåéíîå.

Îïðåäåëåíèå. PL-èçîìåòðèåé íàçûâàåòñÿ PL-îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿþùåå äëèíû êðèâûõ.
Èëè ÷òî òîæå ñàìîå, ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ñèìïëåêñàìè ñóòü èçîìåòðèè.

Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì PL-èçîìåòðèè ñëóæèò îòîáðàæåíèå ïåðåâîäÿùèå îáû÷íûé ëèñò
áóìàãè â ôèãóðó îðèãàìè.

Ïîíÿòíî, ÷òî PL-èçîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì (èíîãäà åãî òàêæå íàçûâàþò
êîðîòêèì èëè ñëàáîñæèìàþùèì) îòîáðàæåíèåì, òî åñòü íå óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè.

2 PL-èçîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå
Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî PL-èçîìåòðèè äåéñòâóþùèå íà ïîëèòîïàõ
â Ed, Hd èëè Sd è îñòàâëÿþùèå èõ â ñîäåðæàùèõ èõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü PL-èçîìåòðèÿ φ ïåðåâîäèò òî÷êè A è B â òî÷êè φ(A) è φ(B). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò äâèæåíèå g, ÷òî φ(A) = g(A), à φ(B) = g(B). Òîãäà, â ñèëó ñëàáîãî
ñæàòèÿ, äëÿ ëþáîé òî÷êè X ëåæàùåé íà îòðåçêå AB âåðíî φ(X) = g(X) (èíà÷å áû
íàðóøàëîñü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ïîýòîìó êàæäîìó äâèæåíèþ èç íàáîðà äâèæåíèé PL-èçîìåòðèè ñîîòâåòñòâóåò îäíà
è ïðèòîì âûïóêëàÿ îáëàñòü. Äàëåå áóäåì íàçûâàòü òàêèå îáëàñòè ëèñòàìè. È ñ÷èòàòü,
÷òî âñåì ëèñòàì ñîîòâåòñòâóþ ðàçíûå äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êàêèå-íèáóäü äâà ñîñåäíèõ ïî ãèïåðãðàíè ëèñòà L è L′. Ïîñêîëüêó íà ýòîé
ãèïåðãðàíè ó ëèñòîâ äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò, íî ñàìè îíè îòëè÷àþòñÿ, ìîæíî ñêàçàòü ÷òî
äâèæåíèå ïåðâîãî ëèñòà ýòî êîìïîçèöèÿ äâèæåíèé âòîðîãî ëèñòà è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
ýòîé ãèïåðãðàíè (ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò òîëüêî äâà äâèæåíèÿ ñîâïàäàþùèå íà ãèïåðïëîñêîñòè):

gL′ = gL ◦ sym(L ∩ L′). (1)
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Åñëè äâå PL-èçîìåòðèè φ è φ′ èìåþò îäíî è òîæå ðàçáèåíèå íà ëèñòû L1, L2, . . . ,
òî â ñèëó âûøåñêàçàííîãî äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ëèñòàì â ïåðâîé è âòîðîé
îòëè÷àþòñÿ íà îäíî è òîæå äâèæåíèå. Ïîýòîìó äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî
ðàçáèåíèå íà ëèñòû, è ýòî ðàçáèåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü òîæå PL-èçîìåòðèåé òîãäà,
êîãäà ýòî íå áóäåò ïðèâîäèòü ê ïóòàíèöå.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû 1 è 2 äëÿ Ed äîêàçàëè J.Lawrence è J.E.Spingart.â [5]. Ìû
çäåñü ïðèâåäåì áîëåå êîðîòêèå äîêàçàòåëüñòâà ïîäõîäÿùèå òàêæå è äëÿ ïðîñòðàíñòâ Sd

è Hd.

Òåîðåìà 1. Ëîêàëüíî êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ïîëèòîïà íà ïîëèòîïû ÿâëÿåòñÿ PL-èçîìåòðèåé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ãðàíü êîðàçìåðíîñòè 2, ïðèíàäëåæèò ÷åòíîìó
÷èñëó ëèñòîâ, ïðè÷åì àëüòåðèðîâàííàÿ ñóììà óãëîâ ïðè ýòîé ãðàíè (òî åñòü ñîñåäíèå
óãëû âõîäÿò â ñóììó ñ ðàçíûìè çíàêàìè) ðàâíà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ãðàíü l êîðàçìåðíîñòè 2, è âñå
ëèñòû, ñîäåðæàùèå ýòó ãðàíü. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî ëèñòà,
çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî áóäåì ñòðîèòü îòîáðàæåíèÿ îñòàëüíûõ ëèñòîâ ïî êðóãó âîêðóã l,
ýòî ïîñòðîåíèå áóäåò îäíîçíà÷íûì.

Ïðè PL-èçîìåòðèè ëèñòû îòêëàäûâàþòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî îáùåé ãèïåðãðàíè,
çíà÷èò ëèñòû áóäóò îòêëàäûâàòüñÿ ïîî÷åðåäíî â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êîãäà ìû
äîáåðåìñÿ äî ïîñëåäíåãî, ó íàñ äîëæíà ñîâìåñòèòüñÿ îáùàÿ ãðàíü ýòîãî ëèñòà ñ ïåðâûì.
Çíà÷èò êîëè÷åñòâî ëèñòîâ äîëæíî áûòü ÷¼òíî, à ñóììà óãëîâ ëèñòîâ ïðè ãðàíè l âçÿòàÿ
ñ ÷åðåäóþùèìñÿ çíàêîì ðàâíà 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ëèñò L1. Áóäèì ñ÷èòàòü, ÷òî åìó ñîîòâåòñòâóåò
òîæäåñòâåííîå äâèæåíèå. Åãî ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé L1, L2, . . . , Ln ñ ïðîèçâîëüíûì
ëèñòîì Ln, òàê ÷òî ñîñåäíèå Li, Li+1 èìåþò îáùóþ ãèïåðãðàíü. Òîãäà âäîëü ýòîé öåïî÷êè
äâèæåíèå ëèñòà Ln îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû 1. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü,
÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå öåïî÷êè ðåçóëüòàò gn áóäåò îäíîçíà÷íûì.

Ïóñòü h íåêîòîðîé êðèâàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â L1 è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ â Ln è íå ïåðåñåêàþùàÿ
ãðàíè êîðàçìåðíîñòè 2 è âûøå. Êàæäîé òàêîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êà ëèñòîâ, â
ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, â êàêîì ïîðÿäêå ýòà êðèâàÿ ïðîõîäèò ëèñòû. Â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ PL-èçîìåòðèè, ýòó êðèâóþ h0 ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ
ïîäîáíóþ êðèâóþ h1, íåïðåðûâíîé ãîìîòîïèåé ht îñòàâëÿþùåé êîíöû êðèâîé íà ìåñòå.
Ýòó ãîìîòîïèþ ìîæíî îñóùåñòâèòü íå ïåðåñåêàÿ ãðàíè PL-èçîìåòðèè êîðàçìåðíîñòè
3 è âûøå (ýòî ñëåäóåò èç ñëàáîé òåîðåìû Òîìà î òðàíñâåðñàëüíîñòè), à ïåðåñå÷åíèÿ ñ
ãðàíÿìè êîðàçìåðíîñòè 2 ïðîèñõîäÿ ïðè ðàçëè÷íûõ t.

Êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ gn ïðè ïîäîáíîé ãîìîòîïèè? Â ìîìåíòû t, êîãäà íåò ïåðåñå÷åíèÿ
ñ ãðàíÿìè êîðàçìåðíîñòè 2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà ëèñòîâ íå ìåíÿåòñÿ. Â ìîìåíò
ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîé ïîäîáíîé ãðàíè l, îäèí êóñîê öåïî÷êè áóäåò çàìåíåí äðóãèì.
Ýòè äâà êóñêà âìåñòå îáðàçóþò öèêë âîêðóã ãðàíè l. Ýòè äâà êóñêà ïðèâîäÿò ê îäíîìó
ðåçóëüòàòó (ïîñêîëüêó àëüòåðèðîâàííàÿ ñóììà óãëîâ ðàâíà 0), à çíà÷èò gn ïðè òàêîì
ïåðåõîäå íå èçìåíÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Êîíå÷íî, äëÿ îêðóæíîñòè ýòà òåîðåìà íå âåðíà. Äëÿ íå¼ àíàëîãè÷íûì
êðèòåðèåì áóäåò òî ÷òî ÷èñëî ÷àñòåé äîëæíî áûòü ÷åòíûì è ñóììà äëèí âñåõ
�÷åòíûé� îòðåçêîâ, äîëæíà áûòü ðàâíà ñóììå âñåõ �íå÷åòíûõ� îòðåçêîâ.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
PL-èçîìåòðèè.
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Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèå φ çàäàííîå íà ïîëèòîïå P (íàõîäÿùèìñÿ â â ïðîñòðàíñòâå
Ed, Hd èëè Sd) ÿâëÿåòñÿ PL-èçîìåòðèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
òðåáîâàíèå:

∀X ∈ P, ∃r(X),∀Y ∈ B(X, r(X)) âåðíî XY = φ(X)φ(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî ÷òî PL-èçîìåòðèÿ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì ïîíÿòíî. Äåéñòâèòåëüíî,
â êà÷åñòâå B(X, r(X)) ìîæíî âçÿòü øàð ëåæàùèé öåëèêîì â îáúåäèíåíèè ëèñòîâ ñîäåðæàùèõ
òî÷êó X.

Äîêàæåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé îêðåñòíîñòè äëÿ êàæäîé òî÷êè äîñòàòî÷íî.
Äëÿ íà÷àëà, çàìåòèì ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî P � îãðàíè÷åíî. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî,
ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-êîíå÷íîå ðàçáèåíèå P (äà è âñ¼ âñåîáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî) íà
îãðàíè÷åííûå ïîëèòîïû (äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû îíè
íå ñîäåðæàëè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê). È åñëè îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ φ íà
êàæäûé èç ïîëèòîïîâ ðàçáèåíèÿ ñóòü PL-èçîìåòðèÿ, òî îòîáðàæåíèå è íà âåñü ïîëèòîï
P òîæå, î÷åâèäíî, PL-èçîìåòðèÿ.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îòîáðàæåíèå φ ñëàáîñæèìàþùåå (à çíà÷èò íåïðåðûâíî). Ðàññìîòðè
ïðîèçâîëüíûå äâå òî÷êè A è B. Ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê ïîêðîåì îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè
B(X, r(X)), òàêèå ìíîæåñòâà áåðóòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê ëåæàùèõ íà îòðåçêå AB. Ýòè
ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî ïîêðûâàþò âåñü îòðåçîê AB, è â ñèëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà, ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå òàêæå ïîêðûâàþò âåñü îòðåçîê. Ïóñòü
öåíòðû âûáðàííûõ îêðåñòíîñòåé ýòî òî÷êè X1, X2 . . . Xn (âçÿòûå â ïîðÿäêå îò A ê B).
Ïîñêîëüêó îáëàñòè òî÷åê X1 è X2 ïåðåñåêàþòñÿ, ñóùåñòâóåò òî÷êà ëåæàùàÿ ìåæäó
íèìè è ïðèíàäëåæàùàÿ îáåèì îáëàñòÿì. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç Y1. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì
òî÷êè Yi, i = 2 . . . n − 1. Ïîëó÷èì, ÷òî äëèíû çâåíüåâ ëîìàííîé AX1Y1X2 . . . Yn−1XnB
íå ìåíÿþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè. À ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè ëîìàíîé íå
ïðåâîñõîäèò å¼ äëèíû, ïîëó÷àåì, ÷òî AB 6 φ(A)φ(B).

Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå φ íà îòðåçîê AB ýòî PL-èçîìåòðèÿ, ëèñòû
êîòîðîé ýòî îòðåçêè AX1, X1Y1, . . . ,Yn−1Xn, XnB. Ïîýòîìó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðåìà
äîêàçàíà â ñëó÷àå åñëè P ëåæèò â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäïîëîæèì ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè d − 1, äîêàæåì
è äëÿ d-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâîâàòü áóäåì àíàëîãè÷íî è îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.
Ïîëèòîï P ïîëíîñòüþ ïîêðûò îòêðûòûìè øàðàìè B(X, r(X)), ïîñòðîåííûìè äëÿ êàæäîé
òî÷êè P , ïîýòîìó â ñèëó êîìïàêòíîñòè (îí çàìêíóò è îãðàíè÷åí), ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå
÷èñëî øàðîâ B(X1, r(X1)), B(X2, r(X2)), . . . , B(Xn, r(Xn)) òîæå ïîêðûâàþùèõ âñå P . Äëÿ
óäîáñòâà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû áðàëè r(X) òàêèì ìàëåíüêèì, ÷òîáû øàð B(Xi, r(Xi))
íå ïåðåñåêàëñÿ ñ ãðàíÿìè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì òà ãðàíü, â êîòîðîé ëåæèò Xi. Òîãäà
îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ F íà B(Xi, r(Xi))∩P áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ ïî òîìó
êàê îíî äåéñòâóåò íà òî÷êó Xi è íà ÷àñòü ñôåðû Si = S(Xi, r(Xi) ∩ P

Ïîêàæåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå F íà ëþáîé êóñîê øàðà B(Xi, r(Xi))∩P ýòî PL-èçîìåòðèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ÷àñòü ñôåðû Si. Îòîáðàæåíèå φ ïåðåâîäèò å¼ â ñôåðó S(φ(Xi), r(Xi))
(òîãî æå ðàäèóñà). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé òî÷êè A èç Si ñóùåñòâóåò îáëàñòü, òî÷êè
êîòîðîé ê íåé íå ïðèáëèæàþòñÿ (â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû). À çíà÷èò, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè, îãðàíè÷åíèå φ íà Si ýòî PL-èçîìåòðèÿ. Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè Xi äî òî÷åê Si ïîä äåéñòâèåì φ íå ìåíÿåòñÿ, à φ îòîáðàæåíèå ñëàáîñæèìàþùåå,
çíà÷èò îòðåçêè XiY ïåðåõîäÿò â îòðåçêè, äëÿ ëþáîãî Y èç Si. Ïîýòîìó B(Xi, r(Xi))∩ P
ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé (ëèñòîâ), íà êàæäîé èç êîòîðûõ φ äåéñòâóåò êàê
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äâèæåíèå.
Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè êàêèå-òî äâà ëèñòà, èç ñîñåäíèõ øàðîâ B(Xi, r(Xi)) è B(Xj, r(Xj))

ïåðåñåêàþòñÿ �ïî ìÿñó� (ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà d), òî íà ýòèõ ëèñòàõ ñîâïàäàåò
è äâèæåíèå, à çíà÷èò èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòî îäíèì áîëüøèì ëèñòîì.

Ïîñêîëüêó øàðîâ, êîòîðûìè ìû ïîêðûëè P êîíå÷íîå ÷èñëî, è êàæäîå èç íèõ ìû
ðàçáèëè íà êîíå÷íîå ÷èñëî ëèñòîâ, ìû ïîëó÷àåì ÷òî P ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå
êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèñòîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ F äåéñòâóåò êàê äâèæåíèå. À ýòî è åñòü
PL-èçîìåòðèÿ.

Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì ïðè
ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ PL-èçîìåòðèé.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé PL-èçîìåòðèè çàäàííîé íà ìíîãîãðàííèêå ìîæíî óêàçàòü íåñêîëüêî
òî÷åê è èõ îáðàçîâ ïîä äåéñòâèåì ýòîé PL-èçîìåòðèè, ÷òî ïî ýòèì òî÷êà îíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ
îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå Ed èHd äîñòàòî÷íî âûáðàòü âñå âåðøèíû âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ.
Ïîñêîëüêó êàæäûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñâîèõ âåðøèí,
âñå ëèñòû (êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå áóäóò âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè) ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü.

Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî îáîáùèòü è íà âñ¼ ñôåðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íî âîçíèêàåò
òðóäíîñòü, ïîñêîëüêó ëèñò ìîæåò ñîäåðæàòü ïîëóñôåðû â êà÷åñòâå ñâîèõ ãðàíåé è òîãäà
âåðøèíû ïîëèòîïà íå äîñòàòî÷íî äëÿ å¼ îïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð â S2 ñóùåñòâóåò öåëîå
ñåìåéñòâî ïîëóîêðóæíîñòåé ñ îáùèìè êîíöàìè). �Ðàçðåæåì� ñôåðó Sd ñ ïîìîùüþ d + 1
ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Ýòè ãèïåðïëîñêîñòè òàêæå è ðàçðåçàþò
ëèñòû èç êîòîðûõ ñîñòîèò íàøà PL-èçîìåòðèÿ. Ýòè íîâûå �ìàëåíüêèå� ëèñòû íå ìîãóò
ñîäåðæàòü ïîëóñôåðû, ïîòîìó ìû ìîæåì çàäàòü äåéñòâèå PL-èçîìåòðèè íà íèõ, çàäàâ
åãî òîëüêî íà âåðøèíàõ.

Äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ áóäåò îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãà
òåîðåìå Íýøà-Êåéïåðà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå Ed, Hd èëè Sd çàäàíî
ñëàáîñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå f . Òîãäà ýòî ñëàáîñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî PL-èçîìåòðèè íà âñå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ÷èñëó òî÷åê íà êîòîðûõ
çàäàíî ýòî îòîáðàæåíèå f .

Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 0 òî óòâåðæäåíèå � î÷åâèäíî.
Â ñëó÷àå åñëè ó íàñ çàäàíî îòîáðàæåíèå òîëüêî äëÿ îäíîé òî÷êè òåîðåìà î÷åâèäíà.

Äåéñòâèòåëüíî, âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì ëèñòîì. À ñîîòâåòñòâóþùèì
äâèæåíèåì � êàêîå-íèáóäü äâèæåíèå ïåðåâîäÿùåå A1 â B1.

Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà â ñëó÷àå åñëè ÷èñëî òî÷åê â îòîáðàæåíèè
íå ïðåâîñõîäèò n− 1. Äîêàæåì å¼ äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ÷èñëî òî÷åê ðàâíî n.

Ïóñòü çàäàíî ñëàáîñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäÿùåå òî÷êè A1, A2, . . . , An â òî÷êè
B1, B2, . . . , Bn ñîîòâåòñòâåííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî òî÷êè An

è Bn ñîâïàäàþò. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò PL-èçîìåòðèÿ φ (çàäàííàÿ
íà âñåì d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), ïåðåâîäÿùàÿ Ai â Bi, ãäå i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî
n− 1.
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Ïóñòü φ íå îñòàâëÿåò An íà ìåñòå (èíà÷å â êà÷åñòâå íóæíîé íàì PL-èçîìåòðèè
ìîæíî âçÿòü ñàìî φ). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê X óäàëÿþùèõñÿ îò An, èíà÷å ãîâîðÿ,
ìíîæåñòâî òî÷åê X òàêèõ, ÷òî

AnX < Anφ(X).

Îáîçíà÷èì åãî çà Ω. Ïîíÿòíî ÷òî Ω íå ïóñòî, îòêðûòî (φ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
à íåðàâåíñòâî îãðàíè÷èâàþùåå Ω � ñòðîãîå) è íå çàïîëíÿåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, ïîñêîëüêó
òî÷êè Ai, i = 1, . . . , n − 1 åìó íå ïðèíàäëåæàò (îíè ïî-óñëîâèþ òåîðåìû íå óäàëÿþòñÿ
îò An).

Ïîêàæåì ÷òî âìåñòå ñ ëþáîé òî÷êîé X ïðèíàäëåæàùåé Ω, îòðåçîê AnX òàêæå öåëèêîì
ëåæèò â Ω. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Y ëåæàùóþ íà ýòîì îòðåçêå. Òàê êàê φ �
ñëàáîñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå, XY > φ(X)φ(Y ), à ïîñêîëüêó, AnX < AnF (X), ñëåäîâàòåëüíî:

AnY = AnX −XY < Anφ(X)− φ(X)φ(Y ) 6 Anφ(Y ).

Ïîñëåäíåå âåðíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.
Ïîñìîòðèì, êàê îáðàçóåòñÿ ãðàíèöà Ω. Ïóñòü L êàêîé-íèáóäü ëèñò φ, à gL ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó äâèæåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷êó g−1
L (An) (îíà íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà ëåæàòü â L). Ëåãêî

ïîíÿòü, ÷òî L ∩ Ω ñóòü ìíîæåñòâî òî÷åê L ëåæàùèõ áëèæå ê An, ÷åì ê g−1
L (An). Åñëè

ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî è íå âåñü ëèñò L (ýòè ñëó÷àè íàì íå èíòåðåñíû, ïîñêîëüêó òîãäà
L ëåæèò ëèáî öåëèêîì âíå, ëèáî öåëèêîì âíóòðè Ω), òî ÷àñòü ãðàíèöû Ω ëåæàùåé â
L ýòî ïðîñòî ïåðåñå÷åíèå L è ñðåäèííîé ãèïåðïëîñêîñòè ìåæäó òî÷êàìè An è g−1

L (An).
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ âñå ëèñòû φ ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ãðàíèöà Ω ñîñòîèò èç
âûïóêëûõ ïîëèòîïîâ.

Òåïåðü îïèøåì ïîñòðîåíèå íóæíîãî íàì îòîáðàæåíèÿ φ′. Âíå ìíîæåñòâà Ω îòîáðàæåíèå
φ′ áóäåò ñîâïàäàòü ñ φ. Äàëåå, ïóñòü L′ ÷àñòü ãðàíèöû Ω, ëåæàùåé âíóòðè ëèñòà L.
Ðàññìîòðèì ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé â An è îñíîâàíèåì L′ (èëè ïðîùå ãîâîðÿ, èõ âûïóêëóþ
îáîëî÷êó) � ýòî áóäåò ëèñò φ′. Ñîïîñòàâèì åìó äâèæåíèå gL ◦ sL′ , ãäå sL′ � ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè ñîäåðæàùåé L′. Ïî ïîñòðîåíèþ ýòîé ñèììåòðèè, sL′(An) =
g−1

L (An). Ïðîâåäåì ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåé ãðàíèöû Ω.
Ïóñòü òî÷êà X ïðèíàäëåæèò L′. Òîãäà, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äâèæåíèå gL◦sL′ ïåðåâîäèò

îòðåçîê XAn â îòðåçîê F (X)An. Äåéñòâèòåëüíî, gL ◦ sL′(X) = gL(X) = φ(X), à gL ◦
sL′(An) = gL(g−1

L (An)) = An, è îòðåçîê XAn ëåæèò öåëèêîì âíóòðè îäíîãî ëèñòà îòîáðàæåíèÿ
φ′.

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå äâóõ ëèñòîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ëèñòàì äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò,
ïîñêîëüêó îíè ñîâïàäàþò íà ãðàíèöå Ω.

Åñëè ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå φ′ íà âñåì Ω, òî îíî ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Îäíàêî,
φ′ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íå íà âñåì Ω. Ðàññìîòðèì ëó÷ âûõîäÿùèé èç An. Åñëè îí
ïåðåñåêàåò ãðàíèöó Ω, íà íåì îòîáðàæåíèå φ′ îïðåäåëåíî. Åñëè æå îí ïîëíîñòüþ ëåæèò
â Ω, òî An ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé íà ëó÷å íà êîòîðîé îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
φ′.

Â ñëó÷àå, åñëè ìû íàõîäèìñÿ â Sd, òî φ′ óæå îïðåäåëåí íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàæåì
ýòî.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà A′
n � ïðîòèâîïîëîæíàÿ An, íå ìîæåò óäàëèòüñÿ îò An (ïîñêîëüêó

íàõîäèòüñÿ èòàê íà ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè). Ïîêàæåì ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè
äîïîëíåíèÿ ê Ω.
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1. Åñëè A′
n íå îñòàåòñÿ íà ìåñòå, çíà÷èò îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê An, à â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

ïðèáëèæàåòñÿ âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ.

2. Åñëè φ(A′
n) = A′

n. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè A′
n, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè X èç ýòîé îêðåñòíîñòè A′
nX = A′

nφ(X) (â êà÷åñòâå ýòîé îêðåñòíîñòè
ìîæíî âçÿòü âñå òî÷êè ëèñòîâ ñîäåðæàùèõ A′

n). Äëÿ ëþáîé òî÷êè ñôåðû âåðíî
ðàâåíñòâî AnX = AnA′

n−A′
nX = Anφ(X), ïîñêîëüêó òî÷êè An è A′

n ïðîòèâîïîëîæíûå.
Çíà÷èò, âûáðàííàÿ íàìè îêðåñòíîñòü íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Ω. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ
äóãà áîëüøîé îêðóæíîñòè AnA

′
n ïåðåñåêàåò ãðàíèöó Ω, à çíà÷èò íà íåé îïðåäåëåíî

îòîáðàæåíèå φ′.

Òåïåðü ïîêàæåì ÷òî ìîæíî äîîïðåäåëèòü φ′ â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ed, Hd.
Ðàññìîòðèì ñôåðó S c öåíòðîì â An è äîñòàòî÷íî ìàëåíüêóþ, ÷òîáû îíà öåëèêîì

ëåæàëà âíóòðè Ω. Ïîñòðîåííàÿ íàìè íåïîëíàÿ PL-èçîìåòðèÿ φ′ (òî åñòü PL-èçîìåòðèè,
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì) îòîáðàæàåò S â ñåáÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ îïðåäåëåíà íåïîëíàÿ PL-èçîìåòðèÿ íà S. Ïî ëåììå 3 äâèæåíèå
êàæäîãî ëèñòà ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïî äâèæåíèþ íåñêîëüêèõ òî÷åê (âåðøèí
è èíîãäà òî÷åê âíóòðè è íà ãðàíèöå ëèñòà). Îòìåòèì âñå òàêèå òî÷êè äëÿ êàæäîãî ëèñòà.
Åñëè ó íàñ çàäàíà PL-èçîìåòðèÿ, êîòîðàÿ äåéñòâóåò òàêæå êàê è φ′ íà âñåõ ýòèõ òî÷êàõ,
òî îí ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì φ′ íà ñôåðå S. Òàêàÿ PL-èçîìåòðèÿ ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó
äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàøà òåîðåìà óæå äîêàçàíà. Åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü íà
âñ¼ Ω. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà X ëåæàùàÿ íà ñôåðå ïåðåõîäèò â òî÷êó X ′, òîãäà ëó÷
AnX (òî÷íåå åãî ÷àñòü, ëåæàùàÿ âíóòðè Ω) ïåðåâåäåì â AnX ′. Ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò
ñîâïàäàòü ñ φ′, òàì ãäå φ′ îïðåäåëåíî, ïîýòîìó åñëè ìû äîîïðåäåëèì φ′ òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷èì PL-èçîìåòðèþ äåéñòâóþùóþ íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî.

Çàìåòèì ÷òî ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Êèðøáðàóìà

Ñëåäñòâèå 5 (Òåîðåìà Êèðøáðàóíà). Åñëè íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå
Ed, Hd èëè Sd çàäàíî ñëàáîñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå f . Òîãäà ýòî ñëàáîñæèìàþùåå
îòîáðàæåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî

Äàíöåð, Ãðþíáàóì è Êëè â êíèãå �Òåîðåìà Õåëëè� ïîäíèìàþò çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè
ïðîñòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Ïîñòðîåíèå èç òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
íàãëÿäíûì è ïðîñòûì. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìà Êèðøáðàóíà, êîíå÷íî, íå îáÿçàòåëüíî
òðåáîâàòü êîíå÷íîñòü íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 4 íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ïîëèòîï
áûë òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü è áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè).

3 PL-àíàëîã òåîðåìû Íýøà-Êåéïåðà
Ñóùåñòâîâàíèå PL-èçîìåòðèè ïîãðóæàþùåé êîíå÷íûå äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ïîëèýäðàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà â Ed (Hd è Sd) áûëî äîêàçàíî Çàëãàëëåðîì â [1].

Ñ. Êðàò, À. Ïåòðóíèí è Ä. Áóðàãî [3] äîêàçàëè ýòî äëÿ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè. À èìåííî:
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Òåîðåìà 6 (Ñ. Êðàò, À. Ïåòðóíèí è Ä. Áóðàãî). Ëþáîå êîíå÷íîå d-ìåðíîå åâêëèäîâî
ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî (ñôåðè÷åñêîå èëè ãèïåðáîëè÷åñêîå) äîïóñêàåò PL-èçîìåòðèþ
íà d-ìåðíûé ïîëèýäð â Ed (èëè Sd è Hd ñîîòâåòñòâåííî).

Â ýòîé æå ðàáîòå áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 7 (Ñ. Êðàò, À. Ïåòðóíèí è Ä. Áóðàãî). Ïóñòü P êîíå÷íîå äâóìåðíîå
åâêëèäîâî ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî , à îòîáðàæåíèå f : P → E2 ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò PL èçîìåòðèÿ φε : P → E2, ÷òî d(f(x), φε(x)) < ε
äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç P .

Óïîìÿíåì òàêæå ñâÿçàííûé ñ ýòîé òåîðåìîé ðåçóëüòàò Þ.Áóðàãî è Â. Çàëãàëëåðà:

Òåîðåìà 8 (Þ.Áóðàãî è Â.Çàëãàëëåð). Êàæäîå êîðîòêîå C2-ïîãðóæåíèå f0 ìíîãîãðàííèêà
M â E3 ìîæíî C0-àïïðîêñèìèðîâàòü èçîìåòðè÷åñêèìè êóñî÷íî-ëèíåéíûìè C0-ïîãðóæåíèÿìè.
Åñëè f0 ÿâëÿåòñÿ C0-âëîæåíèåì, òî è àïïðîêñèìèðóþùèå êóñî÷íî-ëèíåéíûå èçîìåòðèè
ìîæíî âûáðàòü C0-âëîæåíèÿìè.

Àâòîðû íàçûâàþò ýòè òåîðåìû PL-àíàëîãàìè òåîðåìû Íýøà-Êåéïåðà. Ìû äîêàæåì
îáîáùåíèå ýòèõ òåîðåì (åñëè ãîâîðèòü î òåîðåìå 8 òî â êëàññå ïîãðóæåíèé) äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå ñôåðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ. Íî ñíà÷àëà ñäåëàåì äâà
âàæíûõ çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Àíàëîã òåîðåìû 4 äëÿ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íå âåðåí. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ïðèìåð (àâòîðó åãî ñîîáùèë Àíòîí Ïåòðóíèí). Ïóñòü ABCD � ïðàâèëüíûé
òåòðàéäåð, à M � öåíòð ãðàíè ABC. Ïóñòü íàøå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò
èç òðåõ òðåóãîëüíèêîâ ADM , BDM è CDM . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò PL-
èçîìåòðèè, ïåðåâîäÿùèé ýòî ïðîñòðàíñòâî â ïëîñêîñòü ãðàíè ABC è îñòàâëÿþùàÿ
òî÷êè A, B, C è D íà ìåñòå.

Çàìå÷àíèå 4. Àíàëîã òåîðåìû 7 íå âåðåí äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Êîíòðïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿùåå èç ñôåðû
ðàäèóñà 1 è ïîñòðîåííîé íà íåé êîíñòðóêöèè èç çàìå÷àíèÿ 3. À èìåííî, âîçüìåì íà
ñôåðå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M è ïîñòðîèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 c öåíòðîì â íåé.
Ïóñòü ABC � ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê âïèñàííûé â ýòó îêðóæíîñòü. Ïðèêëåèì ê
ñôåðå òðè ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1 � ADM , BDM è CDM . Ïóñòü f
� ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îñòàâëÿåò íà ìåñòå ñôåðó, à ýòè òðè òðåóãîëüíèêà ïåðåâîäèò
ñîîòâåòñòâåííî â îòðåçêè AM , BM è CM (íàïðèìåð, â òðåóãîëüíèêå AMD ôóíêöèÿ
f ñêëåèâàåò âñå òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò A). Òàêóþ ôóíêöèþ,
êîíå÷íî, íåëüçÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ñ ïîìîùüþ PL-èçîìåòðèè.

Èç-çà ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ïðèäåòñÿ íàëîæèòü íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà ôóíêöèþ
f â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü P � êîíå÷íîå d-ìåðíîå åâêëèäîâî ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî,
ïóñòü ôóíêöèÿ f : P → En (n > d) ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùåé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò PL èçîìåòðèÿ φε : P → En, ÷òî d(f(X), φε(X)) < ε äëÿ ëþáîé òî÷êè X èç
P . Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â
ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà f äîëæíî áûòü íàëîæåíî îäíî èç äâóõ ñëåäþùèõ
îãðàíè÷åíèé: ëèáî f ÿâëÿåòñÿ (1 − δ)-ñæèìàþùåé (äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0), ëèáî åãî
îáðàç öåëèêîì ëåæèò â îòêðûòîé ïîëóñôåðå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì íàøå ïîëèýäðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
è ôóíêöèþ f , êîòîðóþ ìû àïïðîêñèìèðóåì.

Ôóíêöèþ f ñäåëàåì ñòðîãîñæèìàþùåé. À èìåííî, äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó:
Ëåììà 10. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç óñëîâèÿ òåîðåìû 9 è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ (1−δ)-êîðîòêàÿ (äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0) ôóíêöèÿ f ′ òàêàÿ, ÷òî d(f(X), f ′(X)) < ε
äëÿ ëþáîãî X ∈ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàøà öåëü ïîêàçàòü ÷òî íà âñåõ òðåõ ïðîñòðàíñòâàõ (òî÷íåå èõ îãðàíè÷åííûõ
îáëàñòÿõ) ñóùåñòâóåò ñòðîãîñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå, ñäâèãàþùåå êàæäóþ òî÷êó íå
áîëåå ÷åì íà ε.

Äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ýòî äîñòàòî÷íî ÿñíî. Ïóñòü X ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
îáðàçà ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà P . Ñäåëàåì ãîìîòåòèþ îáðàçà îòíîñèòåëüíî X ñ
êîýôôèöèåíòîì diam(P )−ε/2

diam(P )
. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè óìåíüøèòñÿ

õîòÿ áû â diam(P )−ε/2
diam(P )

, à ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçàìè ëþáîé òî÷êè Y ïðè îòîáðàæåíèè f

è f ′ (ñæàòîì f) íå ïðåâîñõîäèò ε/2.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â óñëîâèè áûëî ñêàçàíî, ÷òî

â ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f ëèáî óæå ñòðîãîñæèìàþùàÿ ëèáî îòîáðàæàåò P â
ïîëóñôåðó. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî, ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ïóñòü ýòî
ñôåðà S c öåíòðîì â O, íàõîäÿùàÿñÿ â (n + 1)-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü
îáðàç P ïîïàäàåò â îòêðûòóþ ïîëóñôåðó S ′, öåíòðîì êîòîðîé (êàê êðóãà â ñôåðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà A. Ãèïåðïëîñêîñòü â En+1, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç O è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
AO, îáîçíà÷èì ÷åðåç a. Íà ëó÷å AO îòìåòèì òî÷êó X. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

gX = sym(a) ◦ inv(X),

ãäå inv(X) � èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â X è îñòàâëÿþùàÿ ñôåðó S íà ìåñòå (òî åñòü ðàäèóñà
R =

√
XO2 −OA2)). Êàê èçâåñòíî, åñëè A è B äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, à A′ è B′ èõ

îáðàçû, òî òðåóãîëüíèêè AXB è A′XB′ ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ AX ·BX/R2.
Ïîñêîëüêó îáðàç P âñåãäà ëåæèò öåëèêîì âíå ñôåðû èíâåðñèè, äëÿ ëþáîé òî÷êè A
èç îáðàçà P , ïîëó÷àåì XA > R + δ äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Ïîýòîìó èíâåðñèÿ inv(X)
âñåãäà óìåíüøàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè õîòÿáû â 1+ δ/R, à çíà÷èò
è óìåíüøàåò ðàññòîÿíèÿ íà ñôåðå ïî ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå (ïîñêîëüêó ýòà ìåòðèêà
èíäóöèðóåòñÿ åâêëèäîâîé).

Êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè X ê áåñêîíå÷íîñòè gX ñòðåìèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ (ïðè÷åì ðàâíîìåðíî, â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñôåðû). Ïîýòîìó, âûáðàâ X
äîñòàòî÷íî äàëåêî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå gX íå ñìåùàëî íèêàêóþ òî÷êó äàëüøå ÷åì íà
ε, ìû ïîëó÷èì ñæèìàþùåå õîòÿ áû â 1 + δ/R ðàç îòîáðàæåíèå.

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàññóæäåíèå ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íî. Ìû äîëæíû
ðàññìîòðåòü ìîäåëü, ãäå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñóòü îäíà èç äâóõ (ïóñòü òîé ãäå
x1 ïîëîæèòåëüíî) ïîëîñòåé ãèïåðáîëîèäà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì x2

1−x2
2 · · ·−x2

n−x2
n+1 = 1

â En+1 è ìåòðèêîé èíäóöèðóåìîé íà íåì ïñåâäîìåòðèêîé ds2 = −dx2
1 + dx2

2 · · · + dx2
n +

dx2
n+1, çàäàííîé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü X � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îñè x1, à s1 �

ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ x1. Òàê æå, êàê è
äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëèì ôóíêöèþ gX :

gX = sym(s1) ◦ inv(X),
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ãäå inv(X) � èíâåðñèÿ (ïî ïñåâäîìåòðèêå) ñ öåíòðîì â X è îñòàâëÿþùàÿ ãèïåðáîëîèä
íà ìåñòå. Òàê æå, êàê è â ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå, ëåãêî âèäåòü ÷òî gX ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì
îòîáðàæåíèåì (íà îáðàçå P ) è ñòðåìèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó (ðàâíîìåðíî, â ñèëó êîìïàêòíîñòè
îáðàçà P ) ïðè ñòðåìëåíèè X ê −∞. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü òàêîå X, ÷òî gX ñäâèãàåò
êàæäóþ òî÷êó èç îáðàçà P íå áîëåå ÷åì íà ε, è òåì ñàìûì îòîáðàæåíèå gX ◦ f áóäåò
èñêîìûì.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà çàäà÷à � àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ f ,
êîòîðàÿ óìåíüøàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè õîòÿ áû â 1− µ ðàç, äëÿ
íåêîòîðãî µ > 0.

Òðèàíãóëèðóåì P òàê, ÷òî äèàìåòð êàæäîãî ñèìïëåêñà íå ïðåâîñõîäèò ε. Íàøà öåëü
ïîñòðîèòü PL-èçîìåòðèþ, ïåðåâîäÿùóþ âñå âåðøèíû ñèìïëåêñîâ â èõ îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè
f .

Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñäåëàòü åùå áîëåå
ìåëêóþ òðèàíãóëÿöèþ. Âîçüìåì ν > 0 òàêîå, ÷òî (1 + ν)4d(1 − µ) < 1. Äàëåå âîçüìåì
òàêîå ρ, ÷òî ëþáóþ ôèãóðó äèàìåòðà ρ íàøåãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî òàê îòîáðàçèòü â En,
÷òî ðàññòîÿíèÿ ïðè ýòîì èçìåíÿòñÿ íå áîëåå ÷åì â (1+ν). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äèàìåòðû
íàøåé òðèàíãóëÿöèè P ìåíüøå ρ.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî íàëîæèòü åùå îäíî óñëîâèå íà ôóíêöèþ f . À èìåííî,
ïîòðåáóåì, ÷òîáû âáëèçè êàæäîé ãðàíè òðèàíãóëÿöèè îíà âåëà ñåáÿ òàê æå, êàê è ñàìà
ãðàíü.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h, çàäàííàÿ íà ñèìïëåêñå óäîâëåòâîðÿåò
U-òðåáîâàíèþ, åñëè äëÿ ëþáîé k-ãðàíè çíà÷åíèå ôóíêöèè h â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ýòîé ãðàíè çàâèñèò òîëüêî îò ïðîåêöèè òî÷êè íà ýòó ãðàíü.

Íàïðèìåð, åñëè ñèìïëåêñ îäíîìåðíûé, òî ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò U -òðåáîâàíèþ,
åñëè âìåñòå ñ êàæäûì êîíöîì â òó æå òî÷êó îíà îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ îáëàñòü ýòîé
òî÷êè. Àíàëîã ýòîé ëåììû äëÿ äâóìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïîëèýäðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ áûë
äîêàçàí â ðàáîòå [3].
Ëåììà 11. Ïóñòü íà êîíå÷íîì d-ìåðíîì ïîëèýäðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå P çàäàíà òðèàíãóëÿöèÿ,
è äèàìåòð êàæäîãî ñèìïëåêñà ìåíüøå ρ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ h : P → P , óäîâëåòâîðÿþùàÿ U-òðåáîâàíèþ íà ëþáîì ñèìïëåêñå òðèàíãóëÿöèè,
ïåðåâîäÿùàÿ åãî â ñåáÿ, îñòàâëÿþùàÿ âåðøèíû íà ìåñòå è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
òî÷åê X è Y èç P :

(1 + δ)(1 + ν)4dd(X,Y ) > d(h(X), h(Y )).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì 0-ãðàíè ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü h íà ýòèõ âåðøèíàõ òîæäåñòâåííî.
Äàëåå áóäåì ïðîâîäèòü ïîñòðîåíèå ôóíêöèè h èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ãðàíåé íà
êîòîðûõ å¼ îïðåäåëÿåì.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî δ′ > 0 è k < d ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ôóíêöèþ h′δ óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèþ òåîðåìû íà k-îñòîâå íàøåãî ïðîñòðàíñòâà. Ï îñòðîèì å¼ íà âñåì ïîëèýäðàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêñ T èç íàøåé òðèàíãóëÿöèè è ôóíêöèþ hδ′ íà åãî (d−
1)-ãðàíÿõ. Âíóòðè ñèìïëåêñà T âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó, ñêàæåì öåíòð âïèñàííîé
ñôåðû I. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî 1 > λ > 0 è êàæäîé âåðøèíå X ñèìïëåêñà T
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó X ′, ëåæàùóþ íà îòðåçêå XI è äåëÿùóþ åãî â îòíîøåíèè
XX ′/X ′I = λ. Ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ îáîçíà÷èì ÷åðåç T ′.
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Äëÿ âñåõ òî÷åê X ëåæàùèõ â T \ T ′ îïðåäåëèì hδ,λ(X) = hδ′(pr(X)), ãäå pr(X) �
ïðîåêöèÿ òî÷êè X íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíü (òó ãðàíü, â êîòîðóþ ïîïàäàåò ëó÷ IX).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûáîðå λ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì ýòî îïðåäåëåíèå áóäåò êîððåêòíûì
äëÿ âñåõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì ìîæíî âûáðàòü λ òàêèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
óâåëè÷èòüñÿ íå áîëåå ÷åì â (1 + δ)(1 + ν)4d.

Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ìû ãîâîðèëè ÷òî pr() ïðîåöèðóåò íà êîíêðåòíóþ ïëîñêîñòü, �
ýòî íå ñîâñåì âåðíî. Ïîñêîëüêó âáëèçè ëþáîé ãðàíè a ðàçìåðíîñòè ìåíüøåé, ÷åì d − 1
ôóíêöèÿ hδ′ âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê è íà ãðàíè a, ìû ìîæåì òàêèå òî÷êè ïðîåöèðîâàòü íà
ëþáóþ ãèïåðãðàíü, ñîäåðæàùóþ a. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ > 0 ñóùåñòâóåò λ òàêîå,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðè ïðîåêöèè áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ íå áîëåå ÷åì â 1 + σ
(äëÿ åâêëèäîâîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îíî è âîâñå âñåãäà óìåíüøàåòñÿ).

Åñëè æå X è Y íåëüçÿ ñïðîåêòèðîâàòü íà îäíó ãðàíü, çíà÷èò ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè
ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå τ . Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ïðîåêöèè ðàññòîÿíèÿ óâåëè÷èâàëèñü
íå áîëåå ÷åì â (1 + σ), íàäî âûáðàòü λ òàêèì ìàëåíüêèì, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà ïðè
ïðîåêöèè ñìåùàëàñü ìåíüøå ÷åì íà τσ/2. À ýòî ñäåëàòü, î÷åâèäíî, ìîæíî.

Âûáðàâ σ òàêèì, ÷òî (1 + σ)(1 + δ′) < 1 + δ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ôóíêöèþ íà T \ T ′,
êîòîðàÿ óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèÿ íå áîëåå, ÷åì â (1+δ)(1+ν)4d−4. Îñòàëîñü å¼ ïðîäîëæèòü
äî ôóíêöèè íà âñåì T òàê, ÷òîáû îíà óâåëè÷èâàëà ðàññòîÿíèÿ íå áîëåå, ÷åì â (1 +
δ)(1 + ν)4d. Äëÿ åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Êèðøáðàóíà. Äëÿ
ñôåðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Ïîñêîëüêó äèàìåòð T
íå ïðåâîñõîäèò ρ, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå π : T → Ed, èçìåíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ íå áîëåå,
÷åì â (1 + ν). Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå π(hδ,λ : π(T \ T ′) → π(T ) óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå
íå áîëåå, ÷åì â (1 + ν)4d−2(1 + δ). Ïî òåîðåìå Êèðøáðàóíà îíî ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
äî îòîáðàæåíèÿ h′ : π(T ) → π(T ), óâåëè÷èâàþùåãî ðàññòîÿíèÿ òàêæå íå áîëåå, ÷åì â
(1+ν)4d−2(1+δ). Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå π−1(h′) : T → T . Îíî áóäåò óâåëè÷èâàòü
ðàññòîÿèÿ íå áîëåå, ÷åì â (1 + δ)(1 + ν)4d, è ñîâïàäàòü ñ hδ,λ íà T \ T ′. Òàêèì îáðàçîì,
èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äîêàçàí.

Âûáðàâ δ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ f◦h óìåíüøàëà
âñå ðàññòîÿíèÿ â 1 − µ′ ðàç äëÿ íåêîòîðîãî µ′ > 0 (äëÿ ýòîãî íàäî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî (1− µ)(1 + δ)(1 + ν)4d < 1− µ′).

Ïîäûòîæèì âñ¼ âûøåñêàçàííîå:
Èòàê, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ (1 − µ)-ñæèìàþùåé (òî åñòü

óìåíüøàåò âñå ðàññòîÿíèÿ õîòÿ áû â 1 − µ ðàç) äëÿ íåêîòîðîãî µ > 0 è, êðîìå òîãî,
óäîâëåòâîðÿåò U -òðåáîâàíèþ íà ñèìïëåêñàõ òðèàíãóëÿöèè. Íàøà öåëü ïîñòðîèòü PL-
èçîìåòðèþ òàê, ÷òîáû îíà ïåðåâîäèëà ëþáóþ âåðøèíó òðèàíãóëÿöèè X â f(X).

Ñäåëàåì íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå íàøåãî ïîëèýäðà P .
Íèæå ìû îïèøåì ïðîöåäóðó ñêëåéêè (îòîæäåñòâëåíèÿ) íåêîòîðûõ ÷àñòåé ïîëèýäðà

âîêðóã åãî ãðàíåé. Íà÷èíàòü ýòó ïðîöåäóðó áóäåì ñ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè d − 1, ïîòîì
d− 2 è òàê äàëåå.

Îïèñàíèå ïðîöåäóðû. Ïóñòü l � k-ãðàíü íàøåãî ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, à Pl

âñå (k + 1)-ìåðíûå ãðàíè, ñîäåðæàùèå l. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé ñôåðû ñèìïëåêñà l.
Äëÿ êàæäîãî S ∈ Pl ïîñòðîèì ïåðïåíäèêóëÿð ê ãðàíè l (â S) â òî÷êå I, è íà ðàññòîÿíèè
δ îò l âûáåðåì òî÷êó X. Âûáåðåì δ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì ÷òîáû âñå òàêèå ñèìïëåêñû
ïîïàëè â îáëàñòü ãðàíè l, â êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè h çàâèñèò òîëüêî îò ïðîåêöèè
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òî÷åê íà ãðàíü l.
Íàçîâåì �òðóáîé� ãðàíè l (îáîçíà÷èì Ul) âûïóêëóþ îáîëî÷êó âñåõ òàêèõ òî÷åê X è

ãðàíè l (âî âñåõ ñèìïëåêñàõ ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà P ). Íàïðèìåð, äëÿ îáû÷íîãî
òðåõìåðíîãî òåòðàéäåðà òðóáîé âåðøèíû áóäåò ñîîòâåòñòâóþùèé óãîëîê. Çàìåòèì, ÷òî
Ul ïî ñâîåìó ñòðîåíèþ ñóòü ïðîèçâåäåíèå k-ìåðíîé ãðàíè l è (d−k−1)-ìåðíîãî ñôåðè÷åñêîãî
ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 6 è ñ ïîìîùüþ PL-èçîìåòðèè
îòîáðàçèì (ìûñëåííî) ýòî ïðîñòðàíñòâî â Sd−k−1. Ïîñëå ÷åãî îòîæäåñòâèì â P ñêëåèâàþùèåñÿ
ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ÷àñòè. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøåéñÿ ïîëèòîï ÷åðåç P ′. Ïîñêîëüêó
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ñêëåèâàþùèõñÿ ÷àñòÿõ ñîâïàäàþò, íèêàêèõ ïðîáëåì ñ îïðåäåëåíèåì
ôóíêöèè f íà P ′ íå âîçíèêàåò. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó òðóáû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè d-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ê íèì ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó 4.

Ìû ïîñòåïåííî áóäåì äîîïðåäåëÿòü íàøó PL-èçîìåòðèþ íà îñòîâ (òî÷íåå íà �òðóáû�
ãðàíåé ýòîãî îñòîâà) î÷åðåäíîé ðàçìåðíîñòè.

Èòàê, âîçüìåì �òðóáû� âñåõ âåðøèí (0-ìåðíûõ ãðàíåé) íàøåãî ìîäèôèöèðîâàííîãî
ïîëèýäðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà P ′ è àïïðîêñèìèðóåì îòîáðàæåíèå f íà íèõ ñ òî÷íîñòüþ ε.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé âåðøèíû X ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé �òðóáà� ìîæåò
PL-èçîìåòðè÷íî ïîãðóçèòüñÿ â íàøå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëå ÷åãî íàäî ïîêðûòü îáðàç ε-
ñåòüþ è âñå òî÷êè ýòîé ñåòè ñ ïîìîùüþ PL-èçîìåòðèè ïåðåâåñòè â òî÷êó X ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 4. Âûáîðîì äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî ε ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ýòî ïîãðóæåíèå
áûëî íå ðàñòÿãèâàþùèì â ñîâîêóïíîñòè. Ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü, åñëè ðå÷ü èäåò î
äâóõ òî÷êàõ èç ðàçíûõ �òðóá�. Íî ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f (1− µ)-ñæèìàþùèå, òî ïðè
âûáîðå äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî ε îòîáðàæåíèå áóäåò íåðàñòÿãèâàþùèì â ñîâîêóïíîñòè).

Ïóñòü ìû íàó÷èëèñü àïïðîêñèìèðîâàòü âñå �òðóáû� k-îñòîâà (îáîçíà÷èì èõ Uk) c
ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε′ > 0. Ïîêàæåì, êàê àïïðîêñèìèðîâàòü �òðóáû�
(k + 1)-îñòîâà ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ε > 0. Ïîêðîåì ε-ñåòüþ ìíîæåñòâî Uk+1 \ Uk (âàæíî
çàìåòèòü, ÷òî îñòàòêè �òðóá� ðàçíûõ (d + 1)-ìåðíûõ ãðàíåé íå ïåðåñåêàþòñÿ). Ïóñòü a
� ìèíèìóì èç ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ýòîé ñåòè äî ìíîæåñòâà Uk è ìåæäó ðàçíûìè
êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Uk+1 \ Uk. Âûáåðåì ε ìåíüøèì, ÷åì aµ/2. Çàìåòèì,
÷òî PL-èçîìåòðèÿ φε′ , àïïðîêñèìèðóþùàÿ f íà Uk ñ òî÷íîñòüþ ε′, ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
çàäàíà îòîáðàæåíèåì íà êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (ëåììà 3). Äîáàâèì ê ýòèì òî÷êàì òî÷êè
íàøåé ε-ñåòè ìíîæåñòâà Uk+1\Uk è ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, íà êîòîðûõ ó íàñ çàäàíî
íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå (íà ε-ñåòè ýòî îòîáðàæåíèå f , à íà âåðøèíàõ è òî÷êàõ èç
Uk ýòî φε′).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4 ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ýòî îòîáðàæåíèå íà âñå òðóáû èç Uk+1,
è îíî áóäåò íåðàñòÿãèâàþùèì (ïî âíóòðåííåé ìåòðèêè ïîëèýäðà P ′). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè X è Y � äâå òî÷êè èç îäíîé òðóáû, òî íà íèõ ýòî îòîáðàæåíèå íåðàñòÿãèâàþùåå
ïî îïðåäåëåíèþ. Åñëè èç ðàçíûõ, òî:

d(φεX, φεY ) < d(f(X), f(Y )) + 2ε < (1− µ)d(X, Y ) + aµ < d(X, Y ),

ãäå φεX � ïîñòðîåííàÿ PL-èçîìåòðèÿ.

Çàìå÷àíèå 5. Îòìåòèì, ÷òî ïî ñóòè ìû åùå ðàç äîêàçàëè òåîðåìó 6. Äåéñòâèòåëüíî,
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9 ìû ïîëüçîâàëèñü ýòîé òåîðåìîé òîëüêî äëÿ ìåíüøèõ
ðàçìåðíîñòåé.
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Áëàãîäàðíîñòè
Àâòîð áëàãîäàðåí Àëåêñåþ Òàðàñîâó è Àíòîíó Ïåòðóíèíó çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ
è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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