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Аннотация: Рассмотрено движение кругового цилиндра в идеальной жидкости в поле непо-
движного источника. Показано, что при постоянной интенсивности источника система обладает
интегралом момента импульса и интегралом энергии. Найдены условия, при которых уравнения
движения, редуцированные на уровень интеграла момента импульса, допускают неустойчивую
неподвижную точку. Эта неподвижная точка соответствует круговому движению цилиндра во-
круг источника. Построена обратная связь, которая обеспечивает асимптотическую стабилиза-
цию упомянутой выше фиксированной точки за счет изменения интенсивности источника.
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Введение
Анализ движения точечных особенностей (источники, вихри, вихреисточники, диполи)

в жидкости и их взаимодействия с твердыми телами представляют отдельный интерес. В
частности, движение N источников рассматривалось в работах [17, 18]. Также рассматри-
вались модели движения точечных вихрей на плоскости [21, 22, 23, 24], сфере [26], кри-
волинейных поверхностях [25, 29] и под действием внешнего периодического возмущения
[30, 31]. Более сложные модели движения вихреисточников и диполей рассматривались в
работах [33, 32, 34]. Анализ совместного движения точечных вихрей и гладкого твердого
тела был выполнен в работах [27, 28, 37, 20]. В работах [28, 35] на основе условия Кут-
ты –Чаплыгина [11, 36] моделировался сход точечных вихрей с острых кромок твердого
тела
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1 Математическая модель

1.1 Случай подвижного источника переменной интенсивности

Рассмотрим плоскопараллельное движение неуравновешенного кругового профиля в
присутствии точечного источника в неограниченном объеме идеальной несжимаемой жид-
кости. Будем считать, что жидкость совершает потенциальное безциркуляционное движе-
ние и покоится на бесконечности.

Для построения математической модели введем обозначения для параметров системы:

• mc — масса профиля,
• Ic — центральный момент инерции профиля,
• R — радиус профиля,
• d — расстояние между геометрическим центром профиля и центром масс,
• q — интенсивность источника, в общем случае являющаяся заданной функцией вре-

мени.

Поскольку мы рассматриваем плоскопараллельное движение, то величины mc, Ic, q будем
считать отнесенными к единице длины профиля.

Для описания движения рассматриваемой системы введем три системы координат:
неподвижную (инерциальную) OXY , подвижную Cx′y′, жестко связанную с профилем,
и Oxy вращающуюся синхронно с профилем (см. рис. 1). Будем считать, что начало по-
движной системы координат C совпадает с геометрическим центром профиля, а центр
масс профиля лежит на положительной части оси Cx′.

Рис. 1: OXY — неподвижная система координат, Cx′y′ — подвижная система координат,
связанная с профилем, Oxy — система координат, вращающаяся синхронно с профилем.

Положение профиля относительно неподвижной системы координат будем задавать
радиус-вектором его геометрического центра Rc = (Xc, Yc), а ориентацию профиля — уг-
лом ϑ между положительными направлениями осей OX и Cx′. Положение источника отно-
сительно неподвижной системы координат будем задавать радиус-векторомRq = (Xq, Yq).
Таким образом, конфигурационное пространство системы пятимерно и представляет со-
бой Q =

{
(Xq, Yq, Xc, Yc, ϑ) | (Xq−Xc)

2 +(Yq−Yc)2 > R2
}
≈ R3×T2. Величины, задающие

конфигурацию системы, показаны на рис. 1.
Движение рассматриваемой системы определяется взаимодействием профиля и источ-

ника с окружающей жидкостью. Поскольку движение жидкости считается потенциаль-
ным, оно может быть полностью описано комплексным потенциалом. Для построения
комплексного потенциала каждой точке плоскости OXY поставим в соответствие ком-
плексное число Z = X + iY , тогда комплексный потенциал может быть записан в виде:

W = − R2Żc
Z − Zc

+
q

2π
ln(Z − Zq) +

q

2π
ln

(
R2

Z − Zc
− Zq − Zc

)
, (1)
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где Zc = Xc + iYc, Zq = Xq + iYq — комплексно значные функции времени, задающие
положение центра профиля и источника соответственно.

Замечание 1. Первое и второе слагаемые в выражении (1) являются комплексными
потенциалами движущегося цилиндра и источника соответственно [12]. Третье сла-
гаемое в выражении (1) возникает в результате применения теоремы Милна –Томсона
[9] и описывает изменение потока, создаваемого источником, вследствие добавления в
него кругового профиля.

Для построения уравнений движения введем следующие величины:

Px = mcẊc −mcdϑ̇ sinϑ, Py = mcẎc +mcdϑ̇ cosϑ,

Pϑ = mcd(−Ẋc sinϑ+ Ẏc cosϑ) + (Ic +mcd
2)ϑ̇,

(2)

где Px, Py — проекции импульса профиля на оси неподвижной системы координат, Pϑ —
момент импульса профиля относительно его геометрического центра.

Изменение импульса профиля определяется главным вектором сил давления F =
(Fx, Fy), действующих на него со стороны жидкости. Компоненты вектора F могут быть
вычислены по формуле Седова [8]

Fx + iFy =
iρ

2

∮
γ

(
dW

dZ

)2

dZ +
d

dt

(
ρ
dSZc
dt

+ iρ

∮
γ

Z
dW

dZ
dZ

)
. (3)

Здесь ρ — плотность жидкости, S = πR2 — площадь профиля, γ — граница кругового
профиля. Поскольку движение жидкости считается безциркуляционным, в формуле (3)
опущены слагаемые связанные с циркуляцией.

Подставив потенциал (1) в формулу (3) и применив теорему о вычетах функции ком-
плексного переменного, получим следующее явное представление главного вектора сил
давления в комплексной форме:

Fx + iFy = ρqR2 (Zq − Zc)2

|Zq − Zc|4
Żq − ρq̇R2 Zq − Zc

|Zq − Zc|2
+

+
ρq2R2

2π

(Zq − Zc)
(|Zq − Zc|2 −R2)|Zq − Zc|2

− ρπR2Z̈c. (4)

Вычисленные таким образом компоненты силы Fx, Fy отнесены к единице длины цилид-
нра. Последнее слагаемое в выражении (4) совпадает с классическим выражением для
силы, обусловленной эффектом присоединенных масс [16], и, действующей на круговой
профиль при его ускоренном движении.

Замечание 2. Отметим, что вычисление сил (4) может быть выполнено также в
вещественной форме

Fx = −
∮
γ

pdy, Fx =

∮
γ

pdx,

где давление p однозначно вычисляется с помощью интеграла Коши–Лагранжа [12]. Од-
нако вычисления в комлексной форме по формуле (3) на практике оказывают проще.

Поскольку профиль является круговым, то момент сил давления, вычисленный отно-
сительно геометрического центра профиля, равен нулю. При этом момент импульса Pϑ
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может изменяться только вследствие вращения профиля. Таким образом, уравнения дви-
жения профиля примут вид:

Ṗx = Fx, Ṗy = Fy, Ṗϑ + d(Px cosϑ+ Py sinϑ)ϑ̇ = 0. (5)

Дополним уравнения (5) уравнениями движения источника. Согласно [14] скорость
движения источника равна скорости жидкости в точке Z = Zq, вычисленной по регуляр-
ной части потенциала (1) в той же точке:

Żq =

(
dW ∗

dZ

)∣∣∣∣
Z=Zq

, W ∗ = W − q

2π
ln(Z − Zq). (6)

Уравнения (2), (5), (6) представляют собой замкнутую систему и полностью описывают
совместное движение кругового профиля и точечного источника переменной интенсивно-
сти в идеальной жидкости.

1.2 Случай подвижного источника постоянной интенсивности

В случае источника постоянной интенсивности (q̇ = 0) уравнения движения профиля
(2) могут быть представлены в лагранжевой форме

d

dt

∂L

∂Ẋc

− ∂L

∂Xc

= 0,
d

dt

∂L

∂Ẏc
− ∂L

∂Yc
= 0,

d

dt

∂L

∂ϑ̇
− ∂L

∂ϑ
= 0 (7)

с лагранжианом

L = T − U −
(
A, Ṙc

)
, (8)

где введены следующие обозначения:

1. T — кинетическая энергия профиля и жидкости

T =
1

2

(
mc + ρπR2

) (
Ẋ2
c + Ẏ 2

c

)
+mcd

(
−Ẋc sinϑ+ Ẏc cosϑ

)
ϑ̇+

1

2

(
Ic +mcd

2
)
ϑ̇2,

2. U — скалярный потенциал

U = −ρq
2

4π

(
ln
(
(Xc −Xq)

2 + (Yc − Yq)2
)
− ln

(
(Xc −Xq)

2 + (Yc − Yq)2 −R2
))
,

3. A — векторный потенциал

A = − ρqR2

(Xq −Xc)2 + (Yq − Yc)2
(Rq −Rc) .

Правые части уравнений движения источника (6) также выражаются через лагранжи-
ан (8) следующим образом

Ẋq = − 1

ρq

∂L

∂Xq

, Ẏq = − 1

ρq

∂L

∂Yq
, (9)

Таким образом, мы получили систему уравнений (7), (9) в частично лагранжевой фор-
ме, которая описывает совместное движение кругового профиля и источника постоянной
интенсивности.
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1.3 Случай неподвижного источника постоянной интенсивности

В случае неподвижного источника постоянной интенсивности (Ẋq = 0, Ẏq = 0, q̇ = 0)
уравнения движения профиля (7) могут быть представлены в гамильтоновой форме. При
этом без потери общности будем считать, что источник расположен в начале неподвижной
системы координат (Xq = Yq = 0). Выполнения данных условий всегда можно добиться с
помощью замены переменных

Xc → Xc −Xq, Yc → Yc − Yq.

Для приведения уравнений (7) к гамильтоновой форме введем новые обобщенные им-
пульсы Πx, Πy, Πϑ следующим образом:

Πx =
∂L

∂Ẋc

= Px + ρπR2Ẋc − Ax, Πy =
∂L

∂Ẏc
= Py + ρπR2Ẏc − Ay, Πϑ =

∂L

∂ϑ̇
= Pϑ, (10)

Ax =
ρqR2Xc

X2
c + Y 2

c

, Ay =
ρqR2Yc
X2
c + Y 2

c

.

и выполним преобразование Лежандра

H = ΠxẊc + ΠyẎc + Πϑϑ̇− L
∣∣∣
Ẋc, Ẏc, ϑ̇→Πx,Πy ,Πϑ

. (11)

Тогда уравнения движения кругового профиля (7) примут вид:

Ẋc =
∂H

∂Πx

, Ẏc =
∂H

∂Πy

, ϑ̇ =
∂H

∂Πϑ

Π̇x = − ∂H
∂Xc

, Π̇y = −∂H
∂Yc

, Π̇ϑ = −∂H
∂ϑ

(12)

где гамильтониан H задается следующим выражением

H =
1

2

(
P ,Q−1P

)
− ρq2

4π

(
ln
(
X2
c + Y 2

c

)
− ln

(
X2
c + Y 2

c −R2
))
, (13)

P =

Πx + Ax
Πy + Ay

Πϑ

 , Q =

mc + ρπR2 0 −mcd sinϑ
0 mc + ρπR2 mcd cosϑ

−mcd sinϑ mcd cosϑ Ic +mcd
2

 .

Замечание 3. Нам не удалось представить в гамильтоновой форме полную систему
уравнений (7), (9), описывающую совместное движение кругового профиля и точечного
источника постоянной интенсивности. Препятствием к такому представлению явля-
ется вид лагранжиана (8) и форма уравнений (9).

Отметим, что в подобной системе, описывающей движение кругового профиля в
присутствие точечных вихрей [3], представление в гамильтоновой форме оказывается
возможным.

Уравнения (12) допускают два первых интеграла: интеграл энергии, совпадающий с
гамильтонианом (13), и интеграл момента импульса

K = Πϑ + ΠyXc − ΠxYc = const , (14)

который является следствием существования поля симметрии

u = −Yc
∂

∂Xc

+Xc
∂

∂Yc
+

∂

∂ϑ
− Πy

∂

∂Πx

+ Πx
∂

∂Πy

. (15)

Далее исследуем динамику системы и свойства уравнений (12) в случае уравновешен-
ного профиля (d = 0).
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2 Уравновешенный круговой профиль
Рассмотрим движение уравновешенного (d = 0) кругового профиля в поле неподвиж-

ного источника постоянной интенсивности. Оказывается, что в данном случае может быть
выполнен полный качественный анализ динамики.

При d = 0 гамильтониан (13) принимает вид:

H = Hrot +Htrans, (16)

Hrot =
1

2

P2
ϑ

Ic
, (17)

Htrans =
1

2

(
P2
x

m
+
P2
y

m

)
− ρq2

4π

(
ln
(
X2
c + Y 2

c

)
− ln

(
X2
c + Y 2

c −R2
))
, (18)

где введены следующие обозначения

Px = mẊc, Py = mẎc, Pϑ = mϑ̇, m = mc + ρπR2. (19)

При этом уравнения (12) распадаются на две независимых подсистемы, описывающие
вращательное

ϑ̇ =
∂H

∂Pϑ
=
∂Hrot

∂Pϑ
, Ṗϑ = −∂H

∂ϑ
= −∂Hrot

∂ϑ
, (20)

и поступательное движения профиля

Ẋc =
∂H

∂Px
=
∂Htrans

∂Px
, Ṗx = − ∂H

∂Xc

= −∂Htrans

∂Xc

Ẏc =
∂H

∂Py
=
∂Htrans

∂Py
, Ṗy = −∂H

∂Yc
= −∂Htrans

∂Yc

(21)

с гамильтонианами (17) и (18) соответственно.
В первую очередь рассмотрим подсистему (20). Поскольку гамильтониан (17) явно не

зависит от ϑ, то данная переменная является циклической, а соответствующий ей обоб-
щенный импульс представляет собой первый интеграл:

C = Pϑ = const . (22)

На фиксированном уровне C = c первого интеграла (22) решение подсистемы (20) может
быть представлено в виде:

Pϑ = c = const , ϑ(t) = ϑ(0) +
c

Ic
t. (23)

Далее рассмотрим подсистему (21). Для ее исследования удобнее перейти к полярным
координатам:

s = |Zc| =
√
X2
c + Y 2

c , α = argZc. (24)

При этом обобщенные импульсы, соответствующие координатам s, α определим как:

Ps = mṡ, Pα = ms2α̇. (25)

Уравнения движения (21) в новых переменных (24), (25) остаются каноническими:

ṡ =
∂Htrans

∂Ps
, α̇ =

∂Htrans

∂Pα
, Ṗs = −∂Htrans

∂s
, Ṗα = −∂Htrans

∂α
, (26)
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где гамильтониан (18) принимает вид

Htrans =
1

2m

(
P2
s +
P2
α

s2

)
+
ρq2

4π
ln

(
1− R2

s2

)
. (27)

Гамильтониан (27) явно не зависит от угла α, следовательно, обобщенный импульс Pα
является первым интегралом:

F = Pα = const . (28)

Замечание 4. В рассматриваемом случае (d = 0) с учетом выражений (24), (25) первый
интеграл (14) может быть представлен в виде:

K = Pϑ + Pα = C + F = const .

На фиксированном уровне F = f первого интеграла (28) уравнения для s и Ps отде-
ляются от системы (26) и принимают вид

ṡ =
Ps
m
, Ṗs =

f 2

ms3
− ρq2R2

2πs(s2 −R2)
. (29)

При этом эволюция фазовой переменной α выражается с помощью квадратуры

α(t) = α(0) +
f

m

t∫
0

dτ

s2(τ)
.

Данная квадратура необходима для реконструкции движения профиля относительно непо-
движной системе координат.

Уравнения (29) допускают первый интеграл

Htrans =
1

2m
P2
s + U(s), (30)

U(s) =
1

2m

f 2

s2
+
ρq2

4π
ln

(
1− R2

s2

)
, (31)

который является ограничением гамильтониана (27) на фиксированный уровень F = f
первого интеграла (28). Также уравнения (29) обладают инволюцией

t→ −t, s→ s, Ps → −Ps. (32)

Замечание 5. Движения редуцированной системы (29) при F = f > 0 и F = −f
совпадают. Следовательно, достаточно выполнить анализ динамики при f > 0.

Таким образом, анализ движения уравношенного кругового профиля в поле неподвиж-
ного источника постоянной интенсивности сводится к изучению гамильтоновой системы
(29) с одной степенью свободы.

В дальнейшем анализе динамики системы (29) будем опираться на классический под-
ход теоретической механики, основанный на изучении линий уровня гамильтониана (фазо-
вого портрета) системы и бифуркаций, возникающих при изменении значений параметров
[1, 5].

В первую очередь отметим, что гамильтониан (30) определен при s > R, и не зависимо
от значений параметров обладает следующим свойством:

lim
s→R+0

Htrans(s,Ps) = −∞. (33)

Гамильтониан (30) является четной функцией Ps, то есть Htrans(s,−Ps) = Htrans(s,Ps),
и при фиксированном s является монотонно возрастающей функцией на промежутке Ps ∈
(0,+∞). Таким образом, все неподвижные точки системы лежат на прямой Ps = 0 и
соответствуют критическим точкам потенциала (31).
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Рис. 2: Характерный вид a) потенциала (31) при f < fcr, b) потенциала (31) при f > fcr,
c) фазового портрета системы при f < fcr, d) фазового портрета системы при f > fcr. e)
Бифуркационная диаграмма. Значения параметров mc = 1, R = 1, q = 1, ρ = 1.

Выделяется два качественно различных случая:

A. Потенциал U(s) (см. рис. 2b) имеет максимум в точке

s0 = R|f |
√

2π

2πf 2 − ρmq2R2
(34)

при f > fcr, где

fcr = |q|R
√
ρm

2π
.

Точка максимума (34) соответствует седловой неподвижной точке системы (29):

s = s0, Ps = 0. (35)

В исходном пространстве данной неподвижной точке соответствует движение кру-
гового профиля вокруг точечного источника по окружности

Xc = s0 cosα(t), Yc = s0 sinα(t),

α(t) = α(0) +
ft

ms2
0

.

Характерный вид фазового портрета системы при f > fcr показан на рис. 2d. На рис. 2d
красными пунктирными линиями отмечены устойчивые и неустойчивые многообра-
зия седловой точки (35). Пунктирная линия s = R соответствует особенности (33).

B. При f < fcr потенциал U(s) является монотонно возрастающей функцией на про-
межутке s ∈ (R,+∞) (см. рис. 2a), следовательно, система не имеет неподвижных
точек. Характерный вид фазового портрета системы при f < fcr показан на рис.
2c. На рис. 2c красными пунктирными линиями отмечены критические траектории,
разделяющие различные типы движения. Пунктирная линия s = R соответствует
особенности (33).
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Из фазовых портретов (см. рис. 2c и 2d) видно, что почти все фазовые траектории
системы (29) либо «убегают» на бесконечность, либо «притягиваются» к источнику. Ис-
ключение составляет единственная неподвижная точка, существующая при f > fcr

Бифуркационная диаграмма системы на плоскости первых интегралов (f, h), где h —
уровень интеграла (30), приведена на рис. 2e. В силу замечания 5 мы привели только
часть бифуркационной диаграммы, соответствующую значениям f > 0.

При фиксированном f каждому значению h > 0 (двойная штриховка на рис. 2e) соот-
ветствует по две фазовых траектории, значению h < 0 (одинарная штриховка на рис. 2e)
— одна фазовая траектории.

Линия σa соответствует критическим траекториям системы, возникающим в системе
при f < fcr. Линия σb соответствует неподвижной точке (35) и ее устойчивым и неустой-
чивым многообразиям. Линия σc соответствует границе листа.

3 Стабилизация движения по окружности
Оказывается, что описанное выше неустойчивое движение по окружности может быть

стабилизировано с помощью управления интенсивностью источника через обратную связь.
При этом уравнения, описывающие движение в этом случае, перестают быть гамильтоно-
выми.

Как и в предыдущем случае положение профиля относительно источника будем за-
давать полярными координатами (24), которым соответствуют импульсы (25). При q̇ 6= 0
рассматриваемая система также допускает интеграл момента (28). Уравнения движения
на фиксированном уровне F = Pα = f интеграла (28) примут вид:

ṡ =
Ps
m
, Ṗs =

f 2

ms3
− ρq2R2

2πs(s2 −R2)
+
ρR2q̇

s
. (36)

В качестве управления удобно выбрать производную q̇, так как данная величина входит
в уравнения (36) линейно. Для доказательства управляемости и синтеза обратной связи
оказывается удобным выполнить следующую замену переменных

s = s, Ps =
P
s
. (37)

С учетом замены (37) уравнения (36) примут вид

ṡ =
P
ms

, Ṗ =
P2 + f 2

ms2
− ρR2q2

2π(s2 −R2)
+ ρR2u, q̇ = u, (38)

где u — управляющее воздействие. Фазовое пространство управляемой системы (38) трех-
мерно, обозначим его Q = {(s, P , q) | s > R}.

В отсутствие управления (u = 0) система (38) допускает однопараметрическое семей-
ство неподвижных точек

s = s0 = R|f |
√

2π

2πf 2 − ρmq2R2
, P = 0, q = q0, (39)

где q0 — параметр удовлетворяющий следующему неравенству

0 < |q0| <
|f |
R

√
2π

mρ
. (40)

9



Анализ управляемости и синтез обратной связи выполним по аналогии с работой [10].
Для этого зафиксируем величину q0 и линеаризуем уравнения (38) в окрестности соответ-
ствующей неподвижной точки семейства (39):

ẇ = Jw + bu, (41)

w =

 δs
δP
δq

 , J =

0 α 0
β 0 γ
0 0 0

 , b =

 0
ρR2

1

 ,

α =
1

ms0

, β = − 2f 2

ms3
0

+
ρR2s0q

2
0

π(s2
0 −R2)2

, γ = − ρR2q0

π(s2
0 −R2)

.

Здесь компоненты вектора w задают отклонение от неподвижной точки (s0, 0, q0).
Якобиан J обладает следующим набором собственных чисел и правых собственных

векторов:

λ1 = 0, λ2 =
√
αβ, λ3 = −

√
αβ, (42)

e1 =

−γ0
β

 , e2 =

 α√
αβ
0

 , e3 =

 α
−
√
αβ

0

 (43)

Отметим, что собственные числа λ2, λ3 являются действительными, а нулевое собственное
число λ1 соответствует сдвигу по параметру q0 семейства неподвижных точек (39).

Поскольку система (41) является линейной системой с постоянными коэффициентами,
ее управляемость может быть исследована на основе критерия Калмана [15]. Согласно
данному критерию система (41) будет вполне управляемой, если выполнено следующее
условие

det ‖b, Jb, J2b‖ = − 2ρ2q2
0f

2R8(2mcf
2 +mρ2R2q2

0)

m3s5
0(s2

0 −R2)2(2πf 2 −mρR2q2
0)2
6= 0. (44)

Из выражения (44) видно, что линеаризованная система является вполне управляемой.
Таким образом, оказывается возможным построить управление, приводящее систему к
нулевому решению.

Будем строить управление через обратную связь в виде линейной комбинации откло-
нений δs, δP , δq:

u = fT ·w, f = (f1, f2, f3)T = const . (45)

Подставим выражение (45) в уравнения (41), получим

ẇ = Jfw, Jf = J + b · fT . (46)

Из уравнений (46) видно, что для стабилизации нулевого решения необходимо выбрать
коэффициенты fi (i = 1, 2, 3) таким образом, чтобы все собственные числа матрицы
Jf имели отрицательную действительную часть. При этом нулевое решение становится
асимптотически устойчивым, тогда в исходной системе движение по окружности стано-
вится предельным циклом.

В общем случае собственные числа матрицы Jf задаются громоздкими выражения-
ми. Тем не менее, их анализ может быть выполнен в некоторых частных случаях. Для
этого оказывается удобным перейти в базис собственных векторов матрицы J с помощью
следующей замены переменных

y = K−1w, (47)
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где K — матрица, столбцами которой являются собственный векторы (43). Тогда уравне-
ния (46) примут вид

ẏ = Ωy, Ω = Λ + b̃ · gT , (48)

Λ = diag (λ1, λ2, λ3), b̃ = K−1b, fT = gTK−1.

Замечание 6. Нетрудно показать, что для b̃ справедливо следующее

b̃1 > 0, b̃2(−q0) = −b̃3(q0),

b̃2(q0)q0 < 0, b̃3(q0)q0 < 0, b̃2 > b̃3.
(49)

Рассмотрим частные случаи, когда один из коэффициентов gi (i = 1, 2, 3) равен нулю.

1. При g1 = 0 матрица Jf обладает следующим набором собственных чисел

µ1 = 0, µ2,3 =
1

2

(
b̃2g2 + b̃3g3 ±

√
(̃b2g2 + b̃3g3)2 + 4λ2(̃b2g2 − b̃3g3 + λ2)

)
(50)

Таким образом, при g1 = 0 одно из собственных чисел матрицы Jf является нулевым,
то есть обратная связь не обеспечивает асимптотическую стабилизацию нулевого
решения уравнений (46).

2. При g2 = 0 матрица Jf обладает следующим набором собственных чисел

µ1 = λ2, µ2,3 =
1

2

(
b̃1g1 + b̃3g3 − λ2 ±

√
(̃b1g1 + b̃3g3)2 + λ2(2b̃1g1 − 2b̃3g3 + λ2)

)
(51)

Очевидно, что при g2 = 0 одно из собственных чисел матрицы Jf является поло-
жительным, таким образом обратная связь также не обеспечивает асимптотическую
стабилизацию нулевого решения уравнений (46).

3. При g3 = 0 матрица Jf обладает следующим набором собственных чисел:

µ1 = λ3, µ2,3 =
1

2

(
b̃1g1 + b̃2g2 + λ2 ±

√(̃
b1g1 + b̃2g2 + λ2)2 − 4b̃1g1λ2

)
. (52)

Из (52) следует что собственное число µ1 всегда является отрицательным. Согласно
выражениям для µ2,3 и неравенствам (49), действительная часть собственных чи-
сел µ2,3 будет отрицательной, если коэффициенты g1, g2 удовлетворяют следующим
неравенствам:

g2 > −
b̃1g1 + λ2

b̃2

при q0 > 0, g2 < −
b̃1g1 + λ2

b̃2

при q0 < 0 (53)

Возвращаясь в исходный базис и к исходным переменным, получим следующую обрат-
ную связь:

u =
g2

2α
(s− s0) +

g2

2
√
αβ

sps +

(
g1

β
+
g2γ

2αβ

)
(q − q0). (54)

Управление (54) было построено на основе линеаризованных уравнений и при заданном q0

гарантирует стабилизацию неподвижной точки (35) лишь при малых отклонениях от нее.

11



Тем не менее, численные эксперименты показывают, что обратная связь (54) позволяет
стабилизировать орбитальное движение профиля и при существенных отклонениях.

Исследуем численно поведение системы с обратной связью (54) в зависимости от на-
чальных условий при следующих значениях параметров:

mc = 1, R = 1, ρ = 1, q0 = 1, f = 1, g1 = 0.8, g2 = 3 (55)

На рис. 3 для различных начальных значений интенсивности источника q(0) на плоскости
начальных условий (x(0), Ps(0)) показаны области притяжения к неподвижной точке (бе-
лый цвет), области притяжения к источнику (серый цвет), области отталкивания (черный
цвет).

Рис. 3: Сечения области притяжения при различных значениях q0 и значениях параметров
(55).

4 Заключение
В работе были получены уравнения, описывающие движение неуравновешенного кру-

гового профиля в поле точечного источника. Показано, что в случае уравновешенного
профиля и неподвижного источника постоянной интенсивности, уравнения могут быть
представлены в гамильтоновой форме. Данные уравнения помимо интеграла энергии, сов-
падающего с гамильтонианом, допускают дополнительный первый интеграл. Таким обра-
зом, рассматриваемая система является интегрируемой. Представлен анализ динамики
данной интегрируемой системы, приведена бифуркационная диаграмма.

Изучено частное решение редуцированной на уровень интеграла системы – неподвиж-
ная точка, которая соответствует движению уравновешенного профиля вокруг источника.
Показано, что данное движение неустойчиво, однако оно может быть стабилизировано с
помощью обратной связи. Приведена процедура построения обратной связи и выполнена
численная оценка областей притяжения к стабилизируемому решению.
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