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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîñòü ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóï-
ïû Ep(2, A) â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp(2, A), ãäå A � êîëüöî ñ èíâîëþöè-
åé, óäîâëåòâîðÿþùåå åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèÿì íà ðàíã, ôîðìóëèðóåìûì
â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è îïèñàíèÿ ïîäãðóïï â Sp(2, A), íîðìàëèçóåìûõ Ep(2, A). Ñàìà çàäà÷à
áûëà ïîñòàâëåíà â ñòàòüå Íèêîëàÿ Âàâèëîâà è Âèêòîðà Ïåòðîâà [1], ïðîáëå-
ìà 2 (ñì. òàêæå îáçîð [2], ïðîáëåìà 19). Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåìûé ðåçóëü-
òàò ñëóæèò îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà Âÿ÷åñëàâà Êîïåéêî [3] è Äæîâàííè Òàä-
äåè [14] î íîðìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Ep(2l, R) â
ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp(2l, R), ãäå l > 3 è R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.
À èìåííî, èõ ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàøåãî ïðè A = M(l, R),
l > 3, ãäå èíâîëþöèÿ íà A çàäà¼òñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì.

Âîïðîñ î íîðìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå òî÷åê ðåäóê-
òèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì áûë îäíèì èç
âàæíåéøèõ äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé K-òåîðèè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ññûëêàìè íà
íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ ðàáîò è îáçîðîâ ïî ýòîé òåìå, â êîòîðûõ ìîæíî íàéòè
áîëåå ïîäðîáíóþ èñòîðèþ è äàëüíåéøèå ññûëêè.

Ïåðâûì îáùèì ðåçóëüòàòîì î íîðìàëüíîñòè áûëà òåîðåìà Àíäðåÿ Ñóñ-
ëèíà, îòíîñèâøàÿñÿ ê ñëó÷àþ ãðóïïû GL(n,R), n > 3, R � êîììóòàòèâíîå
êîëüöî, [13]. Âñêîðå À. Ñóñëèí è Â. Êîïåéêî îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà
ñèìïëåêòè÷åñêèé è îðòîãîíàëüíûé ñëó÷àè [5], ïîñâÿù¼ííûå ïîëíîé ëèíåé-
íîé è îðòîãîíàëüíîé ãðóïïàì. ×óòü áîëåå ñëàáûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí
Äæ. Òàääåè [14]. Â äàëüíåéøåì ýòè ðåçóëüòàòû (òåîðåìû î íîðìàëüíîñòè
ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû) áûëè îáîáùåíû íà îáîáù¼ííûå óíèòàðíûå ãðóï-
ïû [6, 16], òàêæå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [8].
Â ðàáîòå [12] ïðåäëîæåíû íîâûå ýëåìåíòàðíûå äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííûå
íà ìåòîäå ðàçëîæåíèÿ óíèïîòåíòîâ.

Ïðè ïîìîùè ëîêàëèçàöèîííûõ ìåòîäîâ òåîðåìû î íîðìàëüíîñòè (è äà-
æå áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû) áûëè ïîëó÷åíû â êîíòåêñòå ãðóïï Øåâàëëå
[9, 15]. Íàèáîëåå îáùèé èçâåñòíûé ñåãîäíÿ ðåçóëüòàò ñîáñòâåííî î íîðìàëü-
íîñòè ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû � ýòî òåîðåìà Â. Ïåòðîâà è À. Ñòàâðîâîé,
â êîòîðîé óñòàíîâëåíà íîðìàëüíîñòü E(R) äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî èçîòðîï-
íîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû. Âîïðîñ î íîðìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû
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òåñíåéøèì îáðàçîì ñâÿçàí ñ âîïðîñîì öåíòðàëüíîñòè K2, ãäå â ñàìîå ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ áûë ïîëó÷åí çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ.

Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà, äîêàçûâàåìîãî â ýòîé ñòàòüå, ïðèâå-
äåíà â êîíöå �1 (òåîðåìà 1), ïîñëå ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé. Â �2 äîêàçûâàþòñÿ
êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â Sp(2, A) è íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç íèõ, à
�3 ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.

1 Îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå êîëüöà àññîöèàòèâíûå è èìå-
þò åäèíèöó. Ïîä èíâîëþöèåé â êîëüöå R ìû ïîíèìàåì àíòèàâòîìîðôèçì
ïîðÿäêà 2. ×åðåç M(n,R) áóäåì îáîçíà÷àòü êîëüöî ìàòðèö ðàçìåðà n × n
íàä êîëüöîì R, ÷åðåç GL(n,R) � ãðóïïó îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n
íàä êîëüöîì R. Äðóãèìè ñëîâàìè, GL(n,R) = M(n,R)∗, ãäå ÷åðåç R∗ îáî-
çíà÷àåíà ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R.

Äëÿ êîëüöà R ñ èíâîëþöèåé r 7→ r ïîëîæèì H(R) = {r ∈ R | r = r}
è AH(R) = {r ∈ R | r + r = 0} � ìíîæåñòâà ýðìèòîâûõ è àíòèýðìèòîâûõ
ýëåìåíòîâ, äëÿ èäåàëà I C6 R ñ I = I àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì H(I) è AH(I).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ÷åðåç C(R) îáîçíà÷èì åãî öåíòð, ýòî æå îáî-
çíà÷åíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ öåíòðà ãðóïïû. ×åðåç NG(H) è CG(H)
áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìàëèçàòîð è öåíòðàëèçàòîð ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G
ñîîòâåòñòâåííî.

Çàôèêñèðóåì êîëüöî A ñ èíâîëþöèåé a 7→ a. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî
êàê ïîäêîëüöî â R = M(2, A) (âëîæåíèå A ↪→ R çàäà¼òñÿ ñòàíäàðòíûì

îáðàçîì, a 7→
( a 0
0 a

)
). Ðàñïðîñòðàíèì èíâîëþöèþ íà R, ïîëîæèâ(

a b
c d

)
=

(
d −b
−c a

)
ïðè a, b, c, d ∈ A.

Ëåììà 1. Îïåðàöèÿ g 7→ g, g ∈ GL(2, A) = R∗, ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå g 7→ g àääèòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó g = g. Òàê êàê 1 = 1, òî îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî gg′ = g′ g:(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
=

(
cb′ + dd′ −ab′ − bd′
−ca′ − dc′ aa′ + bc′

)
=

=

(
d′ d+ b′ c −d′ b− b′ a
−c′ d− a′ c c′ b+ a′ a

)
=

=

(
d′ −b′
−c′ a′

)
·
(
d −b
−c a

)
=

(
a′ b′

c′ d′

)
·
(
a b
c d

)
.

Òåïåðü îïðåäåëèì ãðóïïó

Sp(R) = Sp(2, A) = {g ∈ GL(2, A) | g−1 = g}.
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Òî, ÷òî Sp(R) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû è èç g h =
h g = 1 ïðè óñëîâèè, ÷òî gh = hg = 1. Ïîëîæèì

GSp(R) = GSp(2, A) = {g ∈ R∗ | gg = gg ∈ C(R)}.

ßñíî, ÷òî ýòî ïîäãðóïïà â R∗, ñîäåðæàùàÿ Sp(R).
Ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Íàéä¼òñÿ ïîëíûé íàáîð {ei}ni=1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûõ èäåìïîòåíòîâ â A ïðè íåêîòîðîì n > 3. Èíûìè ñëîâàìè,∑n

i=1 ei = 1, e2i = ei, eiej = 0 ïðè i 6= j è ei = ei. Ýòîò íàáîð {ei}ni=1

ìû çàôèêñèðóåì âìåñòå ñ êîëüöîì A.

2. Êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ei ïîðîæäàåò A êàê äâóñòîðîííèé èäåàë, òî åñòü
äëÿ êàæäîãî ei íàéäóòñÿ {ak}mk

k=1 è {bk}mk

k=1 èç A, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèþ 1 =

∑mi

k=1 akeibk.

Ïîëîæèì Ei =
( ei 0

0 0

)
ïðè 0 < i 6 n è Ei =

( 0 0
0 e−i

)
ïðè −n 6 i < 0.

ßñíî, ÷òî ýòî òîæå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû ñ ñóììîé 1, ïðè÷¼ì
Ei = E−i. Êðîìå òîãî, âñå ýòè ýëåìåíòû ïîðîæäàþò R êàê äâóñòîðîííèé
èäåàë. Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíûå òðàíñâåêöèè

Ti,j(a) = 1 + EiaEj − E−jaE−i ïðè a ∈ R, i 6= ±j;
Ti(a) = 1 + EiaE−i ïðè a ∈ AH(R).

ßñíî, ÷òî Ti,j(a) = Ti,j(a)−1 = T−j,−i(a) = Ti,j(−a) è Ti(b) = Ti(b)
−1 =

Ti(−b) ïðè óñëîâèè, ÷òî i 6= ±j è a ∈ R, b ∈ AH(R).
Îïðåäåëèì òåïåðü ýëåìåíòàðíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó

Ep(R) = Ep(2, A) = 〈Ti,j(a), Ti(b) | i 6= ±j, a ∈ R, b ∈ AH(R)〉 6 R∗.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïîäãðóïïà â Sp(R).
Äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî äâóñòîðîííåãî èäåàëà IC6R (òî åñòü I = I) òàêæå

îïðåäåëèì Sp(I) = Sp(R)∩ (1 + I), Ep(I) = 〈Ti,j(a), Ti(b) | a ∈ I, b ∈ AH(I)〉.
Ââåä¼ì òàêæå îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ íà êîëüöå R,

( a b
c d

)∗
=
( a c

b d

)
.

Ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé R, êîììóòèðóþùåé ñî ñòàíäàðòíîé èí-
âîëþöèåé r 7→ r, à òàêæå ñîõðàíÿåò GSp(R), Sp(R) è Ep(R).

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèìåðà òàêîãî êîëüöà A áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êîëüöî A = M(n,B) äëÿ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà B, ãäå èíâîëþöèÿ íà A ÿâ-
ëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì è ei ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìàòðè÷íûìè åäè-
íèöàìè ñ íîìåðàìè (i, i) (òî åñòü ei � ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ íóëè âî âñåõ
ïîçèöèÿõ, êðîìå (i, i), â êîòîðîé îíà ñîäåðæèò 1).

Çàôèêñèðóåì èíäåêñ 1 6 m 6 n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî R óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ A âûïîëíåíî Auem = Aem, òî íàéä¼òñÿ
a ∈ Aem òàêîå, ÷òî ema = 0 è A(1 − em + a)uem = Aem (àíàëîã
íåðàâåíñòâà íà ñòàáèëüíûé ðàíã B â ñëó÷àå A = M(n,B)).
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2. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ u1, u2 ∈ A âûïîëíåíî Au1em + Au2em = Aem, òî
íàéä¼òñÿ a = a ∈ A òàêîå, ÷òî A(u1 + au2)em = Aem (àíàëîã íåðà-
âåíñòâà íà Λ-ñòàáèëüíûé ðàíã äëÿ ìàòðè÷íîãî êîëüöà íàä êîëüöîì ñ
ôîðìåííûì ïàðàìåòðîì, ñì. òàêæå [16]).

Ýòè óñëîâèÿ áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì è âòîðûì óñëîâèÿìè ñòàáèëüíîñòè
ñîîòâåòñòâåííî.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà:

Òåîðåìà 1. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî
èäåàëà M â H(C(R)) ñóùåñòâóåò òàêîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîäìíîæå-
ñòâî S ⊆ H(C(R))\M , ÷òî S−1R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè.
Òîãäà Ep(R) íîðìàëüíà â GSp(R).

2 Ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà

Ëåììà 2. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå cîîòíîøåíèÿ:

1. Ti,j(a)Ti,j(b) = Ti,j(a + b), Ti(c)Ti(d) = Ti(c + d) ïðè i 6= ±j, a, b ∈ R,
c, d ∈ AH(R);

2. [Ti,j(a), Tk,l(b)] = 1, åñëè i 6= ±j, k 6= ±l, a, b ∈ R è, êðîìå òîãî,
k 6= j,−i âìåñòå ñ l 6= i,−j;

3. [Ti,j(a), Tk(b)] = 1, åñëè i 6= ±j, a ∈ R, b ∈ AH(R) è k 6= j,−i;

4. [Ti(a), Tj(b)] = 1, åñëè a, b ∈ AH(R) è j 6= −i;

5. [Ti,j(a), Tj,k(b)] = Ti,k(aEjb), åñëè i 6= ±j, j 6= ±k, k 6= ±i è a, b ∈ R;

6. [Ti,j(a), Tj,−i(b)] = Ti(aEjb− bE−ja), åñëè i 6= ±j è a, b ∈ R;

7. [Ti,j(a), Tj(b)] = Ti,−j(aEjb)Ti(aEjbE−ja), åñëè i 6= ±j, a ∈ R è b ∈
AH(R).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. ßñíî.

2. [Ti,j(a), Tk,l(b)] = Ti,j(a)Tk,l(b)Ti,j(−a)Tk,l(−b) = (1 + EiaEj −
−E−jaE−i)(1 +EkbEl −E−lbE−k)(1−EiaEj +E−jaE−i)(1−EkbEl +
+E−lbE−k) = (1 +EiaEj −E−jaE−i +EkbEl −E−lbE−k)(1−EiaEj +
+ E−jaE−i − EkbEl + E−lbE−k) = 1.

3. [Ti,j(a), Tk(b)] = (1 + EiaEj − E−jaE−i)(1 + EkbE−k)(1− EiaEj +
+ E−jaE−i)(1− EkbE−k) = (1 + EiaEj − E−jaE−i + EkbE−k) ·
· (1− EiaEj + E−jaE−i − EkbE−k) = 1.

4. [Ti(a), Tj(b)] = (1 + EiaE−i)(1 + EjbE−j)(1− EiaE−i)(1− EjbE−j) =
= (1 + EiaE−i + EjbE−j)(1− EiaE−i − EjbE−j) = 1.
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5. [Ti,j(a), Tj,k(b)] = (1 + EiaEj − E−jaE−i + EjbEk − E−kbE−j +
+EiaEjbEk)(1−EiaEj +E−jaE−i−EjbEk +E−kbE−j +EiaEjbEk) =
= 1 + EiaEjbEk − E−kbE−jaE−i = Ti,k(aEjb).

6. [Ti,j(a), Tj,−i(b)] = (1 + EiaEj − E−jaE−i + EjbE−i − EibE−j +
+EiaEjbE−i)(1−EiaEj +E−jaE−i−EjbE−i +EibE−j +EiaEjbE−i) =
= 1 + EiaEjbE−i − EibE−jaE−i = Ti(aEjb− bE−ja).

7. [Ti,j(a), Tj(b)] = (1 + EiaEj − E−jaE−i + EjbE−j + EiaEjbE−j) ·
· (1− EiaEj + E−jaE−i − EjbE−j + EiaEjbE−j) = 1 + EiaEjbE−j +
+ EjbE−jaE−i + EiaEjbE−jaE−i = Ti,−j(aEjb)Ti(aEjbE−ja).

Òàê êàê Ei ïîðîæäàþò R êàê èäåàë, òî íàéäóòñÿ {αi,r ∈ R}ni
r=1 è {βi,r ∈

R}ni
r=1 òàêèå, ÷òî 1 =

∑ni

r=1 αi,rEiβi,r. Çàôèêñèðóåì ýòè ýëåìåíòû äëÿ âñåõ
i è, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n−i = ni, α−i,r = βi,r è β−i,r =

αi,r.

Ëåììà 3. Åñëè I = I C6 R, òî âûïîëíåíî Ep(I) 6 [Ep(I),Ep(R)]. Â ÷àñò-
íîñòè, Ep(R) ñîâåðøåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ±i, ±j è ±k ðàçëè÷íû, òî

Ti,k(a) =

nj∏
r=1

Ti,k(aαj,rEjβj,r) =

nj∏
r=1

[Ti,j(aαj,r), Tj,k(βj,r)] ∈ [Ep(I),Ep(R)]

äëÿ ëþáîãî a ∈ I. Êðîìå òîãî, ïðè a ∈ AH(I) è ðàçëè÷íûõ ±i, ±j âåðíî

Ti(a) =

nj∏
r=1

(
Ti(αj,rEjβj,raα−j,rE−jβ−j,r) ·

·
nj∏

s=r+1

Ti(αj,rEjβj,raα−j,sE−jβ−j,s + αj,sEjβj,saα−j,rE−jβ−j,r)
)

=

=

nj∏
r=1

(
[Ti,j(αj,r), Tj(βj,raα−j,r)]Ti,−j(−αj,rEjβj,raα−j,r) ·

·
nj∏

s=r+1

[Ti,j(αj,r), Tj,−i(βj,raα−j,sE−jβ−j,s)]
)
∈ [Ep(R),Ep(I)].

Ëåììà 4. NR∗(Ep(R)) 6 GSp(R) 6 NR∗(Sp(R)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâîå âêëþ÷åíèå ÿñíî, òàê êàê ïðè g ∈ GSp(R) è h ∈
Sp(R) âåðíî gh gh = ghg−1g−1 h g = ghhg−1g−1 g = 1 è àíàëîãè÷íî äëÿ
gh gh. Åñëè g ∈ NR∗(Ep(R)), òî äëÿ ëþáîãî h ∈ Ep(R) èìååì ghgh = 1, òî
åñòü ghg−1g−1 h g = 1, îòêóäà [gg, h] = 1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
CR∗(Ep(R)) = C(R)∗ (åñëè gg ∈ C(R)∗, òî gg = gggg−1 = gg−1gg = gg, ýòèì
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è â äàëüíåéøåì).
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Ïóñòü g ∈ CR∗(Ep(R)) è äîêàæåì, ÷òî g êîììóòèðóåò ñî âñåìè a ∈ R.
Òîãäà gTi,j(a) = Ti,j(a)g ïðè a ∈ R, i 6= ±j. Äðóãèìè ñëîâàìè, g(EiaEj −
E−jaE−i) = (EiaEj − E−jaE−i)g è EkgEiaEj = 0 ïðè k 6= i,−j. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî EkgEi = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, g =

∑
iEigEi.

Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà EigEiaEj = EiaEjgEj ñëåäóåò, ÷òî g êîììó-
òèðóåò ñ EiaEj ïðè i 6= ±j. Îòñþäà, â ñèëó EiaE±i =

∑nj

r=1Eiaαj,rEj ·
Ejβj,rE±i, g êîììóòèðóåò è ñ EiaE±i. Íàêîíåö, g êîììóòèðóåò ñ a, òàê êàê
a =

∑
i,j EiaEj .

Êàê ñëåäñòâèå èç äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷àåì NR∗(Sp(R)) = GSp(R).
Çàìåòèì, ÷òî Ai = (1 − ei)A(1 − ei) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì (ðîëü åäèíèöû

èãðàåò 1− ei) è èíâîëþöèåé (ïîëó÷åííîé ñóæåíèåì èíâîëþöèè êîëüöà A).
Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîëüöî Ri = (1 − Ei − E−i)R(1 − Ei − E−i) ñ
èíâîëþöèåé è âëîæåíèå ι : Sp(Ri)→ Sp(R) ïî ôîðìóëå g 7→ g + Ei + E−i.

Ëåììà 5. Ýòî êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé ãîìîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî îáðàç Sp(Ri) äåéñòâèòåëüíî ñî-
äåðæèòñÿ â Sp(R). Äëÿ g ∈ Sp(Ri) èìååì ι(g)ι(g) = (g + Ei + E−i)(g + Ei +
E−i) = gg + Ei + E−i = 1.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè g, h ∈ Sp(Ri), òî ι(g)ι(h) = (g + Ei + E−i)(h+ Ei + E−i) =
gh+ Ei + E−i = ι(gh).

Òàê êàê ι èíúåêòèâíî, òî Sp(Ri) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ å¼ îáðàçîì â
Sp(R).

Ëåììà 6. GSp(R) = Sp(R) D(R), ãäå D(R) = {
( a 0
0 b

)
| a = a, b = b ∈ C(A)∗}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g =
( a b
c d

)
∈ GSp(R), gg =

( s 0
0 s

)
, h =

( 1 0
0 s

)
. ßñíî,

÷òî h ∈ D(R) è gh−1 ∈ Sp(R), òàê êàê gh−1gh−1 = g
( s−1 0

0 s−1

)
g = 1. Ïîýòîìó

GSp(R) ⊆ Sp(R) D(R), îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî.

Ëåììà 7. Äëÿ âñåõ a ∈ H(A) ìàòðèöà
( 1 a
0 1

)
ëåæèò â Ep(R). Äëÿ âñåõ

a ∈ (1− ei)Aei (èëè eiA(1− ei)) ìàòðèöà
( 1+a 0

0 1−a

)
ëåæèò â Ep(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ H(A), òî( 1 a
0 1

)
=
∏
i>0

(
Ti(
( 0 a
0 0

)
)
∏
j>i

Ti,−j(
( 0 a
0 0

)
)
)
∈ Ep(R),

òàê êàê âñå ñîìíîæèòåëè êîììóòèðóþò.
Àíàëîãè÷íî, åñëè a ∈ (1−ei)Aei (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, a ∈ Aei è eia = 0),

òî ( 1+a 0

0 1−a

)
=

∏
j>0,j 6=i

Tj,i(
( a 0
0 0

)
) ∈ Ep(R).
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Ëåììà 8. Ïóñòü a ∈ I, ãäå I = I C6 R, aEi = aE−i = aa = 0. Òîãäà
1 + Eia− aE−i ∈ Ep(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, i > 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè äàííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ 1 + Eia − aE−i ∈ Sp(I). Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå (â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ j)

g =
∏
j 6=±i

Ti,j(a) = 1 + Eia− aE−i −
∑

j>0,j 6=±i

EiaEjaE−i.

Òàê êàê g(1+Eia−aE−i)−1 = g(1−Eia+aE−i) = 1−
∑

j>0,j 6=±iEiaEjaE−i,

òî ïî ëåììå 7 ïîëó÷àåì g(1 + Eia− aE−i) ∈ Ep(R).

Ëåììà 9. Ãðóïïà D(R) íîðìàëèçóåò Ep(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ D(R), òîãäà g =
∑

iEigEi è gg = gg = s ∈
H(C(R)). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ a ∈ I âûïîëíåíî

gTi,j(a) = 1 + gEiaEjg
−1 − gE−jaE−ig−1 =

= 1 + Eigag
−1Ej − E−jsg−1 a gs−1E−i = Ti,j(

ga)

è àíàëîãè÷íî, äëÿ b ∈ AH(I), gTi(b) = Ti(
gb).

3 Íîðìàëüíîñòü ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû

Ëåììà 10. Ïóñòü R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè è äëÿ íåêî-

òîðîãî ñòîëáöà v =
( v1em
v2em

)
ïðè v1, v2 ∈ A âåðíî Av1em + Av2em = Aem.

Òîãäà íàéä¼òñÿ g ∈ Ep(R) òàêîå, ÷òî gv ∈
( em
Aem

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿòü v íà ñòîëáöû âèäà gv
ïðè g ∈ Ep(R). Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ëåììû 7 ñëå-
äóåò, ÷òî v ìîæíî çàìåíèòü íà ñòîëáåö òàêîãî æå âèäà, íî ñ Av1em = Aem,
óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòàðíóþ ìàòðèöó. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ïåðâîãî óñëîâèÿ
ñòàáèëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàéä¼òñÿ a ∈ Aem, óäîâëåòâîðÿþùåå ema = 0

è A(1 − em + a)v1em = Aem. Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ v íà
( 1+a 0

0 1−a

)
v, ïîëó÷èì

ñòîëáåö ñ A(1 − em)v1em = Aem (ïðè ýòîì
( 1+a 0

0 1−a

)
∈ Ep(R) ïî ëåììå 7,

ýòà æå ëåììà èñïîëüçóåòñÿ è äàëüøå).
Èíûìè ñëîâàìè, íàéä¼òñÿ b ∈ A, äëÿ êîòîðîãî bem = 0 è em = bv1em.

Òîãäà, çàìåíÿÿ v íà
( 1+(em−emv1em)b 0

0 1−b(em−emv1em)

)
v, ïîëó÷èì ñòîëáåö ñ

emv1em = em. Óìíîæèâ åãî íà
( 1+(em−v1em) 0

0 1−(em−emv1)

)
ñëåâà, ïîëó÷èì

òðåáóåìîå.

Ëåììà 11. Åñëè R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè, òî ãðóïïà
Ep(R) íîðìàëüíà â GSp(R). Áîëåå òîãî, Sp(R) = Sp(Rm) Ep(R).

7



Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïåðâîå, òàê

êàê D(R) íîðìàëèçóåò Ep(R) ïî ëåììå 9. Ïóñòü g =
( a b
c d

)
∈ Sp(R). Â

ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aem = em. Çàìåíÿÿ g íà∏
0<i6=m T−i,m(

( 0 0
−c 0

)
)g, ïîëó÷èì cem = emcem. Òàê êàê g ∈ Sp(R), òî ca =

ac, îòêóäà emcem = emcem. Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ g íà T−m(
( 0 0
−emcem 0

)
)g, îêîí-

÷àòåëüíî ïîëó÷àåì cem = 0.
Äîáü¼ìñÿ òåïåðü âûïîëíåíèÿ ema = em è emb = 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó-

÷èòü ema = 0, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü g íà g
∏

0<i 6=m Tm,i(
(−a 0

0 0

)
). Ïîñëå ýòîãî

çàìåíèì g íà g
∏

0<i 6=m Tm,−i(
( 0 −b
0 0

)
), ýòî äàñò ðàâåíñòâî emb = embem. Òàê

êàê g ∈ Sp(R), òî ab = ba, îòêóäà embem = embem. Ïîýòîìó ïîñëå çàìå-

íû g íà gTm(
( 0 −embem
0 0

)
) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç

ðàâåíñòâ gg = gg = 1 òåïåðü âûòåêàåò, ÷òî g ∈ Sp(Rm).

Ëåììà 12. Äëÿ âñåõ i è âñåõ c ∈ H(C(R)) âûïîëíåíî [Sp(Ri),Ep(Rc4)] 6
Ep(Rc). Â ÷àñòíîñòè, Sp(Ri) Ep(R) = Ep(R) Sp(Ri) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì g = a + Ei + E−i ∈ Sp(Ri). ßñíî, ÷òî ïðè
x ∈ AH(Rc)

gTi(x) = (a+ Ei + E−i)(1 + EixE−i)(a+ Ei + E−i) =

= aa+ Ei + E−i + EixE−i = 1 + EixE−i = Ti(x) ∈ Ep(Rc).

Êðîìå òîãî, ïðè j 6= ±i è x ∈ Rc

gTi,j(x) = (a+ Ei + E−i)(1 + EixEj − E−jxE−i)(a+ Ei + E−i) =

= 1 + EixEja− aE−jxE−i.

Òàê êàê xEjaEi = xEjaE−i = 0, òî ïî ëåììå 8 èìååì gTi,j(x) ∈ Ep(Rc).
Ïóñòü òåïåðü i 6= ±j, j 6= ±k, k 6= ±i. Äëÿ x ∈ R çàìåòèì, ÷òî

gTj,k(xc4) =

ni∏
r=1

[gT j,i(xc
2αi,r), gT i,k(x2βj,r)] ∈ Ep(Rc),

à äëÿ x ∈ AH(R) � ÷òî

gTj(xc
4) =

ni∏
r=1

(
[gT j,i(ai,rc),

gT i(βi,rc
2xα−i,r)]gT j,−i(−αi,rEiβi,rxc

3α−i,r) ·

·
ni∏

s=r+1

[gT j,i(αi,rc),
gT i,−j(βi,rxc

3α−i,sE−iβ−i,s)]
)
∈ Ep(Rc),

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ëåììà 13. Ïóñòü c ∈ H(C(R)), g � ýëåìåíòàðíàÿ òðàíñâåêöèÿ. Òîãäà
âåðíî g Ep(Rc4) 6 Ep(Rc).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî gT i,j(Rc
4), gT i(AH(R)c4) 6 Ep(Rc). Â ñëó-

÷àå gTi,j(Rc
4) íåòðèâèàëüíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî g = Tj,i(x), òîãäà

ïðè k 6= ±i,±j

gTi,j(ac
4) =

nk∏
r=1

[gTi,k(aαk,rc
2), gTk,j(βk,rc

2)] =

=

nk∏
r=1

[
Tj,k(xaαk,rc

2)Ti,k(aαk,rc
2), Tk,j(βk,rc

2x)−1Tk,j(βk,rc
2)
]
,

÷òî ïðèíàäëåæèò Ep(Rc).
Àíàëîãè÷íî, äëÿ gTi(AH(R)c4) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü g = T−i(x), òîãäà

ïðè j 6= ±i

gTi(ac
4) =

nj∏
r=1

(
[gTi,j(cαj,r), gT j(c

2βj,raα−j,r)]gTi,−j(−c3αj,rEjβj,raα−j,r) ·

·
nj∏

s=r+1

[gTi,j(cαj,r), gT j,−i(c
3βj,raα−j,sE−jβ−j,s)]

)
∈ Ep(Rc).

Ëåììà 14. Ïóñòü S ⊆ H(C(R)) � ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî,
g ∈ Sp(R), 1 6 m 6 n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ψ(g) ∈ Ep(S−1R) Sp(S−1Rm),
ãäå Ψ: R→ S−1R. Òîãäà íàéä¼òñÿ s ∈ S òàêîå, ÷òî g Ep(Rs) 6 Ep(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ i 6= ±j ñóùåñòâóåò s ∈ S òàêîå,
÷òî gTi,j(Rs) 6 Ep(R) (àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ i
ñóùåñòâóåò s ∈ S, äëÿ êîòîðîãî gTi(AH(R)s) 6 Ep(R)). Òîãäà â êà÷åñòâå èñ-
êîìîãî s ìîæíî âçÿòü ïðîèçâåäåíèå ýòèõ s ïî âñåì i, j. Ïóñòü R′ = R[x, y],
ãäå x êîììóòèðóåò ñ C(R) (â ñëó÷àå Ti � åù¼ è x = −x), y = y êîììóòèðóåò
ñ R è x. Ïî óñëîâèþ Ψ(g) = g1g2, ãäå g1 ∈ Ep(S−1R) è g2 ∈ Sp(S−1Rm),
íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî g1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì N ýëåìåíòàðíûõ òðàíñ-

âåêöèé èç Ep(S−1R). Ïóñòü h(y) = gTi,j(xy
4N+1

).
Ïî ëåììàì 12 è 13 Ψ(h(y)) ∈ Ep(S−1R′y). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ψ(h(y))

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé âèäà
Tk,l(ay), ãäå a ∈ S−1R′ (à òàêæå Tk(ay) ïðè a ∈ AH(S−1R′)). Ïóñòü s1 ∈
S � îáùèé çíàìåíàòåëü âñåõ òàêèõ a, òîãäà Ψ(h(s1y)) ∈ Ψ(Ep(yR′)). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî Ψ(h(s1y)) = Ψ(h′(y)), ãäå h′(y) ∈ Ep(yR′). Íî òîãäà íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî íàéä¼òñÿ s2 ∈ S, äëÿ êîòîðîãî h(s1s2y) = h′(s2y). Îêîí÷àòåëüíî,
gTi,j(x(s1s2)4

N+1

) = h(s1s2) = h′(s2) ∈ Ep(R′). ßñíî, ÷òî s = (s1s2)4
N+1

ïîäõîäèò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà M C H(C(R)) ñóùå-
ñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ H(C(R)) \M òàêîå, ÷òî
S−1R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñòàáèëüíîñòè. Òîãäà Ep(R) íîðìàëüíà â
GSp(R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê D(R) íîðìàëèçóåò Ep(R) ïî ëåììå 9, òî äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Ep(R)C6Sp(R). Çàôèêñèðóåì g ∈ Sp(R) è ïóñòü I = {c ∈
H(C(R)) | g Ep(cR) ⊆ Ep(R)}. ßñíî, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â C. Êðîìå òî-
ãî, I íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ íè â îäíîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå C (òàê êàê îí
ñîäåðæèò ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà S èç óñëîâèÿ â ñèëó ëåìì 11 è 14). Ïîýòîìó g Ep(R) ⊆ Ep(R).

Êàê ñëåäñòâèå (èç òåîðåìû è ëåììû 4) NR∗(Ep(R)) = NR∗(Sp(R)) =
GSp(R).
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