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Аннотация
Данная работа посвящена изучению алгебраических солитонов Риччи на

конформно плоских метрических группах Ли. Ранее конформно плоские алгеб-
раические солитоны Риччи на группах Ли изучались в случае малой размер-
ности, а также при дополнительном условии диагонализируемости оператора
Риччи. Настоящая работа продолжает данные исследования без дополнительно-
го требования диагонализируемости солитона Риччи. Получена теорема о том,
что любой нетривиальный конформно плоский алгебраический солитон Риччи
на группе Ли обязан быть устойчивым и иметь оператор Риччи с типом Сегре
{(1 . . . 1 2)} и единственным собственным значением равным нулю.
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алгебраические солитоны Риччи, конформно плоские метрики.

Исследованию многообразий постоянной кривизны Риччи, или эйнштейновых
многообразий, посвящены работы многих математиков (см., например, обзоры [1,2]).
В последнее время изучаются различные обобщения многообразий Эйштейна, одни-
ми из которых являются солитоны Риччи, впервые рассмотреные Р. Гамильтоном в
работе [3].

В общем случае задача изучения, исследования и классификации солитонов Рич-
чи на многообразиях является довольно сложной. Поэтому предполагаются огра-
ничения либо на строение многообразия, либо на класс рассматриваемых метрик,
либо на размерность многообразия, либо на класс векторных полей, участвующих в
записи уравнения солитона Риччи.

Одним из естественных ограничений является предположение, что рассматрива-
емое многообразие является однородным пространством и, в частности, группой Ли.
В этом направлении известен ряд результатов. Так, например, на группах Ли с ле-
воинвариантной римановой метрикой, размерности не более четырех, не существует
нетривиальных однородных инвариантных солитонов Риччи (см. [4, 5]). Аналогич-
ный факт известен для унимодулярных групп Ли с левоинвариантной римановой
метрикой любой конечной размерности. Вопрос о существовании нетривиальных од-
нородных инвариантных солитонов Риччи на группах Ли размерности более четырех
с левоинвариантной римановой метрикой до сих пор остается открытым.

Другим важным примером являются алгебраические солитоны Риччи на груп-
пах Ли, которые впервые были рассмотрены Х. Лауре. Им же было доказано, что
каждый алгебраический солитон Риччи на группе Ли с левоинвариантной римановой
метрикой является однородным солитоном Риччи (см. [6]). Позднее этот результат
был обобщен К. Онда на случай групп Ли с левоинвариантной псевдоримановой
метрикой (см. [7]).

Ранее конформно плоские солитоны Риччи на метрических группах Ли изучались
в работе [8], где была получена классификация конформно плоских однородных ин-
вариантных солитонов Риччи на четырехмерных группах Ли, а также авторами в
работе [9] при дополнительном условии диагонализируемости оператора Риччи.



2 КлепиковП.Н.

К основным результатам данной работы относятся следующие теоремы и след-
ствие.

Теорема 1. Пусть 𝐺 — группа Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой мет-
рикой алгебраического солитона Риччи и 𝑆𝑊 = 0. Если оператор Риччи диагонали-
зируем, то алгебраический солитон Риччи тривиален.

Следствие 1. Пусть 𝐺 — группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой
алгебраического солитона Риччи и 𝑆𝑊 = 0. Тогда 𝐺 — тривиальный алгебраический
солитон Риччи.

Теорема 3. Пусть 𝐺 — группа Ли с левоинвариантной конформно плоской
(псевдо)римановой метрикой нетривиального алгебраического солитона Риччи. Если
Λ = 0, то оператор Риччи может иметь только тип Сегре {(1 . . . 1 2)} с единственным
собственным значением равным нулю.

Теорема 4. Пусть 𝐺 — группа Ли (размерности 𝑛 > 4) с левоинвариантной
(псевдо)римановой конформно плоской метрикой 𝑔 нетривиального алгебраического
солитона Риччи и метрической алгеброй Ли g. Тогда Λ = 0 и в алгебре Ли существует
базис {𝑒1, . . . 𝑒𝑛}, в котором оператор дифференцирования 𝐷 и ненулевые скалярные
произведения задаются следующими равенствами:

𝐷𝑒𝑖 = 0, если 𝑖 ̸= 𝑛, 𝐷𝑒𝑛 = 𝑒𝑛−1;

⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 𝜀𝑖, если 𝑖 6 𝑛− 2, ⟨𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛⟩ = 𝜀0,

где 𝜀𝑖 = ±1, 𝑖 = 0, 𝑛− 2. Ненулевые комутационные соотношения задаются следую-
щими выражениями:

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗] ⊆ span {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1}, 𝑖, 𝑗 6 𝑛− 2, [𝑒𝑖, 𝑒𝑛−1] = 0, 𝑖 6 𝑛− 2,

[𝑒𝑖, 𝑒𝑛] ⊆ span {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1}, 𝑖 6 𝑛− 2, [𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛] ⊆ span {𝑒𝑛−1}.

Кроме того, данная метрическая алгебра Ли является локально симметричной
(∇𝑅 = 0) тогда и только тогда, когда [𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛] = 0.

1. Основные определения и факты
Пусть (𝑀, 𝑔) — (псевдо)риманово многообразие размерности 𝑛 > 4. 𝑋, 𝑌 , 𝑍,

𝑉 — векторные поля на 𝑀 . Обозначим через ∇ связность Леви-Чивиты и через
𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 = [∇𝑌 ,∇𝑋 ]𝑍 + ∇[𝑋,𝑌 ]𝑍 — тензор кривизны Римана. Тензор Риччи 𝑟 и опе-
ратор Риччи 𝜌 определим соответственно как

𝑟(𝑋, 𝑌 ) = tr(𝑉 → 𝑅(𝑋, 𝑉 )𝑌 ), 𝑔 (𝜌(𝑋), 𝑌 ) = 𝑟(𝑋, 𝑌 ). (1)

Определение 1. (Псевдо)риманово многообразие (𝑀, 𝑔) называется солитоном
Риччи, если метрика 𝑔 удовлетворяет уравнению:

𝑟 = Λ · 𝑔 + 𝐿𝑋𝑔,

где 𝑟 — тензор Риччи, Λ ∈ R — константа, 𝐿𝑋𝑔 — производная Ли метрики 𝑔 по
направлению полного дифференцируемого векторного поля 𝑋.
Если 𝑀 = 𝐺/𝐻 — однородное пространство с однородной римановой метрикой 𝑔,
тогда (𝐺/𝐻, 𝑔) — однородный солитон Риччи.

Солитоны Риччи естественным образом связаны с решениями уравнения потока
Риччи [3]. Метрика 𝑔0 — метрика солитона Риччи тогда и только тогда, когда 𝑔(𝑡) =
𝜎(𝑡)𝜓*

𝑡 (𝑔0) — решение уравнения потока Риччи:

𝜕𝑔

𝜕𝑡
= −2𝑟(𝑔), 𝑔(0) = 𝑔0,
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где 𝑟(𝑔) — тензор Риччи метрики 𝑔, 𝜎(𝑡) — гладкая функция, 𝜓𝑡 — однопараметри-
ческое семейство диффеоморфизмов на многообразии, причем 𝜎(0) = 1 и 𝜓0 = 𝑖𝑑𝑀𝑛 .

Солитоны Риччи исследованы в работах многих математиков (см., например, об-
зор [10]). Классификация однородных солитонов Риччи известна только в малых
размерностях и не является исчерпывающей (см. [11]).

Определение 2. Солитон Риччи называется растягивающимся, если Λ < 0; устой-
чивым, если Λ = 0; стягивающимся, если Λ > 0. Также назовем солитон Риччи три-
виальным, если он изометричен многообразию Эйнштейна или пряму произведению
эйнштейнового многообразия и (псевдо)евклидова пространства.

Если однородный риманов солитон устойчив, то тензор Риччи тривиален (см.
подробнее в [12]) и по теореме Алексеевского-Кимельфельда многообразие являет-
ся плоским (см. [13]). В случае стягивающегося однородного риманова солитона из
работ [3, 14] вытекает, что он изометричен произведению компактного однородно-
го эйнштейнова многообразия и евклидова пространства. Если однородный риманов
солитон растягивающийся, то 𝑀 некомпактно (см. [15]). Известные нетривиальные
растягивающиеся однородные римановы солитоны Риччи изометричны солвсолито-
нам.

Определение 3. Группа Ли 𝐺 с левоинвариантной римановой метрикой 𝑔 называ-
ется алгебраическим солитоном Риччи, если выполняется уравнение:

𝜌 = Λ · Id +𝐷, (2)

где 𝜌 — оператор Риччи, Λ ∈ R — константа, Id — тождественный оператор, 𝐷 —
оператор дифференцирования алгебры g.

Определение 4. Две метрические алгебры Ли g и ḡ называются изометричными,
если существует изоморфизм 𝜙 : g → ḡ (псевдо)евклидовых пространств, который
(будучи продолжен до изоморфизма тензорных алгебр) переводит тензор кривизны
Римана и его ковариантные производные в алгебре g в соответствующие тензоры
алгебры ḡ.

Замечание. Из результатов работ [16, 17] следует, что две метрические алгеб-
ры Ли изометричны тогда и только тогда, когда соответствуюшие им связные,
односвязные группы Ли изометричны как (псевдо)римановы многообразия.

Определим тензор Вейля 𝑊 типа (1, 3) и тензор Схотена-Вейля 𝑆𝑊 типа (0, 3)
равенствами

𝑊 (𝑋, 𝑌 )𝑍 = 𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 + (𝐴𝑋 ∧ 𝑌 )𝑍 + (𝑋 ∧ 𝐴𝑌 )𝑍,

𝑆𝑊 (𝑋, 𝑌, 𝑍) = ∇𝑍𝒜(𝑋, 𝑌 ) −∇𝑌𝒜(𝑋,𝑍),

где 𝒜 = 1
𝑛−2

(︁
𝑟 − 𝑠𝑔

2(𝑛−1)

)︁
— тензор одномерной кривизны, 𝑠 — скалярная кривизна,

оператор одномерной кривизны 𝐴 определяется равенством 𝑔 (𝐴(𝑋), 𝑌 ) = 𝒜(𝑋, 𝑌 ) и
(𝑋 ∧ 𝑌 )𝑍 = ⟨𝑌, 𝑍⟩𝑋 − ⟨𝑋,𝑍⟩𝑌 .

Определение 5. Метрическая группа Ли размерности 𝑛 > 4 называется конформно
плоской, если ее тензор Вейля тривиален.

Замечание. Отметим, что условие 𝑊 = 0 влечет за собой выполнение 𝑆𝑊 = 0.
А значит, для конформно плоской группы Ли имеем

𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 = −(𝐴𝑋 ∧ 𝑌 )𝑍 − (𝑋 ∧ 𝐴𝑌 )𝑍, (3)
∇𝑍𝒜(𝑋, 𝑌 ) = ∇𝑌𝒜(𝑋,𝑍).



4 КлепиковП.Н.

2. Алгебраические солитоны Риччи на группах Ли
с тривиальным тензором Схоутена-Вейля

В данном разделе мы докажем некоторые результаты о алгебраических солито-
нах Риччи на группах Ли с нулевым тензором Схоутена-Вейля, а в последующих
разделах вернемся к более сильному условию тривиальности тензора Вейля.

Лемма 1. Пусть (𝐺, 𝑔) — алгебраический солитон Риччи и тензор Схоутена-Вейля
тривиален, тогда верно тождество

∇𝐷𝑋𝑌 = 0, ∀𝑋, 𝑌 ∈ g. (4)

Доказательство. По определению тензора Схоутена-Вейля, с учетом постоянства
скалярной кривизны, имеем:

𝑆𝑊 (𝑋, 𝑌, 𝑍) =
1

𝑛− 2
(∇𝑍𝑟(𝑋, 𝑌 ) −∇𝑌 𝑟(𝑋,𝑍)) .

Тензор Риччи, в силу равенств (1) и (2) , выражается через скалярное произведение
в алгебре Ли g и дифференцирование 𝐷, значит

𝑆𝑊 (𝑋, 𝑌, 𝑍) = − 1

𝑛− 2

(︀
⟨Λ∇𝑍𝑋 +𝐷∇𝑍𝑋, 𝑌 ⟩ + ⟨Λ𝑋 +𝐷𝑋,∇𝑍𝑌 ⟩−

−⟨Λ∇𝑌𝑋 +𝐷∇𝑌𝑋,𝑍⟩ − ⟨Λ𝑋 +𝐷𝑋,∇𝑌𝑍⟩
)︀

=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝐷∇𝑍𝑋, 𝑌 ⟩ − ⟨𝐷∇𝑌𝑋,𝑍⟩ + ⟨𝐷𝑋, [𝑍, 𝑌 ]⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝑋,∇𝑌𝐷𝑍 −∇𝑍𝐷𝑌 ⟩ + ⟨𝑋, [𝐷𝑍, 𝑌 ] + [𝑍,𝐷𝑌 ]⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝑋,∇𝑌𝐷𝑍 −∇𝑍𝐷𝑌 + ∇𝐷𝑍𝑌 −∇𝑌𝐷𝑍 + ∇𝑍𝐷𝑌 −∇𝐷𝑌𝑍⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝑋,∇𝐷𝑍𝑌 ⟩ − ⟨𝑋,∇𝐷𝑌𝑍⟩

)︀
.

Используя данное равенство и тождество Кошуля [1], получим

𝑆𝑊 (𝑋, 𝑌, 𝑍) = − 1

2(𝑛− 2)

(︀
⟨[𝐷𝑍, 𝑌 ], 𝑋⟩ − ⟨[𝑌,𝑋], 𝐷𝑍⟩ − ⟨[𝐷𝑍,𝑋], 𝑌 ⟩−

−⟨[𝐷𝑌,𝑍], 𝑋⟩ + ⟨[𝑍,𝑋], 𝐷𝑌 ⟩ + ⟨[𝐷𝑌,𝑋], 𝑍⟩
)︀

=

= − 1

2(𝑛− 2)

(︀
⟨𝑋, [𝐷𝑍, 𝑌 ] + [𝑍,𝐷𝑌 ]⟩+⟨𝑌,𝐷[𝑍,𝑋] − [𝐷𝑍,𝑋]⟩+

+⟨𝑍, [𝐷𝑌,𝑋] −𝐷[𝑌,𝑋]⟩
)︀

=

= − 1

2(𝑛− 2)

(︀
⟨𝑍, [𝐷𝑋, 𝑌 ]⟩ − ⟨𝐷𝑋, [𝑌, 𝑍]⟩ − ⟨𝑌, [𝐷𝑋,𝑍]⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2
⟨∇𝐷𝑋𝑌, 𝑍⟩,

откуда, в силу невырожденности скалярного произведения, получим требуемое.

Лемма 2. Для произвольных векторов 𝑋 и 𝑌 из алгебры Ли g верно

∇𝑋𝐷
2𝑌 = 𝐷2∇𝑋𝑌.
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Доказательство. Рассмотрим следующее тождество для произвольных векторов 𝑋,
𝑌 и 𝑍, которое верно в силу того, что 𝐷 — самосопряженное дифференцирование:

⟨𝐷𝑋, [𝐷𝑌,𝑍]⟩ = ⟨𝑋, [𝐷2𝑌, 𝑍]⟩ + ⟨𝑋, [𝐷𝑌,𝐷𝑍]⟩.

Так как связность Леви-Чивиты не имеет кручения, то

⟨𝐷𝑋,∇𝐷𝑌𝑍 −∇𝑍𝐷𝑌 ⟩ = ⟨𝑋,∇𝐷2𝑌𝑍 −∇𝑍𝐷
2𝑌 ⟩ + ⟨𝑋,∇𝐷𝑌𝐷𝑍 −∇𝐷𝑍𝐷𝑌 ⟩,

откуда, в силу (4), имеем:

⟨𝐷𝑋,∇𝑍𝐷𝑌 ⟩ = ⟨𝑋,∇𝑍𝐷
2𝑌 ⟩.

С одной стороны, отсюда следует

⟨𝑋,𝐷∇𝑍𝐷𝑌 ⟩ = ⟨𝑋,∇𝑍𝐷
2𝑌 ⟩ ⇒ 𝐷∇𝑍𝐷𝑌 = ∇𝑍𝐷

2𝑌 ;

С другой стороны

⟨𝐷∇𝑍𝐷𝑋, 𝑌 ⟩ = ⟨𝐷2∇𝑍𝑋, 𝑌 ⟩ ⇒ 𝐷∇𝑍𝐷𝑋 = 𝐷2∇𝑍𝑋.

Сравнивая полученные выше выражения, получим требуемое.

Пусть 𝐷g, 𝐷2g и Ker𝐷 — образ оператора 𝐷, образ 𝐷2 и ядро 𝐷 соответственно.
Тогда имеет место

Лемма 3. 1. 𝐷g — абелева подалгебра алгебры g;

2. 𝐷2g — абелев идеал алгебры g;

3. Ker𝐷 — подалгебра алгебры g;

4. [Ker𝐷,𝐷g] ⊆ 𝐷g;

5. Если 𝐷2g = 0, то [𝐷g, g] ⊆ Ker𝐷.

Доказательство. Пусть 𝐷𝑋 и 𝐷𝑌 — произвольные вектора из 𝐷g, тогда

[𝐷𝑋,𝐷𝑌 ] = ∇𝐷𝑋𝐷𝑌 −∇𝐷𝑌𝐷𝑋 = 0

в силу (4), следовательно 𝐷g — абелева подалгебра.
Так как 𝐷2g ⊆ 𝐷g, то 𝐷2g также абелева подалгебра. Кроме того, пусть 𝐷2𝑋 и

𝑌 — произвольные вектора из 𝐷2g и g соответственно, тогда

[𝐷2𝑋, 𝑌 ] = ∇𝐷2𝑋𝑌 −∇𝑌𝐷
2𝑋 = −𝐷2∇𝑌𝑋 ∈ 𝐷2g.

Пусть 𝑋 и 𝑌 — произвольные вектора из Ker𝐷, т.е. 𝐷𝑋 = 0 и 𝐷𝑌 = 0, тогда

𝐷[𝑋, 𝑌 ] = [𝐷𝑋, 𝑌 ] + [𝑋,𝐷𝑌 ] = 0,

а следовательно [𝑋, 𝑌 ] ∈ Ker𝐷.
Пусть 𝐷𝑋 и 𝑌 — произвольные вектора из 𝐷g и Ker𝐷 соответственно, тогда

[𝐷𝑋, 𝑌 ] = 𝐷[𝑋, 𝑌 ] − [𝑋,𝐷𝑌 ] = 𝐷[𝑋, 𝑌 ] ∈ 𝐷g.

Пусть 𝐷𝑋 и 𝑌 — произвольные вектора из 𝐷g и g соответственно и 𝐷2g = 0,
тогда

𝐷[𝐷𝑋, 𝑌 ] = [𝐷2𝑋, 𝑌 ] + [𝐷𝑋,𝐷𝑌 ] = 0,

а следовательно [𝐷𝑋, 𝑌 ] ∈ Ker𝐷.
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Лемма 4. Для произвольного вектора 𝑋 из алгебры Ли g верно

𝐷3𝑋 = −Λ𝐷2𝑋.

Доказательство. По определению тензора Римана имеем

𝑅
(︀
𝐷2𝑋, 𝑌

)︀
𝑍 = ∇𝑌∇𝐷2𝑋𝑍 −∇𝐷2𝑋∇𝑌𝑍 + ∇[𝐷2𝑋,𝑌 ]𝑍

для произвольных векторов 𝑋, 𝑌 , 𝑍. Все три слагаемых в данном равенстве равны
нулю в силу (4) и того, что 𝐷2g — идеал по лемме 3. Тогда⟨︀

𝜌
(︀
𝐷2𝑋

)︀
, 𝑌

⟩︀
= 𝑟

(︀
𝐷2𝑋, 𝑌

)︀
= tr

(︀
𝑉 → 𝑅

(︀
𝐷2𝑋, 𝑉

)︀
𝑌
)︀

= 0,

что, в силу произвольного выбора 𝑌 и невырожденности скалярного произведения,
влечет 𝜌 (𝐷2𝑋) = 0 для произвольного вектора 𝑋. Далее, с использованием уравне-
ния алгебраического солитона Риччи (2), получаем требуемое.

В случае групп Ли с левоинвариантной псевдоримановой метрикой существуют
различные возможные формы оператора Риччи, которые назваются типами Сегре
(см. [8]). Так, например, запись “оператор Риччи имеет тип Сегре {(11)2}” означает,
что оператор Риччи имеет два действительных различных собственных значения, оба
имеют алгебраическую кратность два, но первому из них соответствует двумерное
собственное подпространство, а второму — одномерное. Круглые скобки группируют
блоки, соответствующие одному и тому же собственному значению.

Предложение 1. Пусть (𝐺, 𝑔) — группа Ли с левоинвариантной (псев-
до)римановой метрикой алгебраического солитона Риччи и тензор Схоутена-Вейля
𝑆𝑊 тривиален, тогда возможны два случая:

1. Λ ̸= 0: тогда оператор 𝐷 имеет тип Сегре {(1 . . . 1) (1 . . . 1 2 . . . 2)}, где первому
блоку соответствует собственное значение −Λ, второму — 0.

2. Λ = 0: тогда оператор 𝐷 имеет тип Сегре {(1 . . . 1 2 . . . 2 3 . . . 3)} с единствен-
ным собственным значением, равным нулю.

Доказательство. Предположим, что оператор 𝐷 имеет два комплексно-сопряжен-
ных собственных значения 𝛼±𝑖𝛽, где 𝛽 ̸= 0, и соответствующие собственные вектора
𝑈 ± 𝑖𝑉 , тогда

𝐷𝑉 = 𝛼𝑉 + 𝛽𝑈,

𝐷2𝑉 = 2𝛼𝛽𝑈 +
(︀
𝛼2 − 𝛽2

)︀
𝑉,

𝐷3𝑉 =
(︀
3𝛼2 − 𝛽2

)︀
𝛽𝑈 +

(︀
𝛼2 − 3𝛽2

)︀
𝛼𝑉.

По лемме 4 получим систему уравнений{︃(︀
3𝛼2 − 𝛽2

)︀
𝛽 = −2Λ𝛼𝛽,(︀

𝛼2 − 3𝛽2
)︀
𝛼 = −Λ

(︀
𝛼2 − 𝛽2

)︀
,

откуда следует 𝛼2 + 𝛽2 = 0, что противоречит условию 𝛽 ̸= 0. Значит оператор 𝐷 не
может иметь комплексно-сопряженных собственных значений.

Пусть 𝜆 — некоторое действительное собственное значение оператора 𝐷, 𝑋 —
соответствующий собственный вектор. Тогда из леммы 4 следует

𝜆3𝑋 = −Λ𝜆2𝑋,
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а значит оператор 𝐷 может иметь собственные значения равные либо −Λ, либо 0.
Пусть собственное значение −Λ имеет кратность 𝑘:

𝐷𝑋𝑖 = −Λ𝑋𝑖 +𝑋𝑖−1, 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑋0 = 𝑋−1 = . . . = 0,

𝐷2𝑋𝑖 = Λ2𝑋𝑖 − 2Λ𝑋𝑖−1 +𝑋𝑖−2,

𝐷3𝑋𝑖 = −Λ3𝑋𝑖 + 3Λ2𝑋𝑖−1 − 3Λ𝑋𝑖−2 +𝑋𝑖−3.

По лемме 4 получим
Λ2𝑋𝑖−1 − 2Λ𝑋𝑖−2 +𝑋𝑖−3 = 0,

а значит, если Λ ̸= 0, то собственное значение −Λ имеет кратность не более 1; если
Λ = 0, то собственное значение −Λ имеет кратность не более 3.

Пусть собственное значение 0 имеет кратность 𝑘:

𝐷𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−1, 𝑖 = 1, 𝑘, 𝑋0 = 𝑋−1 = . . . = 0,

𝐷2𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−2, 𝐷3𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−3.

По лемме 4 получим
Λ𝑋𝑖−2 +𝑋𝑖−3 = 0,

а значит, если Λ ̸= 0, то собственное значение 0 имеет кратность не более 2; если
Λ = 0, то собственное значение 0 имеет кратность не более 3.

Замечание. Отметим, что некоторые блоки матрицы оператора 𝐷 в предложе-
нии 1 могут быть тривиальными. Например, при Λ = 0 оператор 𝐷 может иметь
тип Сегре {(1 . . . 1 2 . . . 2)}.

Замечание. В силу уравнения алгебраического солитона Риччи (2), оператор Рич-
чи имеет аналогичные типы Сегре, что и оператор 𝐷. При этом в первом случае
собственные значения равны 0 и Λ соответственно, а во втором, т.к. Λ = 0, вы-
полняется 𝜌 = 𝐷.

Далее мы раздельно рассмотрим два случая: Λ ̸= 0 и Λ = 0.

3. Конформно плоские алгебраические солитоны
Риччи на группах Ли. Случай Λ ̸= 0.

Так как по предложению 1 оператор 𝐷 в этом случае имеет тип Сегре
{(1 . . . 1) (1 . . . 1 2 . . . 2)} с собственными значениями −Λ и 0, то в алгебре Ли g су-
ществует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}, в котором матрицы оператора 𝐷, оператора Риччи 𝜌 и
метрического тензора 𝑔 имеют следующий блочный вид (см. [18]):

𝐷 =

⎛⎜⎜⎝
−Λ𝐸 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 𝐸
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝜌 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 Λ𝐸 0 0
0 0 Λ𝐸 𝐸
0 0 0 Λ𝐸

⎞⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎝
𝐸±

1 0 0 0
0 𝐸±

2 0 0
0 0 0 𝐸±

3

0 0 𝐸±
3 0

⎞⎟⎟⎠ , (5)

где размеры блоков на главной диагонали 𝑘 × 𝑘, 𝑚1 ×𝑚1, 𝑚2 ×𝑚2 и 𝑚2 ×𝑚2 соот-
ветственно, 𝐸 — единичная матрица, 𝐸±

𝑖 — диагональная матрица с элементами ±1
на диагонали.

Введем следующие обозначения:

1. 𝐷2g = span{𝑒1, . . . , 𝑒𝑘},
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2. 𝐴1 = span{𝑒𝑘+1, . . . , 𝑒𝑘+𝑚1},

3. 𝐴2 = span{𝑒𝑘+𝑚1+1, . . . , 𝑒𝑘+𝑚1+𝑚2},

4. 𝐵2 = span{𝑒𝑘+𝑚1+𝑚2+1, . . . , 𝑒𝑘+𝑚1+2𝑚2 = 𝑒𝑛},

тогда 𝐷g = 𝐷2g + 𝐴2, Ker𝐷 = 𝐴1 + 𝐴2.

Лемма 5. Линейное подпространство 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐵2 является подалгеброй алгеб-
ры Ли g.

Доказательство. В силу вида матрицы оператора дифференцирования 𝐷 (5), а так-
же леммы 3, верны следующие соотношения

𝐷[𝐴1, 𝐵2] = [𝐷𝐴1, 𝐵2] + [𝐴1, 𝐷 𝐵2] = [𝐴1, 𝐴2] ⊆ 𝐴1 + 𝐴2 ⇒ [𝐴1, 𝐵2] ⊆ 𝐴1 + 𝐴2 +𝐵2;

𝐷[𝐴2, 𝐵2] = [𝐷𝐴2, 𝐵2] + [𝐴2, 𝐷 𝐵2] = [𝐴2, 𝐴2] = 0 ⇒ [𝐴2, 𝐵2] ⊆ 𝐴1 + 𝐴2;

𝐷[𝐵2, 𝐵2] = [𝐷𝐵2, 𝐵2] + [𝐵2, 𝐷 𝐵2] = [𝐴2, 𝐵2] ⊆ 𝐴1 + 𝐴2 ⇒ [𝐴1, 𝐵2] ⊆ 𝐴1 + 𝐴2 +𝐵2,

а значит 𝐴1 + 𝐴2 +𝐵2 является подалгеброй алгебры g.

Комбинируя леммы 3 и 5, получаем что при Λ ̸= 0 алгебра Ли представляется
в виде полупрямой суммы g = 𝐷2go (𝐴1 + 𝐴2 +𝐵2) своих идеала и подалгебры.

Предложение 2. При Λ ̸= 0 алгебра Ли g изометрична прямой сумме
𝐷2g⊕ (𝐴1 + 𝐴2 +𝐵2).

Доказательство. В силу определения 4 нам достаточно показать, что тензор кри-
визны и все его ковариантные производные совпадают как в прямой сумме, так и
в полупрямой. Учитывая тождество (4) и вид метрического тензора (5), получаем
требуемое.

Предложение 2 позволяет нам не рассматривать абелев множитель 𝐷2g и пола-
гать, что он тривиален. Кроме того, если дополнительно предположить диагонали-
зируемость оператора Риччи, то получим следующую

Теорема 1. Пусть 𝐺 — группа Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метри-
кой алгебраического солитона Риччи и 𝑆𝑊 = 0. Если оператор Риччи диагонализи-
руем, то алгебраический солитон Риччи тривиален.

В случае групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой оператор Риччи
всегда диагонализируем, а значит справедливо

Следствие 1. Пусть 𝐺 — группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой
алгебраического солитона Риччи и 𝑆𝑊 = 0. Тогда 𝐺 — тривиальный алгебраический
солитон Риччи.

Теорема 2. Пусть 𝐺 — группа Ли с левоинвариантной конформно плоской (псев-
до)римановой метрикой алгебраического солитона Риччи. Если Λ ̸= 0, то алгебраи-
ческий солитон Риччи тривиален.

Доказательство. Пусть базисные вектора 𝑒𝑖, 𝑒𝑗 и 𝑒𝑘 принадлежат 𝐴2, 𝐴2 и 𝐵2 соот-
ветственно, тогда по леммам 1 и 3 имеем 𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑘 = 0. Но, с другой стороны, по
формуле (3)

𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑘 = −(𝐴𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗)𝑒𝑘 − (𝑒𝑖 ∧ 𝐴𝑒𝑗)𝑒𝑘 = −2𝜇(𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗)𝑒𝑘 =
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= −2𝜇 (⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑖 − ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑗) = 0,

где 𝜇 = Λ
2(𝑛−1)

̸= 0 — собственное значения оператора одномерной кривизны. При
𝑖 ̸= 𝑗 вектора 𝑒𝑖 и 𝑒𝑗 — линейно независимы и их линейная комбинация не может
быть равна нулю.

Полученное противоречие показывает, что мы не можем выбрать 𝑖 ̸= 𝑗, а значит
dim𝐴2 = 𝑚2 = 1 или оператор Риччи диагонален.

Пусть базисные вектора 𝑒𝑖 и 𝑒𝑗 принадлежат 𝐴1 и 𝐴2 соответственно, тогда по
леммам 1 и 3 имеем 𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑖 = 0. Но, с другой стороны, из вида метрического
тензора (5) и формулы (3) следует

𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)𝑒𝑘 = −(𝐴𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗)𝑒𝑖 − (𝑒𝑖 ∧ 𝐴𝑒𝑗)𝑒𝑖 = −2𝜇(𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗)𝑒𝑖 =

= −2𝜇 (⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖 − ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑗) = 2𝜇⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑗 ̸= 0.

Полученное противоречие показывает, что dim𝐴2 = 𝑚2 = 0, т.к. 𝑛 ≥ 4, а значит
оператор Риччи диагонален, и по следствию 1 алгебраический солитон Риччи три-
виален.

4. Конформно плоские алгебраические солитоны
Риччи на группах Ли. Случай Λ = 0.

Так как по предложению 1 оператор 𝐷 в этом случае имеет тип Сегре
{(1 . . . 1 2 . . . 2 3 . . . 3)} с единственным собственным значением равным нулю, то в ал-
гебре Ли g существует базис {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}, в котором матрицы оператора 𝐷, оператора
Риччи 𝜌 и метрического тензора 𝑔 имеют следующий блочный вид (см. [18]):

𝐷 = 𝜌 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 0
0 0 𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0 𝐸
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸±

1 0 0 0 0 0
0 0 𝐸±

2 0 0 0
0 𝐸±

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝐸±

3

0 0 0 0 𝐸±
3 0

0 0 0 𝐸±
3 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (6)

где размеры блоков на главной диагонали 𝑚1 × 𝑚1, 𝑚2 × 𝑚2, 𝑚2 × 𝑚2, 𝑚3 × 𝑚3,
𝑚3 × 𝑚3 и 𝑚3 × 𝑚3 соответственно, 𝐸 — единичная матрица, 𝐸±

𝑖 — диагональная
матрица с элементами ±1 на диагонали.

Введем следующие обозначения:

1. 𝐴1 = span{𝑒1, . . . , 𝑒𝑚1},

2. 𝐴2 = span{𝑒𝑚1+1, . . . , 𝑒𝑚1+𝑚2},

3. 𝐵2 = span{𝑒𝑚1+𝑚2+1, . . . , 𝑒𝑚1+2𝑚2},

4. 𝐴3 = span{𝑒𝑚1+2𝑚2+1, . . . , 𝑒𝑚1+2𝑚2+𝑚3},

5. 𝐵3 = span{𝑒𝑚1+2𝑚2+𝑚3+1, . . . , 𝑒𝑚1+2𝑚2+2𝑚3},

6. 𝐶3 = span{𝑒𝑚1+2𝑚2+2𝑚3+1, . . . , 𝑒𝑚1+2𝑚2+3𝑚3 = 𝑒𝑛},

тогда 𝐷2g = 𝐴3, 𝐷g = 𝐴2 + 𝐴3 +𝐵3, Ker𝐷 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3.
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Теорема 3. Пусть 𝐺 — группа Ли с левоинвариантной конформно плоской (псев-
до)римановой метрикой нетривиального алгебраического солитона Риччи. Если
Λ = 0, то оператор Риччи может иметь только тип Сегре {(1 . . . 1 2)} с един-
ственным собственным значением равным нулю.

Доказательство. Пусть базисные векторы 𝑒𝑖, 𝑒𝑗 и 𝑒𝑗−𝑚3 принадлежат 𝐴3, 𝐶3 и 𝐵3

соответственно, тогда по леммам 1 и 3 имеем 𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑗−𝑚3 = 0. Но с другой стороны,
из вида метрического тензора (6) и формулы (3) следует

𝑅(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑒𝑗−𝑚3 = −(𝐴𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗)𝑒𝑗−𝑚3 − (𝑒𝑖 ∧ 𝐴𝑒𝑗)𝑒𝑗−𝑚3 = − 1

𝑛− 2
(𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗−𝑚3)𝑒𝑗−𝑚3 =

= − 1

𝑛− 2
(⟨𝑒𝑗−𝑚3 , 𝑒𝑗−𝑚3⟩𝑒𝑖 − ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗−𝑚3⟩𝑒𝑗−𝑚3) = − 1

𝑛− 2
⟨𝑒𝑗−𝑚3 , 𝑒𝑗−𝑚3⟩𝑒𝑖 = 0,

но ⟨𝑒𝑗−𝑚3 , 𝑒𝑗−𝑚3⟩ ≠ 0. Полученное противоречие показывает, что dim𝐴3 = 𝑚3 = 0,
т.е. оператор Риччи имеет тип Сегре {(1 . . . 1 2 . . . 2)} и 𝐷2g = 0.

Пусть 𝑋 и 𝑌 — произвольные векторы из алгебры Ли. Рассмотрим следующее
тождество

[𝐷𝑋, 𝑌 ] + [𝑋,𝐷𝑌 ] = 𝐷[𝑋, 𝑌 ].

Спроецировав данное равенство на 𝐴1, получим

[𝐷𝑋, 𝑌 ]
⃒⃒⃒
𝐴1

+ [𝑋,𝐷𝑌 ]
⃒⃒⃒
𝐴1

= 0,

тогда, с учетом лемм 1 и 3, имеем

𝑅(𝐷𝑋, 𝑌 )𝑍 +𝑅(𝑋,𝐷𝑌 )𝑍 = ∇[𝐷𝑋,𝑌 ]𝑍 + ∇[𝑋,𝐷𝑌 ]𝑍 = 0,

для произвольного вектора 𝑍. Но, с другой стороны, из вида метрического тензо-
ра (6) и формулы (3) следует

𝑅(𝐷𝑋, 𝑌 )𝑋 +𝑅(𝑋,𝐷𝑌 )𝑋 = −(𝐴𝐷𝑋 ∧ 𝑌 )𝑋 − (𝐷𝑋 ∧ 𝐴𝑌 )𝑋

− (𝐴𝑋 ∧𝐷𝑌 )𝑋 − (𝑋 ∧ 𝐴𝐷𝑌 )𝑋 = − 2

𝑛− 2
(𝐷𝑋 ∧𝐷𝑌 )𝑋 =

= − 2

𝑛− 2
(⟨𝐷𝑌,𝑋⟩𝐷𝑋 − ⟨𝐷𝑋,𝑋⟩𝐷𝑌 ) .

Если 𝑋, 𝑌 /∈ Ker𝐷 и 𝐷𝑋, 𝐷𝑌 — линейно независимы, то ⟨𝐷𝑌,𝑋⟩ = 0 и
⟨𝐷𝑋,𝑋⟩ ̸= 0. Тогда 𝑅(𝐷𝑋, 𝑌 )𝑋 + 𝑅(𝑋,𝐷𝑌 )𝑋 ̸= 0 — противоречие, следователь-
но dim𝐴2 = 𝑚2 = 1, т.е. оператор Риччи имеет тип Сегре {(1 . . . 1 2)}.

Далее мы приведем структурную теорему о строении алгебры Ли группы Ли
с левоинвариантной (псевдо)римановой конформно плоской метрикой нетривиаль-
ного алгебраического солитона Риччи. Данная теорема верна в силу лемм 1 и 3,
теорем 2 и 3, а также результатов работы [19].

Теорема 4. Пусть 𝐺 — группа Ли (размерности 𝑛 > 4) с левоинвариантной (псев-
до)римановой конформно плоской метрикой 𝑔 нетривиального алгебраического соли-
тона Риччи и метрической алгеброй Ли g. Тогда Λ = 0 и в алгебре Ли существует
базис {𝑒1, . . . 𝑒𝑛}, в котором оператор дифференцирования 𝐷 и ненулевые скалярные
произведения задаются следующими равенствами:

𝐷𝑒𝑖 = 0, если 𝑖 ̸= 𝑛, 𝐷𝑒𝑛 = 𝑒𝑛−1;
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⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 𝜀𝑖, если 𝑖 6 𝑛− 2, ⟨𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛⟩ = 𝜀0,

где 𝜀𝑖 = ±1, 𝑖 = 0, 𝑛− 2. Ненулевые комутационные соотношения задаются следу-
ющими выражениями:

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗] ⊆ span {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1}, 𝑖, 𝑗 6 𝑛− 2, [𝑒𝑖, 𝑒𝑛−1] = 0, 𝑖 6 𝑛− 2,

[𝑒𝑖, 𝑒𝑛] ⊆ span {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1}, 𝑖 6 𝑛− 2, [𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛] ⊆ span {𝑒𝑛−1}.

Кроме того, данная метрическая алгебра Ли является локально симметричной
(∇𝑅 = 0) тогда и только тогда, когда [𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛] = 0.

Замечание. Также отметим, что из результатов работы [19] следует, что груп-
па Ли, алгебра Ли которой описана в предыдущей теореме, является многообразием
Уокера (см. [20]) с левоинвариантным параллельным изотропным одномерным рас-
пределением 𝐷g.

В качестве примера приведем следующую метрическую алгебру Ли размерности
𝑛 > 4, ненулевые скобки Ли которой задаются равенствами

[𝑒𝑖, 𝑒𝑛] = 𝛼𝑒𝑖, 𝑖 6 𝑛− 2, [𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛] = 𝛽𝑒𝑛−1,

где 𝛼 =
𝛽(𝑛−2)+

√
(𝑛−2)(𝛽2(𝑛−2)−4𝜀0)

2(𝑛−2)
и 𝛽2(𝑛 − 2) − 4𝜀0 > 0. Ненулевые скалярные произ-

ведения задаются следующими равенствами

⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 𝜀𝑖, если 𝑖 6 𝑛− 2, ⟨𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛⟩ = 𝜀0.

Данная разрешимая метрическая алгебра Ли является нетривиальным конформно
плоским алгебраическим солитоном Риччи. Она не локально симметрична при 𝛽 ̸= 0.
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