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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü φ : M → N ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Îïðåäå-
ëèì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ôîðìóëîé

E(φ) =
1

2

ˆ

M

|dφ(x)|2dx,

ãäå dφ(x) îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë φ â òî÷êå x ∈M ; è dx ýòî ýëåìåíò îáúåìà
M . Ôóíêöèîíàëó E ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð Ýéëåðà-Ëàãðàíæà τ(φ) = div(dφ),
íàçûâàåìûé ïîëåì íàïðÿæåíèé φ. Îòîáðàæåíèå φ : M → N íàçûâàåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèì, åñëè åãî ïîëå íàïðÿæåíèé âñþäó ðàâíî íóëþ.

Ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ âîçíèêàþò â ðàçíûõ âàðèàöèÿõ â ôèçèêå è â
ìàòåìàòèêå: â òåîðèè ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè.
Ê ïðèìåðó:

• Åñëè dimM = 1, òî ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ýòî ãåîäåçè÷åñêèå íà
N .

• Åñëè N = R, òî ýòî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà M .
• Åñëè dimM = 2, òî îíè ñîäåðæàò ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìè-
íèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé âN ñ èíòåãðàëîì Äèðèõëå-Äóãëàñà â êà÷åñòâå
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ãàðìîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèÿì áûëî ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî èñ-
ñëåäîâàíèé â 20 âåêå. Ñðåäè íèõ ðàáîòû Êàëàáè [1, 2], Áàðáîñû [3] è Áðàéàíòà
[4]. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå è îñíîâîïîëàãàþ-
ùèå òåîðåìû.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. [9] Èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðóæåíèå φ : (M, g) → (N,h) ìè-
íèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ãàðìîíè÷åñêîå.

Òåîðåìà 1.2. (Êàëàáè [1]). Ïóñòü X : S2 → Rn ïîãðóæåíèå ñôåðû S2 â Rn,
îáðàç êîòîðîé ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â ñôåðå rSn−1 ðàäèóñà r è
ê òîìó æå íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè Rn. Òîãäà âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå:

1) Ïëîùàäü A = A(S2) îáðàçà S2 öåëîå êðàòíîå 2πr2.
2) Ðàçìåðíîñòü n íå÷¼òíàÿ.

Â ýòîé òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ X : S2 → Rn íå ëå-
æèò íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè Rn. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî
ïîëíûìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.2 èíäóöèðîâàòü íà
S2 ìåòðèêó ïîñðåäñòâîì X, òî ïîãðóæåíèå X áóäåò èçîìåòðè÷åñêèì, à ñëå-
äîâàòåëüíî è ãàðìîíè÷åñêèì áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèþ 1.1. Áàðáîñà óòî÷íÿåò
ïóíêò 1) òåîðåìû 1.2 â ñëó÷àå r = 1.

Òåîðåìà 1.3. (Áàðáîñà [3]). Ïëîùàäü îáîáù¼ííîãî ìèíèìàëüíîãî ïîãðóæåíèÿ
X : S2 → S2m ðàâíà 4πd, äëÿ íåêîòîðîãî d ∈ N

Îáîáùåííîñòü ìèíèìàëüíîãî ïîãðóæåíèÿ X â ýòîé òåîðåìå îçíà÷àåò, ÷òî
ìåòðèêà, èíäóöèðóåìàÿ X íà S2 ìîæåò áûòü âûðîæäåíà â èçîëèðîâàííûõ òî÷-
êàõ. ×èñëî d, ôèãóðèðóþùåå â ýòîé òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ñòå-
ïåíüþ (èëè ïðîñòî ñòåïåíüþ) ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ X. Ñëó÷àé m = 2
áûë èññëåäîâàí Áðàéàíòîì â [4] è èñïîëüçóåò êîíñòðóêöèþ òâèñòîðíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ π : CP 3 → S4, êîòîðîå áóäåò ââåäåíî â ðàçäåëå 2. Íåîáõîäèìûå ðå-
çóëüòàòû èç åãî ðàáîòû ìîãóò áûòü èçëîæåíû â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1.4. (Áðàéàíò [4]).
1) Ïóñòü ψ : S2 → CP 3 ëèíåéíî ïîëíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ êðè-

âàÿ, òîãäà φ = πψ : S2 → S4 ëèíåéíî ïîëíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.
Íàîáîðîò, êàæäîå ëèíåéíî ïîëíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå φ : S2 → S4

ïîëó÷àåòñÿ êàê ±πψ, äëÿ íåêîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîé ëèíåéíî ïîëíîé
ãîðèçîíòàëüíîé ãîëîìîðôíîé êðèâîé ψ, íàçûâàåìîé òâèñòîðíûì ïîäíÿòèåì
φ.

2) Òâèñòîðíîå ïîäíÿòèå ëèíåéíî ïîëíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
φ : S2 → S4 àëãåáðàè÷íî.

3) Ïëîùàäü S2 îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, èíäóöèðîâàííîé φ, ðàâíà 4πd, ãäå
d ýòî ñòåïåíü òâèñòîðíîãî ïîäíÿòèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ φ : RP 2 → S4 ñ
ïëîùàäüþ â èíäóöèðîâàíîé ìåòðèêå 6π, 8π, 10π è 12π. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëü-
çóåì äâóëèñòíîå îðèåíòèðóþùåå ðèìàíîâî íàêðûòèå S2 → RP 2 è òâèñòîðíîå
ïîäíÿòèå â CP 3 ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé S2 → S4, ñîãëàñîâàííûõ ñ àíòè-
ïîäàëüíîé èíâîëþöèåé S2 (ò.å. îïóñêàþùèõñÿ äî ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
RP 2 → S4).

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñòàòüè Áîëòîíà è
Âóäâàðäà [6, 7, 8].

2. Òâèñòîðíîå ðàññëîåíèå è äåéñòâèå ãðóïï

Îïðåäåëèì êîíñòðóêöèþ òâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : CP 3 → S4. Ïóñòü H2

ýòî ëåâîå êâàòåðíèîííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà π ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ Õîïôà ρ : CP 3 → HP 1, çàäàííîãî êàê:

ρ([z1, z2, z3, z4]) = [z1 + z2j, z3 + z4j],

è êàíîíè÷åñêîãî îòîæäåñòâëåíèÿ HP 1 ñ S4 ⊂ H � R = R5, çàäàííîãî ïðè
ïîìîùè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç þæíîãî ïîëþñà S4 íà ýêâàòîðèàëüíóþ
ãèïåðïëîñêîñòü H â R5, êîòîðàÿ âëîæåíà â HP 1 ïîñðåäñòâîì q 7→ [q, 1]. ßâíî
ýòî îòîæäåñòâëåíèå çàäàåòñÿ òàê:

[q1, q2] ∈ HP 1 ↔ (2q̄1q2, |q1|2 − |q2|2)

|q1|2 + |q2|2
∈ S4.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ òâèñòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

π([z1, z2, z3, z4]) =
(2(z̄1z3 + z2z̄4), 2(z̄1z4 − z2z̄3), |z1|2 + |z2|2 − |z3|2 − |z4|2)

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2
.

Åñëè CP 3 íàäåëèòü ìåòðèêîé Ôóáèíè-Øòóäè ïîñòîÿííîé ãîëîìîðôíîé ñåê-
öèîííîé êðèâèçíû 1, òî π ðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ è ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà CP 3 ñîñòîèò èç êàñàòåëüíûõ ê CP 3 âåêòîðîâ, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû ñëîÿì
π.

Ïóñòü

J =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 . (2.1)

Òîãäà ïðîåêòèâèçàöèÿ PSp(2;C) êîìïëåêñèôèöèðîâàííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóï-
ïû

Sp(2;C) = {A ∈ SL(4;C)|AtJA = J}
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äåéñòâóåò íà CP 3 ñòàíäàðòíî, êàê ãðóïïà ãîëîìîðôíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ,
ñîõðàíÿþùèõ ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå [7]. PSp(2) = PSp(2;C) ∩ PU(4)
ïîäãðóïïà ãîëîìîðôíûõ èçîìåòðèé, ñîõðàíÿþùèõ ãîðîçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè ãðóïïû äåéñòâóþò íà CP 3 òðàíçèòèâíî, à òàêæå, ÷òî
Sp(2), à ñëåäîâàòåëüíî, è PSp(2) ëèíåéíî ñâÿçíà [10]. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî
ýëåìåíòû Sp(2) ñîñòîÿò èç ìàòðèö âèäà (u, Jū,v, J v̄), ãäå u,v - åäèíè÷íûå
âåêòîðû â C4, è v îðòîãîíàëåí ê u è J ū.

Ïîëîæèì S ýòî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, è ψ : S → CP 3 ãîëîìîðôíàÿ êðèâàÿ.
Òîãäà ψ ãîðèçîíòàëüíà, åñëè â êàæäîé òî÷êå îíà êàñàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà CP 3, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì
ñëîåì π îðòîãîíàëüíî. Óñëîâèå ãîðèçîíòàëüíîñòè [4] äëÿ ãîëîìîðôíîé êðèâîé
ψ = [f ] = [f1, f2, f3, f4]:

(f ′, Jf) = 0, (2.2)

ãäå ( , ) îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå áèëèíåéíîå ðàñøèðåíèå íà C4 ñòàíäàðòíîãî
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà R4. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíî êàê:

f ′1f2 − f1f
′
2 + f ′3f4 − f3f

′
4 = 0. (2.3)

Îòñþäà è äî êîíöà äàííîé ðàáîòû ìû çàïèñûâàåì ãîëîìîðôíûå êðèâûå
ψ : S → CPn â òåðìèíàõ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû z â âèäå ψ = [f ] = [f1, f2, ..., fn+1],
ãäå f1, ..., fn+1 ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè îò z, íå èìåþùèå îáùèõ êîðíåé. Ìû áó-
äåì íàçûâàòü òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâåäåííîé ôîðìîé ψ.

3. Îñîáûå òî÷êè ãîðèçîíòàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ êðèâûõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå òèïîâ îñîáåííîñòåé ãîëîìîðôíûõ
êðèâûõ â CPn, ñëåäóÿ [6]. Ïîëîæèì, ÷òî ψ : S → CPn ëèíåéíî ïîëíàÿ ãî-
ëîìîðôíàÿ êðèâàÿ. Â òåðìèíàõ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû â ïðèâåäåííîé ôîð-
ìå ψ = [f ] = [f1, f2, ..., fn+1], è ïóñòü f (j) îáîçíà÷àåò j-óþ ïðîèçâîäíóþ f ïî
z. Îïðåäåëèì k-óþ îñêóëèðóþùóþ êðèâóþ êàê [f ∧ . . . ∧ f (k)] äëÿ êàæäîãî
k = 0, . . . , n−1, òîãäà âûñøàÿ îñîáåííîñòü ψ ýòî òî÷êà p ∈ S, â êîòîðîé ïðîèç-
âîäíàÿ k-îé îñêóëèðóþùåé êðèâîé ðàâíà íóëþ äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, . . . , n−1.
Ìíîæåñòâî Z(ψ) âûñøèõ îñîáåííîñòåé ψ òîãäà çàäà¼òñÿ êàê:

Z(ψ) = {p ∈ S | f ∧ . . . ∧ f (n)(p) = 0}.

Åñëè z ýòî ëîêàëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà, òàêàÿ ÷òî z(p) = 0, òî f ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â íîðìàëüíîé ôîðìå:

f(z) = h0(z)a0 + zr0(p)+1h1(z)a1 + . . .+ zr0(p)+...rn−1(p)+nhn(z)an

ñ ïîäõîäÿùèì áàçèñîì a0, . . . ,an â Cn+1, íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè
r0(p), . . . , rn−1(p), è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè h0(z), . . . , hn(z), íå ðàâíûìè
íóëþ â z = 0. Åñëè rk(p) > 0, òî ïðîèçâîäíàÿ k-îé îñêóëèðóþùåé êðèâîé
èìååò íóëü ïîðÿäêà rk(p) â òî÷êå p è òèï îñîáåííîñòåé ψ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî

{(p; r0(p), . . . , rn−1(p)) | p ∈ Z(ψ)}.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü g ∈ PGL(n + 1;C) è ω - êîíôîðìíûé äèôôåîìîðôèçì S.
Åñëè ψ èìååò òèï îñîáåííîñòåé {(p; r0(p), . . . , rn−1(p)) | p ∈ Z(ψ)}, òî gψω−1

èìååò òèï îñîáåííîñòåé {(ω(p); r0(p), . . . , rn−1(p)) | p ∈ Z(ψ)}.
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Äàäèì òåïåðü êðèòåðèé äëÿ íàõîæäåíèÿ âûñøèõ îñîáåííîñòåé ëèíåéíî ïîë-
íîé ãîðèçîíòàëüíîé ãîëîìîðôíîé êðèâîé ψ : S → CP 3.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ψ : S → CP 3 ëèíåéíî ïîëíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîëîìîðô-
íàÿ êðèâàÿ, çàïèñàííàÿ â òåðèìíàõ ëîêàëüíîé êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòû z â
ïðèâåäåííîé ôîðìå ψ(z) = [f(z)] = [f1(z), f2(z), f3(z), f4(z)]. Òîãäà z = a âûñ-
øàÿ îñîáåííîñòü ψ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(f ′′1 f
′
2 − f ′1f ′′2 + f ′′3 f

′
4 − f ′3f ′′4 )(a) = 0, (3.1)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîãäà (f ′′, Jf ′)(a) = 0.

Äëÿ ëèíåéíî ïîëíîé ãîëîìîðôíîé êðèâîé ψ : S2 → CPn è k = 0, . . . , n − 1
îïðåäåëèì

rk =
∑

p∈Z(ψ)

rk(p).

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü ψ : S2 → CP 3 ëèíåéíî ïîëíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ
ãîëîìîðôíàÿ êðèâàÿ è p ∈ S2. Òîãäà r0(p) = r2(p) è

2r0 + r1 = 2d− 6, (3.2)

ãäå d - ñòåïåíü ψ.

Äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 3.2 è Ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ìîãóò áûòü íàéäåíû â [6].

4. Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà

Áëàãîäàðÿ òåîðåìå 1.4, òâèñòîðíîå ïîäíÿòèå ëèíåéíî ïîëíîãî ãàðìîíè÷åñêî-
ãî îòîáðàæåíèÿ φ : S2 → S4 è, â ÷àñòíîñòè, åãî àëãåáðàè÷íîñòü, äàþò ìîùíûé
èíñòðóìåíò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. À èìåííî, ïóñòü
HHolLFd (CP 3) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëèíåéíî ïîëíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãîëî-
ìîðôíûõ îòîáðàæåíèé èç S2 â CP 3 ñòåïåíè d, è ïóñòü HarmLF

d (S4) îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî ëèíåéíî ïîëíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé èç S2 â S4 ñ èíäóöè-
ðîâàííîé ïëîùàäüþ 4πd. Òîãäà HarmLF

d (S4) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû
Harm+

d (S4) è Harm−d (S4), êîòîðûå ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì àíòèïîäàëü-
íîé èíâîëþöèè S4, è ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå

π±∗ : HHolLFd (CP 3)→ Harm±d (S4) (4.1)

çàäàííîå êàê π±∗ (ψ) = ±π ◦ ψ.
ßñíî, ÷òî p ∈ S2 òî÷êà âåòâëåíèÿ ψ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r0(p) > 0.

Â ñëó÷àå r0(p) = 0, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 7 ðàáîòû [7], p îìáèëè÷åñêàÿ òî÷êà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r1(p) > 0. Òàêæå èç [11] ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè âåòâ-
ëåíèÿ è îìáèëè÷åñêèå òî÷êè φ ñîîòâåòñòâóþò òàêîâûì äëÿ ψ. Òàêèì îáðàçîì
âûñøèå îñîáåííîñòè ψ âîçíèêàþò â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ è îìáèëè÷åñêèõ òî÷êàõ
φ.

ßñíî, ÷òî PSp(2) äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà HHolLFd (CP 3) ïðè ïîìîùè ïîñò-
êîìïîçèöèè ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì íà CP 3 è èç Ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî
òèï îñîáåííîñòåé ñîõðàíÿåòñÿ. Îòîæäåñòâëåíèÿ, çàäàííûå π±∗ , îïðåäåëÿþò äåé-
ñòâèå PSp(2) íà Harm±d (S4), êîòîðîå ñîõðàíÿåò èíäóöèðîâàííóþ ïëîùàäü,
òî÷êè âåòâëåíèÿ, îìáèëè÷åñêèå òî÷êè è ñîãëàñîâàííîñòü ñ àíòèïîäàëüíîé èí-
âîëþöèåé. Àíàëîãè÷íî, ãðóïïà âðàùåíèé ñôåðû SO(3) ∼= PSU(2) äåéñòâóåò
íà ïðîñòðàíñòâàõ HHolLFd (CP 3) è Harm±d (S4) ïîñðåäñòâîì ïðåêîìïîçèöèè ñî
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ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì íà S2 = CP 1, è òàêæå ñîõðàíÿåò ñîãëàñîâàííîñòü ñ àí-
òèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé. Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèÿ PSp(2) è PSU(2) êîììóòè-
ðóþò è ÷òî îòîáðàæåíèÿ π±∗ PSp(2)-ýêâèâàðèàíòíû è PSU(2)-ýêâèâàðèàíòíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî C[z]d ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âû-
øå d. Ïóñòü V ïîäïðîñòðàíñòâî (C[z]d)

4, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ ÷åòâ¼ðîê âçà-
èìíî ïðîñòûõ ïîëèíîìîâ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè d, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå
z → [f1(z), f2(z), f3(z), f4(z)] ëèíåéíî ïîëíî â CP 3. Òîãäà V ïðîåêòèâíîå ïîä-
ìíîæåñòâî (C[z]d)

4, è ìû îòîæäåñòâëÿåì åãî ïðîåêòèâèçàöèþ P (V ) ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì ëèíåéíî ïîëíûõ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ñòåïåíè d èç S2 â CP 3 îáû÷-
íûì îáðàçîì:

[f1, f2, f3, f4]↔ (z → [f1(z), f2(z), f3(z), f4(z)]).

Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó íà S2, îïðåäåë¼ííóþ
ïîñðåäñòâîì ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç þæíîãî ïîëþñà S2 íà ýêâàòîðè-
àëüíóþ ïëîñêîñòü, òàêèì îáðàçîì ìû, êàê îáû÷íî, ìîæåì îòîæäåñòâèòü S2 è
C∪ {∞}. Àíòèïîäàëüíàÿ èíâîëþöèÿ ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèè ïåðåâîäèò z â
−1/z̄.

Íàäåëèì (C[z]d)
4 ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à

P ((C[z]d)
4) ñîîòâåòñòâóþùåé òîïîëîãèåé ïðîåêòèâèçàöèè. Òîãäà V îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî (C[z]d)
4, à P (V ) îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî P ((C[z]d)

4). Ïîäìíî-
æåñòâà ëþáîãî èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ òîãäà íàäåëÿþòñÿ èíäóöèðîâàííîé òî-
ïîëîãèåé. Îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ îòîáðàæåíèé V H ⊂ V .
HarmLF

d (S4) íàäåëèì êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé. È ïðèâåä¼ì ëåììó èç
[8].

Ëåììà 4.1. Harm±d (S4) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â

HarmLF
d (S4), è îòîáðàæåíèÿ π±∗ : P (V H) → Harm±d (S4) ÿâëÿþòñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìàìè.

Äëÿ óäîáñòâà ìû òàêæå ââåä¼ì ïîíÿòèå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ (èëè ïðî-
ñòî ìàòðèöû) ãîëîìîðôíîé êðèâîé f(z) = (f1(z), f2(z), f3(z), f4(z)) ∈ (C[z]d)

4.
Îíà ðàâíà:

F =


a0

1 a1
1 . . . ad−1

1 ad1
a0

2 a1
2 . . . ad−1

2 ad2
a0

3 a1
3 . . . ad−1

3 ad3
a0

4 a1
4 . . . ad−1

4 ad4

 ,

ãäå aji - ýòî j-ûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà fi(z) = a0
i + a1

i z + . . . + ajiz
j +

. . . + adi z
d, è 1 ≤ i ≤ 4, 0 ≤ j ≤ d. Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî òîãäà (f(z))t =

F ·(1, z, z2, . . . , zd)t. À òàêæå ÿñíî, ÷òî êðèâàÿ f(z) ëèíåéíî ïîëíà òîëüêî òîãäà,
êîãäà å¼ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ F èìååò ïîëíûé ðàíã.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò A ∈ Sp(2), äåéñòâóþùèé íà f(z) ∈ (C[z]d)
4 ïðè ïîìî-

ùè ïîñòêîìïîçèöèè (ò.å. A : f(z) → A ◦ f(z)), äåéñòâóåò íà ìàòðèöó êîýôôè-
öèåíòîâ F óìíîæåíèåì ñëåâà (ò.å. A : F → AF ). Òàêæå, êàê îòìå÷àëîñü âûøå,
íà äâóìåðíîé ñôåðå äåéñòâóåò ãðóïïà PSU(2) ∼= SO(3), êàê ãðóïïà ïîâîðîòîâ
S2. Ïðè÷åì, äåéñòâèå PSU(2) íà S2 îïóñêàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà RP 2, ïîñêîëüêó
îíî ïåðåâîäèò àíòèïîäàëüíûå òî÷êè â àíòèïîäàëüíûå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýòà
ãðóïïà ëèíåéíî ñâÿçíà [10].
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Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì èññëåäîâàòü ëèíåéíî ïîëíûå ãàðìîíè÷å-
ñêèå îòîáðàæåíèÿ S2 â S4 ñòåïåíåé d = 3, 4, 5 è 6 îïóñêàþùèåñÿ äî ëèíåéíî ïîë-
íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé RP 2 â S4 (ò.å. ñîãëàñîâàííûå ñ àíòèïîäàëü-
íîé èíâîëþöèåé). Îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî ïîëíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé S2 â S4 ñòåïåíè d ñîãëàñîâàííûõ ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé
AHarmLF

d (S4) ⊂ HarmLF
d (S4), c AHarm±d (S4) ⊂ Harm±d (S4). Òâèñòîðíîå ïîä-

íÿòèå òàêèõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì AHHolLFd (CP 3) ⊂ HHolLFd (CP 3). Ìû
áóäåì ïðèâîäèòü òàêèå îòîáðàæåíèÿ ê íåêîòîðîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïîñðåä-
ñòâîì äåéñòâèÿ ïîäõîäÿùèìè ýëåìåíòàìè èç PSU(2) è PSp(2). Ïðè ýòîì, êàê
îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñîãëàñîâàííîñòü ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé áóäåò ñîõðà-
íÿòüñÿ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû áóäåì ãîìîòîïèðîâàòü ýëåìåíòû
AHarmLF

d (S4) âíóòðè AHarmLF
d (S4). Ýòî ïîçâîëèò íàì îòâåòèòü íà âîïðîñ

î ñâÿçíîñòè AHarmLF
d (S4).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 4.2. Ëþáîå îòîáðàæåíèå ψ ∈ HHolLFd (CP 3) ïîäõîäÿùèì ýëåìåíòîì
g ∈ PSp(2) ïðèâîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ gψ ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ âèäà

A A A A ... A
0 0 0 A ... A
0 A A A ... A
0 0 A A ... A

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, òðàíçèòèâíîñòü äåéñòâèÿ PSp(2) íà CP 3, ïîçâî-
ëÿåò íàì ïðèâåñòè ïåðâûé ñòîëáåö ê óêàçàííîìó âèäó. Äàëåå, ìû çàìåòèì, ÷òî
ýëåìåíòû Sp(2), ñîõðàíÿþùèå âåêòîð (1, 0, 0, 0)t, èìåþò âèä

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 v1 −v̄2

0 0 v2 v̄1

 ,

è ïîñêîëüêó â ïðàâîì íèæíåì óãëó ñòîèò ìàòðèöà èç U(2), ìû ìîæåì çàíóëèòü
ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó âòîðîãî ñòîëáöà. Îñòàâøèåñÿ äâà íóëÿ âî âòîðîé ñòðîêå
ñëåäóþò èç óñëîâèÿ ãîðèçîíòàëüíîñòè (2.3). �

Ëåììà 4.3. Ñîãëàñîâàííûå ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé îòîáðàæåíèÿ èç
Ëåììû 4.2, èìåþò ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ âèäà

A A A A ... A A
0 0 0 A ... A A
0 A A A ... A 0
0 0 A A ... A 0

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ψ èìååò âèä
a A A A ... A b
0 0 0 A ... A c
0 A A A ... A d
0 0 A A ... A e

 ,

òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ φ(0) = π ◦ ψ(0) è φ(∞), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

b̄d+ cē = 0,
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b̄e− cd̄ = 0,

|d|2 + |e|2 = 0,

èç êîòîðûõ è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

5. Ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ RP 2 → S4 ïëîùàäè 6π

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî êðèâûå ñòåïåíè 3 íå èìåþò
âûñøèõ îñîáåííîñòåé.

Òåîðåìà 5.1. Ëþáàÿ ëèíåéíî ïîëíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ êðèâàÿ
ψ ∈ AHHolLF3 (CP 3) ïîäõîäÿùèìè ýëåìåíòàìè g ∈ PSp(2) è ω ∈ PSU(2)

ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé êðèâîé Ψ3(z) = gψω(z) = [1,−z3,−
√

3z,−
√

3z2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììû 4.2 è 4.3 ïîëó÷àåì ìàòðèöó
1 a b c
0 0 0 d
0 s p 0
0 0 q 0

 .

äàëåå, íàïèñàâ óñëîâèå ãîðèçîíòàëüíîñòè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

ad = 0,

bd = 0,

3d− sq = 0, (5.1)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî a = b = 0 è ìàòðèöà èìååò âèä
1 0 0 c
0 0 0 − sq3
0 s p 0
0 0 q 0

 .

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî s, q ìîæíî ñäåëàòü âåùåñòâåííûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
s = s̃eix è q = q̃eiy ïîêàçàòåëüíûå ôîðìû ÷èñåë s è q. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ
ω(z) = exp(−ix+y

3 )z, g = diag{1, 1, exp(iy−x3 ), exp(ix−y3 )} äàþò íåîáõîäèìîå.
Ïðîâåðèì òåïåðü ñîãëàñîâàííîñòü ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé íà âåùå-

ñòâåííîé ïðÿìîé, ïðèðàâíÿâ çíà÷åíèÿ φ(x) è φ(− 1
x ), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

(|c|2 + d2)s2 = |p|2 + q2,

(|c|2 + d2)(|p|2 + q2) = s2,

Re(p) = −Re(p)(|c|2 + d2),

Re(c)s2 = −Re(c)(|p|2 + q2),

Im(c)s = Im(p),

Im(c)s = −Im(p),

dq = −s,
èç êîòîðûõ è ðàâåíñòâà (5.1) ñëåäóåò c = p = 0, d2 = 1, q2 = s2 = 3 è dq = −s.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1 0 0 0
0 0 0 1

0
√

3 0 0

0 0 −
√

3 0

 ,


1 0 0 0
0 0 0 1

0 −
√

3 0 0

0 0
√

3 0

 ,
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1 0 0 0
0 0 0 −1

0
√

3 0 0

0 0
√

3 0

 ,


1 0 0 0
0 0 0 −1

0 −
√

3 0 0

0 0 −
√

3 0

 ,

êîòîðûå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïåðåâîäÿòñÿ îäèí â äðóãîé ïîäõîäÿùåé êîì-
áèíàöèåé ïðåîáðàçîâàíèé ω(z) = −z, g = diag{1, 1,−1,−1}. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî, íàïðèìåð, ïåðâîå èç íèõ (à çíà÷èò è âñå îñòàëüíûå) ñîãëàñîâàíî ñ àíòè-
ïîäàëüíîé èíâîëþöèåé. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Âûâîä 5.2. Ïðîñòðàíñòâà AHHolLF3 (CP 3) è AHarm±3 (S4) ëèíåéíî ñâÿçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1, ëåììû 4.1 è òîãî, ÷òî PSp(2) è
PSU(2) ëèíåéíî ñâÿçíû. �

Òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé RP 2 â S4 ñ ïëîùà-
äüþ 6π â èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêå èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
AHarm+

3 (S4) è AHarm−3 (S4), êîòîðûå ãîìåîìîðôíû ïîñðåäñòâîì àíòèïîäàëü-
íîé èíâîëþöèè S4.

6. Ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ RP 2 → S4 ïëîùàäè 8π

Â ñëó÷àå ñòåïåíè 4 èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ìû âèäèì, ÷òî òàêèå êðèâûå èìåþò
ëèáî îäíó òî÷êó âåòâëåíèÿ, ëèáî äâå îìáèëè÷åñêèå òî÷êè. ßñíî, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ñ îäíîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ íå ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàíî ñ àíòèïîäàëüíîé
èíâîëþöèåé. Ïîýòîìó îñòà¼òñÿ ñëó÷àé äâóõ îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê, êîòîðûå, î÷å-
âèäíî, äîëæíû áûòü àíòèïîäàëüíûìè.

Òåîðåìà 6.1. Íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíî ïîëíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ
êðèâûõ ψ ∈ AHHolLF4 (CP 3), ò.å. ïðîñòðàíñòâî AHHolLF4 (CP 3), à ñ íèì è
ïðîñòðàíñòâà AHarm±4 (S4), ïóñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå êðèâûå åñòü. È âûáåðåì îäíó èç
íèõ. Ïåðâûì äåëîì ìû ïåðåâåäåì îäíó èç îñîáûõ òî÷åê â íóëü ïîäõîäÿùèì
ïîâîðîòîì S2. Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 4.2 è 4.3, è ïîëó÷èì â ðåçóëü-
òàòå ìàòðèöó 

a b c d f
0 0 0 p q
0 r s t 0
0 0 u v 0

 .

Íàïèñàâ óñëîâèå ãîðèçîíòàëüíîñòè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

fp− dq = 0,

cq = 0,

3bq + cp+ sv − tu = 0,

2aq + bp+ rv = 0,

3ap+ ru = 0.

(6.1)

Èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî c = 0. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü q íå ìîæåò áûòü íóëåì,
ïîñêîëüêó òîãäà ëèáî f = 0 è ñòåïåíü êðèâîé ïîíèæàåòñÿ, ëèáî p = 0 è êðèâàÿ
ïåðåñòà¼ò áûòü ëèíåéíî ïîëíîé (ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ áóäóò ÷àñòî âîçíèêàòü
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â äàëüíåéøåì è ìû èõ îïóñêàåì). Èñïîëüçóåì (3.1) äëÿ íàõîæäåíèÿ îñîáûõ
òî÷åê (âûñøèõ îñîáåííîñòåé), ïîëó÷èì

3bqz2 + 6aqz − ru = 0.

Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ îñîáåííîñòüþ â íóëå, çàêëþ÷àåì, ÷òî ru = 0. À
ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (6.1) èìååì ap = 0 ⇒ p = 0 ⇒ d = 0, u = 0. Íàïèøåì
òåïåðü (3.1) âî âòîðîé êàðòå

3rvz + sv = 0.

Ïîñêîëüêó ∞ òàêæå âûñøàÿ îñîáåííîñòü, çàêëþ÷àåì, ÷òî sv = 0 ⇒ s = 0 ⇒
b = 0. Ïðèâåäåì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó è îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ

a 0 0 0 f
0 0 0 0 1
0 r 0 t 0
0 0 0 v 0

 , (6.2)

2a+ rv = 0. (6.3)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè a = ãeix è f = f̃ eiy ïîêàçàòåëüíûå ôîðìû ÷èñåë a è
f , òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ω(z) = exp(ix−y4 )z, g = diag{exp(−ix2 ), exp(ix2 ), 1, 1} è
óìíîæåíèå íà exp(−ix2 ) îñòàâëÿþò ìàòðèöó (6.2) â òîì æå âèäå, íî ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè a è f . Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ òåïåðü (6.3), ïðåîáðàçîâàíèå g =
diag{1, 1, exp(−iArg(r)), exp(iArg(r))} äåëàåò äåéñòâèòåëüíûìè òàêæå ýëåìåí-
òû r è v ìàòðèöû (6.2). Çàìåòèì, ÷òî âûøå èñïîëüçîâàëñÿ ïîâîðîò ω(z) =
exp(ix−y4 )z, ýòî ïîâîðîò S2 îòíîñèòåëüíî îñè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0 è∞, ïîýòîìó
âûñøèå îñîáåííîñòè îñòàëèñü íà ìåñòå. Èòîãî ìû èìååì ìàòðèöó âèäà (6.2) ñ
åäèíñòâåííûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì t = Re(t) + iIm(t) è óñëîâèåì (6.3). Ïðîâå-
ðÿÿ òåïåðü ñîãëàñîâàííîñòü ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé, íàïðèìåð, íà âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé, ò.å. ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ φ(x) è φ(− 1

x ) ïðè äåéñòâèòåëüíîì x,
ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

1 + f2 = a2,

|t|2 + v2 = r2,

Im(t) = 0,

fRe(t) + v + ar = 0,

fr + aRe(t) = 0,

Re(t) = fv,

r = av,

ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ è (6.3) äàþò a(2 + v2) = 0 ⇒ a = 0. Íî òîãäà ñòåïåíü
êðèâîé ïàäàåò è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, êîòîðîå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

�

Òàêèì îáðàçîì íå ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé RP 2 â S4 ñ ïëî-
ùàäüþ 8π â èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêå.

7. Ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ RP 2 → S4 ïëîùàäè 10π

Â ñëó÷àå ñòåïåíè 5 èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ìû èìååì ëèáî äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ,
ëèáî ÷åòûðå îìáèëè÷åñêèå òî÷êè. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Ëåììà 7.1. Ãîëîìîðôíàÿ êðèâàÿ ψ ∈ AHHolLF5 (CP 3) íå ìîæåò èìåòü äâå
òî÷êè âåòâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæåò. Òîãäà ïåðåâåäåì îäíó èç íèõ â
íóëü ïîäõîäÿùèì ïîâîðîòîì S2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììàìè 4.2 è 4.3, ïîëó÷èì
ìàòðèöó 

a b c d e f
0 0 0 p q r
0 α β γ δ 0
0 0 ε η µ 0

 .

Íàïèñàâ óñëîâèå ãîðèçîíòàëüíîñòè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

fq − er = 0,

fp− dr = 0,

ep− 3cr − dq − γµ+ δη = 0,

2br + cq + βµ− δε = 0,

3bq + cp+ 5ar + 3αµ+ βη − γε = 0,

2aq + bp+ αη = 0,

3ap+ αε = 0.

(7.1)

Èç (3.1) ñ ó÷¼òîì (7.1) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà îñîáûå òî÷êè

crz4 + 2brz3 + (bq + αµ+ 5ar)z2 + 2aqz − αε

3
= 0. (7.2)

Ïîñêîëüêó îäíà îñîáàÿ òî÷êà â íóëå αε = 0 è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε = 0,
ïîñêîëüêó åñëè α = 0, òî ìîæíî çàíóëèòü è ε ïîäõîäÿùèì ýëåìåíòîì Sp(2).
Òîãäà ñ ó÷¼òîì (7.1) p = 0, d = 0, è âî âòîðîé êàðòå

(10aq + 8αη)z3 + (6bq + 6αµ+ 3βη)z2 + (3βµ− γη)z + (γµ− δη) = 0.

Ïîñêîëüêó âòîðàÿ îñîáàÿ òî÷êà â ∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî (γµ − δη) = 0. Íî òîãäà
èç (7.1) cr = 0⇒ c = 0. È ìû èìååì ìàòðèöó

a b 0 0 e f
0 0 0 0 q r
0 α β γ δ 0
0 0 0 η µ 0

 , (7.3)

è óñëîâèÿ 

fq − er = 0,

γµ− δη = 0,

2br + βµ = 0,

5ar + 3bq + 3αµ+ βη = 0,

2aq + αη = 0,

(7.4)

Òàê êàê îñîáûõ òî÷åê áîëüøå íå äîëæíî áûòü, òî èç (7.2) ïîëó÷àåì br = 0, bq+
αµ + 5ar = 0 ⇒ b = 0, αµ + 5ar = 0. Îòñþäà è èç (7.4) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
β = 0 ⇒ αµ = 0 ⇒ ar = 0, íî òîãäà ëèáî a = 0 è ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò, ëèáî
r = f = 0 è îïÿòü ñòåïåíü ïàäàåò, ëèáî r = q = 0 è êðèâàÿ ïåðåñòà¼ò áûòü
ëèíåéíî ïîëíîé. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå è äîêàçûâàåò ëåììó. �
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Èç ëåììû (7.1) ñëåäóåò, ÷òî ó íàñ îñòà¼òñÿ ñëó÷àé ÷åòûð¼õ îìáèëè÷åñêèõ òî-
÷åê, êîòîðûå, âïðî÷åì, êàê ìû óâèäèì äàëåå, ìîãóò ñêëåèòüñÿ â äâå îìáèëè÷å-
ñêèå òî÷êè ñ r1(p) = 2. Ïîñêîëüêó ïîâîðîòàìè S2 ìîæíî ïåðåâåñòè äâå èç ýòèõ
òî÷åê â 0 è∞, à îñòàâøèåñÿ äâå äîâåðíóòü íà âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, òî âçàèì-
íîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê ïàðàìåòðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì (íàïðèìåð,
íàèìåíüøèì óãëîì ñðåäè âñåõ ïàð èç íèõ). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
êàíîíè÷åñêèå ôîðìû êðèâûõ ñòåïåíè 5 îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå âåðíî.

Òåîðåìà 7.2. Ëþáàÿ ëèíåéíî ïîëíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ êðèâàÿ
ψ ∈ AHHolLF5 (CP 3) ïîäõîäÿùèìè ýëåìåíòàìè g ∈ PSp(2) è ω ∈ PSU(2)
ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé êðèâîé Ψ5

η(z) = gψω(z) = [1 − qz, qz4 + z5,−µz +

ηz2, ηz3 + µz4], ãäå q = η√
3

√
η2+5
η2+4 , µ = 2√

3

√
η2+5
η2+4 , η ∈ (−∞,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ìû ìîæåì ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 7.1 äîéäÿ äî ìàòðèöû (7.3) è óñëîâèé (7.4). Çàìåòèì òîãäà, ÷òî åñëè
a = ãeix, q = q̃eiy è r = r̃eiw ïîêàçàòåëüíûå ôîðìû ÷èñåë a, q è r, òî äåé-
ñòâèÿ ω(z) = exp(i(y − w))z, g = diag{exp(−i 4w−5y+x

2 ), exp(i 4w−5y+x
2 ), 1, 1} è

óìíîæåíèå íà exp(i 4w−5y−x
2 ) îñòàâëÿþò ìàòðèöó (7.3) â òîì æå âèäå, íî ñ äåé-

ñòâèòåëüíûìè a, q è r. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ òåïåðü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èç
(7.4), ïðåîáðàçîâàíèå g = diag{1, 1, exp(−iArg(α)), exp(iArg(α))} äåëàåò äåé-
ñòâèòåëüíûìè òàêæå ýëåìåíòû α è η ìàòðèöû (7.3).

Íà ýòîò ðàç ìû áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû è îòîáðàæåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ â òîêàõ 0 è ∞ áûëè ñîãëàñîâàíû ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé S2.
Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì îáðàçû φ(t · exp(iϕ)) è φ(− exp(iϕ)

t ) àíòèïîäàëüíûõ

ïóòåé t · exp(iϕ) è − exp(iϕ)
t ñ ôèêñèðîâàíûì ϕ, è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñîâïàäàëè

ïåðâûå ÷ëåíû èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî t â t = 0. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì
ðàâåíñòâà {

f̄µ = δ̄ · exp(−2iϕ),
α
a + µ̄

1+|f |2 = − f̄δ
1+|f |2 · exp(−2iϕ).

(7.5)

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâà (7.5) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì ϕ, ìû çàêëþ-
÷àåì, ÷òî δ̄ = δ = 0, f̄µ = 0, αa + µ̄

1+|f |2 = 0 ⇒ µ ∈ R. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åñëè ïîòðåáîâàòü µ = 0, òî èç ñîãëàñîâàííîñòè ñ àíòèïîäàëüíîé èíâî-
ëþöèåé âûòåêàåò a = 0 è ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò. Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì
δ = 0, f = 0, α + aµ = 0. Èç ñîîòíîøåíèé (7.4) ïîëó÷àåì e = 0, γµ = 0, è, êàê
îòìå÷àëîñü âûøå, µ 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, γ = 0 è ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó

a b 0 0 0 0
0 0 0 0 q 1
0 α β 0 0 0
0 0 0 η µ 0

 , (7.6)

ñ óñëîâèÿìè 
2b+ βµ = 0,

5a+ 3bq + 3αµ+ βη = 0,

2aq + αη = 0,

α+ aµ = 0.

(7.7)
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Çàìåòèì, ÷òî â ìàòðèöå (7.6) êîìïëåêñíûìè îñòàëèñü òîëüêî b è β, è èç
ïåðâîãî è âòîðîãî ðàâåíñòâ (7.7) ïîëó÷èì äëÿ ìíèìûõ ÷àñòåé{

2Im(b) + Im(β)µ = 0,

3Im(b)q + Im(β)η = 0.

Îòñþäà ëèáî Im(β) = Im(b) = 0, ëèáî 2η = 3µq. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîé
ñëó÷àé ïðèâîäèò ëèáî ê ïàäåíèþ ñòåïåíè, ëèáî ê b = β = 0 è â ÷àñòíîñòè ê
Im(β) = Im(b) = 0. Ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Im(β) = Im(b) = 0. Òàêèì îá-
ðàçîì âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû (7.6) äåéñòâèòåëüíûå. Íàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå
íà îñòàâøèåñÿ äâå îñîáûå òî÷êè

2bz2 + (bq + αµ+ 5a)z + 2aq = 0. (7.8)

Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû â (7.8) äåéñòâèòåëüíûå, êîðíè z1, z2 ëèáî
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå, ëèáî äåéñòâèòåëüíûå. Òàê êàê êîðíè äîëæíû áûòü
àíòèïîäàëüíûìè, òî â ñëó÷àå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé èìååì z1 =

z̄2 = (− 1
z̄1

) = − 1
z1
⇒ |z1|2 = −1 ⇒ z1 = ±i, z2 = ∓i. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (7.8)

ìîæíî âûâåñòè b = aq, bq + αµ + 5a = 0, è ó÷èòûâàÿ (7.7) ïîëó÷èòü a = 0,
íî òîãäà ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò. Ïîýòîìó îñòà¼òñÿ ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ àí-
òèïîäàëüíûõ êîðíåé z1 = x, z2 = − 1

x , x ∈ R. Ïîäñòàâèâ èõ â (7.8) ïîëó÷èì
b+ aq = 0. Ñðàâíèâàÿ òåïåðü çíà÷åíèÿ â àíòèïîäàëüíûõ òî÷êàõ i è −i, èìååì
òàêæå aα+ bβ + µ+ qη = 0. Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2b+ βµ = 0,

5a+ 3bq + 3αµ+ βη = 0,

2aq + αη = 0,

α+ aµ = 0,

b+ aq = 0,

aα+ bβ + µ+ qη = 0,

(7.9)

êîòîðàÿ, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, èìååò ÷åòûðå ñåìåéñòâà ðåøåíèé



a = 1, b = −q = − η√
3

√
η2+5
η2+4 , α = −µ = − 2√

3

√
η2+5
η2+4 , β = η, η ∈ R

a = 1, b = −q = η√
3

√
η2+5
η2+4 , α = −µ = 2√

3

√
η2+5
η2+4 , β = η, η ∈ R

a = −1, b = q = − η√
3

√
η2+5
η2+4 , α = µ = − 2√

3

√
η2+5
η2+4 , β = −η, η ∈ R

a = −1, b = q = η√
3

√
η2+5
η2+4 , α = µ = 2√

3

√
η2+5
η2+4 , β = −η, η ∈ R

(7.10)

Èòîãî, ìû èìååì ÷åòûðå ìàòðèöû
1 −q 0 0 0 0
0 0 0 0 q 1
0 −µ η 0 0 0
0 0 0 η µ 0

 , (7.11)


1 q 0 0 0 0
0 0 0 0 −q 1
0 µ η 0 0 0
0 0 0 η −µ 0

 , (7.12)
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−1 −q 0 0 0 0
0 0 0 0 −q 1
0 −µ −η 0 0 0
0 0 0 η −µ 0

 , (7.13)


−1 q 0 0 0 0
0 0 0 0 q 1
0 µ −η 0 0 0
0 0 0 η µ 0

 , (7.14)

â êîòîðûõ q = η√
3

√
η2+5
η2+4 , µ = 2√

3

√
η2+5
η2+4 , η ∈ R. Ïîêàæåì, ÷òî îíè ïåðåâîäÿò-

ñÿ îäíà â äðóãóþ ïîäõîäÿùèìè ýëåìåíòàìè PSp(2) è PSU(2). Ìàòðèöà (7.11)
ïåðåâîäèòñÿ â (7.14) è ìàòðèöà (7.12) ïåðåâîäèòñÿ â (7.13) óìíîæåíèåì íà i è
äåéñòâèåì g = diag{i,−i, i,−i}. Ìàòðèöà (7.11) ïåðåâîäèòñÿ â (7.12) óìíîæå-
íèåì íà i è äåéñòâèåì ω(z) = −z, g = diag{i,−i, i,−i}. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé (7.11) ñîãëàñîâàíî ñ àíòèïîäàëüíîé èí-
âîëþöèåé. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì:

Âûâîä 7.3. Ïðîñòðàíñòâà AHHolLF5 (CP 3) è AHarm±5 (S4) ëèíåéíî ñâÿçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîýôôèöèåíòû êàíîíè÷åñêîé êðèâîé èç òåîðåìû 7.2 íåïðå-
ðûâíî çàâèñÿò îò η ïðè η ∈ (−∞,+∞), ýòî ïîçâîëÿåò íåïðåðûâíî äåôîðìèðî-
âàòü ëþáóþ òàêóþ êðèâóþ â ëþáóþ äðóãóþ, îñòàâàÿñü âíóòðè AHHolLF5 (CP 3).
Óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.2, ëåììû 4.1 è òîãî, ÷òî PSp(2) è
PSU(2) ëèíåéíî ñâÿçíû. �

Òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé RP 2 â S4 ñ ïëîùà-
äüþ 10π â èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêå èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
AHarm+

5 (S4) è AHarm−5 (S4), êîòîðûå ãîìåîìîðôíû ïîñðåäñòâîì àíòèïîäàëü-
íîé èíâîëþöèè S4.

Çàìå÷àíèå 7.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.2 ìàòðèöà êàíîíè÷åñêîé êðèâîé ïðè
η = 0 èìååò âèä 

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

0 −
√

5/3 0 0 0 0

0 0 0 0
√

5/3 0

 ,

è ïðè ýòîì ÷åòûðå îìáèëè÷åñêèå òî÷êè ñ r1(p) = 1 ñëèâàþòñÿ â äâå îìáèëè÷å-
ñêèå òî÷êè ñ r1(0) = 2, r1(∞) = 2.
À åñëè âçÿòü ïðåäåë, íàïðèìåð, ïðè η → +∞, òî ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò äî 3 è
ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó 

1 0 0 0
0 0 0 −1

0 −
√

3 0 0

0 0 −
√

3 0

 ,

íî, êàê ìîæíî çàìåòèòü, ýòî ìàòðèöà êàíîíè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè 3 èç òåî-
ðåìû (5.1). Â ýòîì ñëó÷àå îìáèëè÷åñêèå òî÷êè ïîïàðíî ¾àííèãèëèðóþò¿ â 0 è
∞. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Óòâåðæäåíèå 7.5. Ïðîñòðàíñòâî AHHolLF≤5 (CP 3) ëèíåéíî ñâÿçíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1, ñëåäñòâèé 5.2 è 7.3, è çàìå÷àíèÿ 7.4.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà AHHolLF≤2 (CP 3) è AHHolLF4 (CP 3) ïóñòû, à ïðî-
ñòðàíñòâà AHHolLF5 (CP 3) è AHHolLF3 (CP 3) ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû, íàïðèìåð,
ïóòåì

γ(t) =

{
Ψ5
tg(πt/2)(z), 0 ≤ t < 1,

Ψ3(z), t = 1.

êîòîðûé áóäåò íåïðåðûâåí â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7.4. �

8. Ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ RP 2 → S4 ïëîùàäè 12π

Êðèâàÿ ñòåïåíè 6 èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ìîæåò èìåòü äî 6 îñîáûõ òî÷åê. Íî,
êàê îêàçûâàåòñÿ, íè îäíî ëèíåéíî ïîëíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå S2 → S4

ñòåïåíè 6 íå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç RP 2. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 8.1. Íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíî ïîëíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ
êðèâûõ ψ ∈ AHHolLF6 (CP 3), ò.å. ïðîñòðàíñòâî AHHolLF6 (CP 3), à ñ íèì è
ïðîñòðàíñòâà AHarm±6 (S4), ïóñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå êðèâûå åñòü. È âûáåðåì îäíó èç
íèõ. Ïåðâûì äåëîì ìû ïåðåâåäåì îäíó èç îñîáûõ òî÷åê â íóëü ïîäõîäÿùèì
ïîâîðîòîì S2. Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 4.2 è 4.3, è ïîëó÷èì â ðåçóëü-
òàòå ìàòðèöó 

1 a b c d e f
0 0 0 0 p q r
0 α β γ δ ε 0
0 0 0 η ν µ 0

 ,

ïîñêîëüêó ìû èìååì îñîáóþ òî÷êó â íóëå, ìû õîòèì, ÷òîáû è â∞ áûëà îñîáàÿ
òî÷êà. Ýòî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

dq − pe+ δµ− νε = 0. (8.1)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â òîêàõ 0 è∞ áûëè ñîãëàñîâàíû
ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé S2. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì îáðàçû φ(t·exp(iϕ))

è φ(− exp(iϕ)
t ) àíòèïîäàëüíûõ ïóòåé t · exp(iϕ) è − exp(iϕ)

t ñ ôèêñèðîâàíûì ϕ, è
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñîâïàäàëè ïåðâûå ÷ëåíû èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî t
â t = 0. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâà{

f̄µ = rε̄ · exp(2iϕ),

α+ rµ̄
|r|2+|f |2 = − f̄ε

|r|2+|f |2 · exp(−2iϕ).
(8.2)

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâà (8.2) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì ϕ, ìû çàêëþ÷à-
åì, ÷òî rε̄ = 0, f̄µ = 0, α+ rµ̄

|r|2+|f |2 = 0, f̄ε
|r|2+|f |2 = 0. Ïðîâåðÿÿ ñîãëàñîâàííîñòü

ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé, ìîæíî òàêæå çàêëþ÷èòü, ÷òî f = e = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî ε = 0, αr̄ + µ̄ = 0. Íàïèñàâ òåïåðü óñëîâèå ãîðèçîíòàëüíîñòè è
ó÷èòûâàÿ (8.1), ìîæíî òàêæå çàêëþ÷èòü, ÷òî d = δ = c = 0. Èòîãî, ìû èìååì
ìàòðèöó 

1 a b 0 0 0 0
0 0 0 0 p q r
0 α β γ 0 0 0
0 0 0 η ν µ 0

 , (8.3)
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ñ óñëîâèÿìè 

2br + γµ = 0,

5ar + 3bq + 3βµ+ γν = 0,

2aq + bp+ 3r + 2αµ+ βν = 0,

3ap+ 5q + 3αν + βη = 0,

2p+ αη = 0,

ᾱr + µ = 0.

(8.4)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè p = p̃eix, r = r̃eiy è µ = µ̃eiw ïîêàçàòåëüíûå ôîðìû
÷èñåë p, r è µ, òî äåéñòâèÿ{

ω(z) = exp(i(x−y2 ))z,

g = diag{exp(i 3x−2y
2 ), exp(−i 3x−2y

2 ), exp(i 2x−3y+2w
2 ), exp(−i 2x−3y+2w

2 )}

è óìíîæåíèå íà exp(i 2y−3x
2 ) îñòàâëÿþò ìàòðèöó (8.3) â òîì æå âèäå, íî ñ äåé-

ñòâèòåëüíûìè p, r è µ. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ òåïåðü ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ
èç (8.4), çàêëþ÷àåì, ÷òî α è η òàêæå äåéñòâèòåëüíûå. Ïðîâåðÿÿ òåïåðü ñîãëà-
ñîâàííîñòü ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, íàõîäèì,
÷òî γ äåéñòâèòåëüíàÿ è ðàâíà ηr. Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óñëîâèÿ èç (8.4), b òàêæå
äåéñòâèòåëüíàÿ. Äàëüíåéøàÿ ïðîâåðêà íà ñîãëàñîâàííîñòü ñ àíòèïîäàëüíîé
èíâîëþöèåé íà âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ïðÿìîé ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì{

ν = β̄r − āαr − αq,
β̄ = aηr + q̄η − νr.

(8.5)

èç êîòîðûõ ìîæíî íåìåäëåííî ïîëó÷èòü{
ν = aηr2+q̄ηr−āαr−αq

r2+1 ,

β = āηr+qη+aαr2+αq̄r
r2+1 .

(8.6)

Èç ñîîòíîøåíèé (8.6) è (8.4) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ëèáî η = 0, íî òîãäà
ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò, ëèáî q (à ñ íåé è âñå îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå) äåéñòâè-
òåëüíàÿ, ëèáî q (à ñ íåé è β, ν, a) ÷èñòî ìíèìàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé ÷èñòî
ìíèìûõ β, ν, a, q ïðèâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ âåùåñòâåííûõ β, ν, a, q. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ω(z) = iz, g = diag{1, 1, i,−i}. Ïîýòîìó îñòàåò-
ñÿ ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì âñå ïåðåìåííûå âåùåñòâåííûå. Íàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ,
èìåþùèåñÿ íà äàííûé ìîìåíò.

2br + γµ = 0,

5ar + 3bq + 3βµ+ γν = 0,

2aq + bp+ 3r + 2αµ+ βν = 0,

3ap+ 5q + 3αν + βη = 0,

2p+ αη = 0,

αr + µ = 0,

γ = ηr,

ν = aηr2+qηr−aαr−αq
r2+1 ,

β = aηr+qη+aαr2+αqr
r2+1 .

(8.7)

Íàïèøåì óðàâíåíèå íà îñîáûå òî÷êè

12brz4 + (20ar− 2γν)z3 + (12aq+ 12αµ+ 48r)z2 + (20q− 2βη)z+ 12p = 0. (8.8)
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Åñëè ïîëîæèòü p = b = 0, ò.å. ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 4-ûõ îñîáûõ òî÷åê, òî ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò. Ïîýòîìó, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p, b 6= 0.
Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (8.7) âåùåñòâåííûå, òî êîðíè ëèáî âå-
ùåñòâåííûå, ëèáî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî êîðíè äîëæíû
ðàçáèâàòüñÿ íà 2 ïàðû àíòèïîäàëüíûõ, âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1) Îäèí èç êîðíåé (8.8) íå ëåæèò íè íà äåéñòâèòåëüíîé íè íà ìíèìîé îñè
è ðàâåí z1 = x · exp(iϕ). Àíòèïîäàëüíûé ê íåìó z2 = − exp(iϕ)

x , êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûé z3 = x · exp(−iϕ), êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé ê àíòèïîäàëüíîìó
z4 = − exp(−iϕ)

x . Ïåðåìíîæèâ èõ ïîëó÷èì z1 · z2 · z3 · z4 = 1⇒ p = br.
2) Âñå êîðíè (8.8) ëåæàò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òîãäà z1 = x, z2 = − 1

x , z3 =

y, z4 = − 1
y . Ïåðåìíîæèâ èõ ïîëó÷èì z1 · z2 · z3 · z4 = 1⇒ p = br.

3) Âñå êîðíè (8.8) ëåæàò íà ìíèìîé îñè. Òîãäà z1 = ix, z2 = − i
x , z3 =

iy, z4 = − i
y . Ïåðåìíîæèâ èõ ïîëó÷èì z1 · z2 · z3 · z4 = 1⇒ p = br.

4) Äâà êîðíÿ (8.8) ëåæàò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè è äâà íà ìíèìîé. Òîãäà
z1 = x, z2 = − 1

x , z3 = i, z4 = −i. Ïåðåìíîæèâ èõ ïîëó÷èì z1 · z2 · z3 · z4 = −1⇒
p = −br.
Èç óðàâíåíèé (8.7) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî b = −pr. È åñëè p = br, òî p =
−pr2 ⇒ p(1 + r2)⇒ p = b = 0. Ñëåäîâàòåëüíî îñòàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé 4), â êî-
òîðîì p = −br ⇒ p = pr2 ⇒ p(1−r2) = 0⇒ r = ±1. Ñëó÷àé r = −1 ïðèâîäèòñÿ
ê ñëó÷àþ r = 1 íàïðèìåð äåéñòâèåì g = diag{−i, i,−i, i} è óìíîæåíèåì íà i.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé r = 1. Ïîäñòàâèâ êîðíè i è −i
â (8.8) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà{

aq + αµ+ 4 = 0,

10a− 10q + βη − γν = 0.
(8.9)

Èç ðàâåíñòâ (8.9) è (8.7) ìîæíî òîãäà çàêëþ÷èòü, ÷òî p = −b, µ = −α, γ =
η, a = q, ν = β è αa = 0. Òîãäà ëèáî a = q = ν = β = 0 è b2 + 5 = 0, ëèáî
α = µ = 0⇒ p = b = 0 è, êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò íàøå äîêàçàòåëüñòâî. �

9. Ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àè ñòåïåíåé 3, 4, 5 è 6. Â ñëó÷àÿõ ñòåïåíåé 3 è 5 ìû
íàøëè êàíîíè÷åñêèå ôîðìû òâèñòîðíûõ ïîäíÿòèé è äîêàçàëè ñâÿçíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâ ýòèõ ïîäíÿòèé. Â ñëó÷àÿõ ñòåïåíåé 4 è 6 ìû ïîêàçàëè, ÷òî òàêèõ
îòîáðàæåíèé íå ñóùåñòâóåò. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ÷åòíîé ñòåïåíè, è î òîì, êàê âûãëÿäÿò îòîáðàæå-
íèÿ ïðîèçâîëüíûõ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ïðåäïîëîæå-
íèé íàì ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíåíèå ê òåîðåìå 1.4.

Òåîðåìà 9.1. (Áðàéàíò [4]).
Ïóñòü ψ̂ : S2 → CP 3 ëèíåéíî ïîëíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ àíòèãîëîìîðôíàÿ

êðèâàÿ, òîãäà φ = πψ̂ : S2 → S4 ëèíåéíî ïîëíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.
Íàîáîðîò, êàæäîå ëèíåéíî ïîëíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå φ : S2 → S4

ïîëó÷àåòñÿ êàê ±πψ̂, äëÿ íåêîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîé ëèíåéíî ïîëíîé

ãîðèçîíòàëüíîé àíòèãîëîìîðôíîé êðèâîé ψ̂, íàçûâàåìîé òâèñòîðíûì àíòè-
ãîëîìîðôíûì ïîäíÿòèåì φ.
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Áîëåå òîãî, åñëè ψ = [f ] = [f1, f2, f3, f4] ãîëîìîðôíîå òâèñòîðíîå ïîäíÿ-

òèå φ, òî ψ̂ = ψ̄J = [f̄J ] = [f̄2,−f̄1, f̄4,−f̄3] àíòèãîëîìîðôíîå òâèñòîðíîå
ïîäíÿòèå φ [7].

Äëÿ f(z) = (f1(z), f2(z), f3(z), f4(z)) ñòåïåíè n îáîçíà÷èì

f̃(z) = (f̃1(z), f̃2(z), f̃3(z), f̃4(z)) =
= (z̄nf1(−1/z̄), z̄nf2(−1/z̄), z̄nf3(−1/z̄), z̄nf4(−1/z̄)).

Òîãäà [f̃(z)] çàäàåò àíòèãîëîìîðôíóþ êðèâóþ â CP 3.

Òåîðåìà 9.2. Íå ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè â ÷åòûðåõìåðíóþ ñôåðó ÷¼òíûõ ñòåïåíåé, ò.å. ïðîñòðàíñòâà
AHarmLF

n (S4) ïóñòû ïðè ÷¼òíîì n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâóþò. Âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå RP 2 → S4 ÷¼òíîé ñòåïåíè n, ò.å. èí-
âàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèè ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæå-
íèå φ : S2 → S4 ñòåïåíè n. Âçÿâ êîìïîçèöèþ åãî ãîëîìîðôíîãî òâèñòîðíîãî
ïîäíÿòèÿ ψ = [f(z)] = [f1(z), f2(z), f3(z), f4(z)] ñ àíòèïîäàëüíîé èíâîëþöèåé S2

ïîëó÷èì àíòèãîëîìîðôíîå òâèñòîðíîå ïîäíÿòèå ψ̃ = [̃f(z)]. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó

9.1 ïîëó÷èì ψ = − ¯̃
ψJ . Òîãäà

g(z) · f(z) = g(z) · (f1(z), f2(z), f3(z), f4(z)) =

= −f̃(z)J = (−f̃2(z), f̃1(z),−f̃4(z), f̃3(z)),
(9.1)

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g(z) íà S2. Ïîêàæåì, ÷òî g(z) ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ.
Èç (9.1) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

g(z) =
−f̃2(z)

f1(z)
=
f̃1(z)

f2(z)
=
−f̃4(z)

f3(z)
=
f̃3(z)

f4(z)
. (9.2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f̃i(z) (i = 1, 2, 3, 4) ïîëèíîìû îò z ñòåïåíè íå âûøå n, ïî-
ýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè íà C. Â ñâîþ î÷åðåäü fi(z)
(i = 1, 2, 3, 4) íå èìåþò îáùèõ êîðíåé è ïîòîìó g(z) ãîëîìîðôíà íà C. Ïî
îïðåäåëåíèþ ñðåäè fi(z) (i = 1, 2, 3, 4) íàéäåòñÿ ïîëèíîì ñòåïåíè n è èç (9.2)
ñëåäóåò, ÷òî g(z) ãîëîìîðôíà òàê æå è íà∞. Òàêèì îáðàçîì g(z) ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ íà S2, à ïîòîìó g(z) = 1

β = const 6= 0.

Ïîñêîëüêó fi(z) = a0
i + a1

i z + . . . + ajiz
j + . . . + ani z

n, (i = 1, 2, 3, 4) èìååì

f̃i(z) = (−1)nani +(−1)n−1an−1
i z+ . . .+(−1)n−jan−ji zj + . . .+a0

i z
n, (i = 1, 2, 3, 4).

Ó÷èòûâàÿ (9.2) ìîæåì íàïèñàòü
an1 = −βa0

2, a0
2 = (−1)nβan1 ,

an2 = βa0
1, a0

1 = (−1)n+1βan2 ,

an3 = −βa0
4, a0

4 = (−1)nβan3 ,

an4 = βa0
3, a0

3 = (−1)n+1βan4 .

(9.3)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü äëÿ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ani =
(−1)n+1|β|2ani è ïîñêîëüêó n ÷¼òíîå ani = −|β|2ani . Ýòî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà
ani = 0 (i = 1, 2, 3, 4), íî òîãäà ñòåïåíü êðèâîé ïàäàåò è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâî-
ðå÷èå, êîòîðîå è äîêàçûâàåò òåîðåìó. �
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Çàìå÷àíèå 9.3. Â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî n äëÿ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì
ani = |β|2ani , îòêóäà |β| = 1 è β = exp(iβ̃) äëÿ íåêîòîðîãî β̃. Åñëè òåïåðü

ïîäåéñòâîâàòü íà êðèâóþ ïîâîðîòîì ω(z) = exp(−i β̃n )z, òî ïîëó÷èòñÿ êðèâàÿ ñ
β = 1. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êðèâàÿ íå÷åòíîé ñòåïåíè ïîäõîäÿùèì ïîâîðîòîì

ïðèâîäèòñÿ ê êðèâîé âèäà ψ = [f(z)] = [f1(z), f̃1(z), f3(z), f̃3(z)].

Áëàãîäàðíîñòè: Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Àëåêñåþ Âèêòîðîâè÷ó Ïåíñêîìó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå çà åãî ïðåêðàñíûé
ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî ñïåêòðàëüíîé ãåîìåòðèè â ÍÌÓ.
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