
ÐÀÇÐÅÇÀÍÈß ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÀ ÍÀ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÈ
Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ ÑÒÎÐÎÍ

Øàðîâ Ô¼äîð, ñòóäåíò òðåòüåãî êóðñà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ

1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó: äàí íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ; êàêèå ôèãóðû ìîæ-
íî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè, ïîäîáíûå äàííûì? Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à â öåëîì ñëîæíà, äî
ñèõ ïîð íå èìååò ðåøåíèÿ è âðÿä ëè ìîæåò áûòü â ðàçóìíîì ñìûñëå ðåøåíà â îáùåì âèäå. Îä-
íàêî, äîâîëüíî èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýòîé îáùåé ïðîáëåìû. Â
íàøåé ñòàòüå ìû âûÿñíèì êàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïîäîáíûå n äàííûì ïðè
óñëîâèè, ÷òî îòíîøåíèÿ ñòîðîí äàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó íàøåé ñòàòüè.
Òåîðåìà 1 (îñíîâíàÿ). Ïóñòü x1 = a1 + b1

√
p, . . . , xn = an + bn

√
p � òàêèå ÷èñëà, ÷òî

xi > 0, ai, bi, p ∈ Q (1 6 i 6 n) è
√
p /∈ Q. Òîãäà:

1) åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà i è j, ÷òî 1 6 i, j 6 n è (ai − bi
√
p)(aj − bj

√
p) < 0, òî ïðÿ-

ìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí z ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè
ñòîðîí x1, . . . , xn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

z ∈ {e+ f
√
p > 0 | e, f ∈ Q} ;

à)

á)

-
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Ðèñ. 1.

2) åñëè äëÿ âñåõ i (1 6 i 6 n) ai − bi
√
p > 0, òî ïðÿìîóãîëüíèê ñ

îòíîøåíèåì ñòîðîí z ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îò-
íîøåíèÿìè ñòîðîí x1, . . . , xn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

z ∈
{
e+ f

√
p | e, f ∈ Q, e > 0,

|f |
e

6 max
i

|bi|
ai

}
=:M(x1, . . . , xn);

3) åñëè äëÿ âñåõ i (1 6 i 6 n) ai − bi
√
p < 0, òî ïðÿìîóãîëüíèê ñ

îòíîøåíèåì ñòîðîí z ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îò-
íîøåíèÿìè ñòîðîí x1, . . . , xn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

z ∈
{
e+ f

√
p | e, f ∈ Q, f > 0,

|e|
f

6 max
i

|ai|
bi

}
=: N(x1, . . . , xn).

Óñëîâèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ïóíêòîâ òåîðåìû èìåþò ïðîñòîé
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. ×èñëî âèäà z = e+ f

√
p èçîáðàçèì íà äå-

êàðòîâîé ïëîñêîñòè â âèäå âåêòîðà ñ íà÷àëîì â òî÷êå (0, 0) è
êîíöîì â òî÷êå (e, f). Íà ðèñ. 1.à ïîêàçàí ñëó÷àé, êîãäà n = 2,
a1 − b1

√
p < 0 è a2 − b2

√
p < 0: çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì N(x1, x2). Ýòî íàèìåíüøàÿ ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëü-
íî îñè Of îáëàñòü, êîòîðàÿ ¾ñîäåðæèò¿ âñå âåêòîðû (ai, bi), îòëî-
æåííûå èç òî÷êè (0, 0). Àíàëîãè÷íî íà ðèñ. 1.á ïîêàçàí ñëó÷àé, êî-

ãäà n = 2, a1 − b1
√
p > 0 è a2 − b2

√
p > 0: çäåñü çàøòðèõîâàíî ìíîæåñòâî M(x1, x2), ñèììåòðè÷-

íîå îòíîñèòåëüíî îñè Oe.
Ãëÿäÿ íà ðèñ. 1.à, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

x1 = a1 − b1
√
p < 0, x2 = a2 − b2

√
p < 0 è |a1|/b1 > |a2|/b2, òî ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøå-

íèåì ñòîðîí z ∈ N(x1, x2) ìîæíî ñëîæèòü ëèøü èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí x1:

|e|
f

6 max

(
|a1|
b1
,
|a2|
b2

)
=
|a1|
b1
.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå N(x1, x2) = N(x1). Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
âòîðîãî ïóíêòà îñíîâíîé òåîðåìû.
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2. Îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ìíîãèå ìàòåìàòèêè çàíèìàëèñü îáñóæäàåìîé ïðîáëåìîé (ñì. [1�10]). Íèæå ïðèâåäåíû
íåñêîëüêî èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 2 (Äåí, 1903, ñì. [3]). Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà êâàäðàòû (íå îáÿçà-
òåëüíî ðàâíûå), òî îòíîøåíèå åãî ñòîðîí ðàöèîíàëüíî.

Òåîðåìà 3 (Äåí, 1903, ñì. òåîðåìó 1 â [4]). Åñëè ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí x
ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí x1, x2, . . . , xn, òî ÷èñëî x ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëà x1, x2, . . . , xn ñ ïîìîùüþ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.

Ó òåîðåì 2 è 3 ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå äîêàçàòåëüñòâà: òåîðåìà 2 äîêàçàíà â [1] ïîä
íàçâàíèåì ¾òåîðåìà Äåíà¿, òåîðåìà 3 äîêàçàíà â [2], íî íå ñôîðìóëèðîâàíà òàì ÿâíî: å¼ äî-
êàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç äâóõ ðåçóëüòàòîâ: òåîðåìû î ñîïðîòèâëåíèè öåïè è îòíîøåíèè
ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà è ëåììû î ñîïðîòèâëåíèè öåïè.

Òåîðåìà 4 (Ëàñêîâè÷, Ðèíí, Ñåêåðåø, Ôðàéëèíã, 1994, ñì. [5, 8]). Äëÿ ÷èñëà r > 0
ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí r;
2) äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ci âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

c1r +
1

c2r +
1

c3r + . . .+
1

cnr

= 1;

3) ÷èñëî r ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ó êîòîðîãî âñå
êîìïëåêñíûå êîðíè èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü.

×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ëàñêîâè÷à-Ðèííà-Ñåêåðåøà-Ôðàéëèíãà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà, ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðèâåäåíî â [2].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü x = a+ b
√
2 > 0, ãäå a, b ∈ Q. Òîãäà èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèåì

ñòîðîí x ìîæíî ñîñòàâèòü êâàäðàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a− b
√
2 > 0.

Â ñòàòüå [4] Ôðàéëèíã, Ëàñêîâè÷ è Ðèíí ñâåëè çàäà÷ó î ðàçðåçàíèè ïðÿìîóãîëüíèêà íà
ïðÿìîóãîëüíèêè, ïîäîáíûå äàííîìó, ê ñëîæíîé àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìå � îíè äàëè àëãåá-
ðàè÷åñêèé êðèòåðèé âîçìîæíîñòè ðàçðåçàíèÿ, ïðàâäà, íå äàþùèé àëãîðèòìà ïðîâåðêè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðàçðåçàíèÿ. Íî çàòî ýòî ïîçâîëèëî èì ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
îòíîøåíèÿ ñòîðîí ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè. Âîò èõ òåîðåìà (òåîðåìà 7
â [4]) â ôîðìóëèðîâêå, ðàâíîñèëüíîé àâòîðñêîé.

Òåîðåìà 6 (Ôðàéëèíã, Ëàñêîâè÷, Ðèíí, 1997). Ïóñòü u = α + β
√
p > 0, ãäå α, β, p ∈ Q

è β
√
p /∈ Q. È ïóñòü v = δu+ γ äëÿ íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ γ è δ. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíèê ñ

îòíîøåíèåì ñòîðîí v ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí u òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
1) γ = 0 è δ > 0;

2) α 6= 0,
γ(α2 − β2p)

α
> 0 è δ +

γ

2α
> 0.

Ê. Êèòèíã è Äæ.Ë. Êèíã ðåøèëè áëèçêóþ ê ïîñòàâëåííîé â íà÷àëå ñòàòüè çàäà÷ó � î ðàçðå-
çàíèè ïðÿìîóãîëüíèêà íà ïðÿìîóãîëüíèêè è òàê íàçûâàåìûå ¾àíòèïðÿìîóãîëüíèêè¿ (ñì. [6, 7]).

3. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñíà÷àëà äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1. Îòíîøåíèåì ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b áóäåì íàçûâàòü

êàæäîå èç ÷èñåë a/b è b/a.
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Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü Q+, ìíîæåñòâî
Q+ ∪ {0} áóäåì îáîçíà÷àòü Q+

0 , ìíîæåñòâî âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áó-
äåì îáîçíà÷àòü Q−. Àíàëîãè÷íî äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ R+ := {r ∈ R | r > 0} è
R− := {r ∈ R | r < 0}.

Îïðåäåëåíèå 2. Âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = a+ b
√
p ñ ðàöèîíàëü-

íûì ïîëîæèòåëüíûì p, òàêèì, ÷òî p íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, è ðàöèîíàëü-
íûìè a è b, íàçûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè (ÊÈ×) èëè êâàäðàòè÷íû-
ìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè. Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé x = a+ b

√
p ïðè

ôèêñèðîâàííîì p áóäåì îáîçíà÷àòü Q
[√
p
]
. Ìíîæåñòâî âñåõ ÊÈ× x = a+ b

√
p ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè a è b ïðè ôèêñèðîâàííîì p áóäåì îáîçíà÷àòü Q+
[√
p
]
.

à)

á)

Ðèñ. 2.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëþáîå ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà îäèí
ïðÿìîóãîëüíèê (òî åñòü, êîãäà ðàçðåçàíèå íå ïðîèçâîäèòñÿ âî-
âñå) áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûì. Äàëåå òðèâèàëüíûå ðàçðåçà-
íèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè: åñëè äàíû äâà òðèâèàëüíûõ ðàç-
ðåçàíèÿ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1 è P2 ñ îáùåé ñòîðîíîé, íî áåç
îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî ðàçðåçàíèå èõ îáúåäèíåíèÿ, ïîëó÷åí-
íîå îáúåäèíåíèåì äàííûõ ðàçðåçàíèé ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1 è P2,
òàêæå áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûì.

Íà ðèñ. 2.à èçîáðàæåíî òðèâèàëüíîå ðàçðåçàíèå, íà ðèñ. 2.á
� íåòðèâèàëüíîå. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, íóæíî ïðåäñòàâèòü ðàç-
ðåçàåìûé ïðÿìîóãîëüíèê â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ëèñòà áóìàãè ñ

íàðèñîâàííûì íà í¼ì ðàçáèåíèåì íà ïðÿìîóãîëüíèêè. Ýòîò áóìàæíûé ïðÿìîóãîëüíèê ðàç-
ðåøàåòñÿ ðàçðåçàòü âäîëü ëþáîãî îòðåçêà íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîòîì ïðîèçâîäèòü òàêèå
îïåðàöèè ïî-îòäåëüíîñòè ñ êàæäîé èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé, è òàê äàëåå. Åñëè òàêèì îáðàçîì
ìîæíî ðåàëèçîâàòü èñõîäíîå ðàçáèåíèå, òî ðàçðåçàíèå áóäåò òðèâèàëüíûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(x1, . . . , xn) ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë z, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ñ îò-
íîøåíèåì ñòîðîí z ìîæíî òðèâèàëüíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòî-
ðîí x1, . . . , xn. Àíàëîãè÷íî ÷åðåç B(x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë z, ÷òî
ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí z ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè
ñòîðîí x1, . . . , xn (íå îáÿçàòåëüíî òðèâèàëüíûì îáðàçîì). Î÷åâèäíî, ÷òî A(x, y) ⊂ B(x, y).

4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ òðèâèàëüíûõ ðàçðåçàíèé.

Îñíîâíóþ òåîðåìó ìû äîêàæåì ñíà÷àëà äëÿ ñëó÷àÿ òðèâèàëüíûõ ðàçðåçàíèé. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû íóæíî çàìåíèòü ñëîâî ¾ðàçðåçàòü¿ íà ñëîâîñî÷åòàíèå ¾òðèâèàëü-
íî ðàçðåçàòü¿. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî íà ýëåìåíòàðíîì ÿçûêå è ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì,
÷åì îáùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äàëåå â ñòàòüå ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó è äëÿ ëþáûõ
ðàçðåçàíèé, íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óæå áóäåì èñïîëüçîâàòü íåýëåìåíòàðíûå ñðåäñòâà.

Èòàê, ïðåæäå âñåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëè-
ðîâàííûõ â âèäå ëåìì 1�6.

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî A(x1, . . . , xn) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, òî åñòü äëÿ ëþ-
áûõ ÷èñåë a, b ∈ A(x1, . . . , xn) âûïîëíåíî (a+ b) ∈ A(x1, . . . , xn).

JÄåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a, b ∈ A(x, y). Çàìåòèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí x1, . . . , xn ìû ìîæåì òðèâèàëüíî ñîñòàâèòü ëþáûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ
îòíîøåíèÿìè ñòîðîí a è b, â òîì ÷èñëå ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1 è a è ïðÿìîóãîëüíèê
ñî ñòîðîíàìè 1 è b. Ïðèëîæèì ýòè äâà ïðÿìîóãîëüíèêà äðóã ê äðóãó ïî ñòîðîíå 1. Ïîëó÷èì
ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1 è a+ b.I

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî A(x1, . . . , xn) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ îá-
ðàòíîãî ÷èñëà ïî óìíîæåíèþ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ A(x1, . . . , xn) âûïîëíå-
íî a−1 ∈ A(x1, . . . , xn).
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JÄåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè ÷èñëî a � îòíîøåíèå ñòîðîí íåêîòîðîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà, òî ÷èñëî a−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñòîðîí òîãî æå ïðÿìîóãîëüíèêà.I

Ëåììà 3. Ìíîæåñòâî A(x1, . . . , xn) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëü-
íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ A(x1, . . . , xn) è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà q ∈ Q+

âûïîëíåíî aq ∈ A(x1, . . . , xn).p p p

p p p
ppp ppp

1

1

1

1
a a aa

ma

n

Ðèñ. 3.

JÄåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a ∈ A(x1, . . . , xn) è q = m
n
, ãäå m,n ∈ N.

Ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè n è ma, îòíîøåíèå ñòîðîí êîòîðîãî
ðàâíî ma

n
= qa, ìîæíî òðèâèàëüíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñî

ñòîðîíàìè 1 è a (ñì. ðèñ. 3), à ó ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíî-
øåíèÿìè ñòîðîí x1, . . . , xn, òàê êàê a ∈ A(x1, . . . , xn).I

Ëåììà 4. Ïóñòü (a− b√p) ∈ Q [
√
p] ∩ R+. Òîãäà èç ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí x = a+ b
√
p ìîæíî òðèâèàëüíî ñëî-

æèòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàöèîíàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì îò-
íîøåíèåì ñòîðîí è ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí a− b√p.

JÑíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìîæíî ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí a− b√p. Ïî
ëåììå 2 èìååì

a−b√p
a2−pb2 = 1

a+b
√
p
= 1

x
∈ A(x). Òàê êàê (a2 − pb2) ∈ Q+, òî ïî ëåììå 3 ïîëó÷àåì

(a− b√p) ∈ A(x), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ìîæíî ñëîæèòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàöèîíàëüíûì ïîëîæèòåëü-

íûì îòíîøåíèåì ñòîðîí. Ïî ëåììå 1 ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 2a ìîæíî òðè-
âèàëüíî ñëîæèòü èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí a− b√p è a+ b

√
p (òàê

êàê (a− b√p) + (a+ b
√
p) = 2a). Èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 2a ∈ Q+ ïî ëåììå 3

ìîæíî òðèâèàëüííî ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê ñ ëþáûì ðàöèîíàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì îòíîøå-
íèåì ñòîðîí.I

Ëåììà 5. Ïóñòü (a− b√p) ∈ Q [
√
p] ∩ R−. Òîãäà èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí

x = a+ b
√
p ìîæíî òðèâèàëüíî ñëîæèòü ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí q

√
p

(ãäå q ∈ Q+) è ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí b
√
p− a.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4 � îñòàâëÿåì åãî ÷èòàòåëþ.
Ëåììà 6. Ïóñòü ìíîæåñòâî P çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è îïåðàöèè

âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ. Òîãäà åñëè x1, . . . , xn ∈ P , òî P ⊃ A(x1, . . . , xn).
JÏðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí x1, . . . , xn áóäåì íàçûâàòü áàçîâûìè. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ïðîâåä�åì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó áàçîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ðàçáèåíèè.
Áàçà èíäóêöèè. Èç îäíîãî áàçîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ìîæíî òðèâèàëüíî ñëîæèòü ëèøü ïðÿ-

ìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí x1, . . . , xn,
1
x1
, . . . , 1

xn
. Ïî óñëîâèþ ëåììû x1, . . . , xn ∈ P . Ïî

äðóãîìó óñëîâèþ ëåììû ìíîæåñòâî P çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî
óìíîæåíèþ � ïîýòîìó 1

x1
, . . . , 1

xn
∈ P . Çíà÷èò, áàçà èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ.

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, âñå ïðÿìîóãîëüíèêè, êîòîðûå ìîæíî òðèâèàëüíî ñëîæèòü
èç k ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îòíîøåíèÿìè ñòîðîí x1, . . . , xn, èìåþò îòíîøåíèÿ ñòîðîí, ïðèíàäëå-
æàùèå ìíîæåñòâó P . Ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèêABCD, òðèâèàëüíî ñîñòàâëåííûé èç k + 1 áàçîâîãî

A

B

D

C

F

E

Ðèñ. 4.

ïðÿìîóãîëüíèêà, ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà, òðè-
âèàëüíî ñîñòàâëåííûå èç áàçîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàæäûé èç
ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áóäåò ðàçðåçàí íå áîëåå ÷åì íà k
áàçîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
îòíîøåíèÿ ñòîðîí êàæäîãî èç íèõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó P .
Íàéä�åì îòíîøåíèÿ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD (ñì. ðèñ. 4).
Îí ðàçðåçàí íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà � ABEF è ECDF . Òàê
êàê BE

AB
, EC
CD
∈ P , òî BC

AB
= BE

AB
+ EC

CD
∈ P (èç çàìêíóòîñòè P ïî ñëî-

æåíèþ) è AB
BC

=
(
BC
AB

)−1 ∈ P (èç çàìêíóòîñòè P îòíîñèòåëüíî îïå-
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ðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî P ⊃ A(x1, . . . , xn).I
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ òðèâèàëüíûõ ðàçðåçàíèé. Äîêàæåì ïåð-

âûé ïóíêò òåîðåìû. Ïî óñëîâèþ ýòîãî ïóíêòà ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ÷èñëà i è j,
÷òî 1 6 i, j 6 n, ai − bi

√
p > 0, à cj − dj

√
p < 0.

Äîêàæåì, ÷òî P := Q [
√
p] ∩ R+ ⊂ A(x1, . . . , xn). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå z = (e+ f

√
p) ∈ P .

Ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: e > 0, f > 0. Ïî ëåììàì 4 è 5 èìååì e, f

√
p ∈ A(x1, . . . , xn), ñëåäîâàòåëü-

íî, e+ f
√
p ∈ A(x1, . . . , xn) ïî ëåììå 1.

Ñëó÷àé 2: e < 0 (î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì f > 0 è pf 2 − e2 > 0). Òî-

ãäà 1
z
=
−e+f

√
p

pf2−e2 ∈ Q+
[√
p
]
⊂ A(x1, . . . , xn) (ïî ñëó÷àþ 1), è ïî ëåììå 2 ïîëó÷àåì,

÷òî z ∈ A(x1, . . . , xn).
Ñëó÷àé 3: f < 0 (î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì e > 0 è e2 − pf 2 > 0). Òî-

ãäà 1
z
=

e−f√p
e2−pf2 ∈ Q+

[√
p
]
⊂ A(x1, . . . , xn) (ïî ñëó÷àþ 1), è ïî ëåììå 2 ïîëó÷àåì,

÷òî z ∈ A(x1, . . . , xn).
Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî P çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî

ïî óìíîæåíèþ. Òîãäà, òàê êàê x1, . . . , xn ∈ P , òî ïî ëåììå 6 âûïîëíåíî P ⊃ A(x1, . . . , xn).
Ìû äîêàçàëè, ÷òî P ⊃ A(x1, . . . , xn) è P ⊂ A(x1, . . . , xn), ñëåäîâàòåëüíî, P = A(x1, . . . , xn).

Ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû äîêàçàí.
Äîêàæåì âòîðîé ïóíêò òåîðåìû. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî M(x1, . . . , xn) ⊂ A(x1, . . . , xn). Äëÿ

îïðåäåë�åííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |b1|/a1 = max
i

(|bi|/ai), 1 6 i 6 n. Åñëè b1 = 0, òî âñå ÷èñ-

ëà x1, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, M(x1, . . . , xn) = Q+, à Q+ ⊂ A(x1, . . . , xn) ïî ëåììå 3.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b1 6= 0.

Ïóñòü z = (e+ f
√
p) ∈M(x1, . . . , xn). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû e ∈ Q+, f ∈ Q è |f |/e 6 |b1|/a1.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: f ∈ Q+

0 . Äîêàæåì, ÷òî

z = e+ f
√
p =

f

|b1|
(a1 + |b1|

√
p) +

(
e− fa1
|b1|

)
∈ A(x1, . . . , xn).

Äåéñòâèòåëüíî,
(
e− fa1

|b1|

)
∈ Q+

0 (òàê êàê |f |
e
6 |b1|

a1
) è f

|b1| ∈ Q+
0 (òàê êàê f ∈ Q+

0 ). Ïî ëåììå 4

âûïîëíåíî (a1 − b1
√
p) ∈ A(x1, . . . , xn). Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà (a1 ± |b1|

√
p) ∈ A(x1, . . . , xn) è ïî

ëåììå 1 ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî 2a1 ∈ A(x1, . . . , xn), îòêóäà ïî ëåììå 3 äëÿ ëþ-
áûõ q ∈ Q+ âûïîëíåíî q ∈ A(x1, . . . , xn). Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ëåììû 1 è 3, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ñëó÷àé 2: f ∈ Q−. Äîêàæåì, ÷òî

z = e+ f
√
p =

|f |
|b1|

(a1 − |b1|
√
p) +

(
e− |f |a1

|b1|

)
∈ A(x1, . . . , xn).

Äåéñòâèòåëüíî,
(
e− |f |a1|b1|

)
∈ Q+

0 (òàê êàê |f |
e
6 |b1|

a1
) è |f |

|b1| ∈ Q+. Ïðèìåíÿÿ ëåììû 1 è 3, ïî-

ëó÷àåì òðåáóåìîå.
Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå åñëè z ∈M(x1, . . . , xn), òî z ∈ A(x1, . . . , xn), òî

åñòü M(x1, . . . , xn) ⊂ A(x1, . . . , xn).
Òåïåðü ïðîâåðèì âêëþ÷åíèåM(x1, . . . , xn) ⊃ A(x1, . . . , xn). Ïî ëåììå 6 äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà M(x1, . . . , xn) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âçÿòèÿ
îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî M(x1, . . . , xn) çàìêíóòî ïî ñëîæåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü (e+ f
√
p), (g + h

√
p) ∈M(x1, . . . , xn). Òîãäà |f | 6 e |b|

a
è |h| 6 g |b|

a
. Ñëîæèâ ýòè íåðàâåí-
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ñòâà, ïîëó÷èì |f + h| 6 |f |+ |h| 6 (e+ g) |b|
a
. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, (e+ g) ∈ Q+ è (f + h) ∈ Q.

Ñëåäîâàòåëüíî, [(e+ g) + (f + h)
√
p] ∈M(x1, . . . , xn).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî M(x1, . . . , xn) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî

óìíîæåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (e+ f
√
p) ∈M(x1, . . . , xn). Òîãäà

1
e+f
√
p
=

e−f√p
e2−pf2 . Î÷åâèäíî,

÷òî ýòî ÷èñëî òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M(x1, . . . , xn).
Òàêèì îáðàçîì, M(x, y) ⊃ A(x1, . . . , xn) è M(x1, . . . , xn) ⊂ A(x1, . . . , xn), ñëåäîâàòåëü-

íî, M(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn). Âòîðîé ïóíêò íàøåé òåîðåìû äîêàçàí.
Äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåãî ïóíêòà òåîðåìû ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî

ïóíêòà (âìåñòî ëåììû 4 íóæíî èñïîëüçîâàòü ëåììó 5).

5. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå, òî åñòü áåç ïðåäïîëîæåíèÿ
òðèâèàëüíîñòè ðàçðåçàíèé. Äëÿ ýòîãî íàì ñíîâà ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü äâå âñïîìîãàòåëüíûå
ëåììû.

Ëåììà 7. Åñëè x1, . . . , xn ∈ Q [
√
p] ∩ R+, òî B(x1, . . . , xn) ⊂ Q [

√
p] ∩ R+.

JÄåéñòâèòåëüíî, åñëè x1, . . . , xn ∈ Q [
√
p], òî ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Q [

√
p] çàìêíóòî îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, ïî òåîðåìå 3 ïîëó÷àåì,
÷òî z ∈ Q [

√
p]. ×èñëî z � îòíîøåíèå ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ z > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, B(x1, . . . , xn) ⊂ Q [
√
p] ∩ R+.I

Ñëåäóþùàÿ ëåììà 8 ýêâèâàëåíòíà òåîðåìå 6, íî èìååò ÷óòü áîëüøóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè.
Ïî ñóòè, ëåììà 8 ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 6 íà íàøåì ¾ÿçûêå¿.

Ëåììà 8. Ïóñòü u = a+ b
√
p � ïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Òîãäà:

1) åñëè a− b√p > 0, òî ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí v ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìî-
óãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v ∈
{
e+ f

√
p | e ∈ Q+, f ∈ Q,

|f |
e

6
|b|
a

}
=M(u);

2) åñëè a− b√p < 0, òî ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí v ìîæíî ðàçðåçàòü íà ïðÿìî-
óãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v ∈
{
e+ f

√
p | f ∈ Q+, e ∈ Q,

|e|
f

6
|a|
b

}
= N(u).

JÅñëè b = 0, òî ëåììà 8 âûïîëíåíà ïî òåîðåìå 3. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b 6= 0.
Îáîçíà÷èì α = a, β = b 6= 0. Ëåììó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðè óñëîâèè, êîãäà v ∈ Q [

√
p],

ïîòîìó ÷òî ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî âûïîëíåíî êàê ïðè v ∈M(u) èëè v ∈ N(u), òàê è
ïðè v ∈ B(u) (ïî ëåììå 7). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà γ è δ, ÷òî
v = δu+ γ = δβ

√
p+ δα + γ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: êîãäà α− β√p > 0 è êîãäà α− β√p < 0.

1) Ïðåäïîëîæèì
α− β√p > 0. (1)

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî â íàøåé çàäà÷å ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ α > |β|√p,
òàê êàê α + β

√
p = u > 0. Äàëåå â ýòîì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâà ìû ïðîèçâåä¼ì ðÿä ðàâíîñèëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå âåðíû ëèøü ïðè óñëîâèè (1).
Èòàê, óñëîâèå v ∈M(u), î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

δα + γ > 0 è
|βδ|
δα + γ

6
|β|
α
. (2)

6



Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ: 1.1) γ = 0 è 1.2) γ 6= 0.
1.1) Åñëè γ = 0, òî âûïîëíåíèå ñèñòåìû óñëîâèé (2) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ δ > 0.
1.2) Åñëè γ 6= 0, òî, ïîëüçóÿñü ïåðâûì óñëîâèåì èç (2), âòîðîå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê:

|βδ|
δα + γ

6
|β|
α
⇔ |δ| 6 δ +

γ

α
⇔

 −2δ 6
γ

α
0 6

γ

α

⇔

{
δ +

γ

2α
> 0

γ > 0
⇔


α 6= 0

δ +
γ

2α
> 0

γ(α2 − β2p)

α
> 0,

ãäå íà ïîñëåäíåì øàãå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì α > |β|√p.
Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè β 6= 0 è α− β√p > 0, òî óñëîâèå v ∈M(u) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ

îäíîãî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî 1) γ = 0 è δ > 0, ëèáî 2) α 6= 0,
γ(α2 − β2p)

α
> 0 è δ +

γ

2α
> 0. Ïî

òåîðåìå 6 èñêîìîå ðàçðåçàíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî
èç ýòèõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ïóíêò ëåììû äîêàçàí.

2) Ïðåäïîëîæèì
α− β√p < 0. (3)

Â íàøåé çàäà÷å ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ α < |β|√p, òàê êàê
α + β

√
p = u > 0. Äàëåå â ýòîì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâà ìû ïðîèçâåä¼ì ðÿä ðàâíîñèëüíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé, êîòîðûå âåðíû ëèøü ïðè óñëîâèè (3).
Èòàê, óñëîâèå v ∈ N(u), î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

δβ > 0 è
|δα + γ|
βδ

6
|α|
β
. (4)

Ñíîâà ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ: 2.1) γ = 0 è 2.2) γ 6= 0.
2.1) Åñëè γ = 0, òî âûïîëíåíèå ñèñòåìû óñëîâèé (4) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ δ > 0.
2.2) Åñëè æå γ 6= 0, òî, ïîëüçóÿñü ïåðâûì óñëîâèåì èç (4), âòîðîå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê:

|δα + γ|
βδ

6
|α|
β
⇔ |δα + γ| 6 δ|α| ⇔

{
α 6= 0

|δ + γ

α
| 6 δ

⇔


α 6= 0

δ +
γ

2α
> 0

γ

α
6 0

⇔


α 6= 0

δ +
γ

2α
> 0

γ(α2 − β2p)

α
> 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè β 6= 0 è α− β√p < 0, òî óñëîâèå v ∈ N(u) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ

îäíîãî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî 1) γ = 0 è δ > 0, ëèáî 2) α 6= 0,
γ(α2 − β2p)

α
> 0 è δ +

γ

2α
> 0. Ïî

òåîðåìå 6 èñêîìîå ðàçðåçàíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî
èç ýòèõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé ïóíêò ëåììû äîêàçàí.I

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Äîêàæåì ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû. Ïî îñíîâíîé òåî-
ðåìå äëÿ òðèâèàëüíûõ ðàçðåçàíèé B(x1, . . . , xn) ⊃ A(x1, . . . , xn) = Q [

√
p] ∩ R+. Òàêæå ïî ëåì-

ìå 7 âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, B(x1, . . . , xn) = Q [
√
p] ∩ R+, ÷òî è òðå-

áîâàëîñü â ïåðâîì ïóíêòå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.
Äîêàæåì âòîðîé ïóíêò òåîðåìû. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæåì ïðåäïîëîæèòü,

÷òî |b1|/a1 = max
i

(|bi|/ai), 1 6 i 6 n. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà B(x1) = B(x1, . . . , xn). Ïî îñíîâ-

íîé òåîðåìå äëÿ òðèâèàëüíûõ ðàçðåçàíèé x2, . . . , xn ∈ A(x1). Ïóñòü z ∈ B(x1, . . . , xn). Â
ðàçðåçàíèè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí z íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèÿìè
ñòîðîí x1, . . . , xn çàìåíèì êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí, ïðèíàäëåæàùèì
ìíîæåñòâó {x2, . . . , xn}, íà åãî òðèâèàëüíîå ðàçðåçàíèå íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ îòíîøåíèåì
ñòîðîí x1. Ïîëó÷èì ðàçðåçàíèå ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí z íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ

7



îòíîøåíèåì ñòîðîí x1. Ýòî ìû äîêàçàëè, ÷òî B(x1, . . . , xn) ⊂ B(x1). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷å-
âèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà B(x1, . . . , xn). Òàêèì îáðàçîì B(x1) = B(x1, . . . , xn).
Ïî ëåììå 8

B(x1, . . . , xn) = B(x1) =

{
e+ f

√
p | e ∈ Q+, f ∈ Q,

|f |
e

6
|b1|
a1

}
.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî |b1|/a1 = max
i

(|bi|/ai), 1 6 i 6 n, ïîëó÷àåì

B(x1, . . . , xn) =

{
e+ f

√
p | e ∈ Q+, f ∈ Q,

|f |
e

6 max
i

|bi|
ai

}
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òðåòèé ïóíêò òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âòîðîìó.
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