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Ýòîò òåêñò ïîäãîòîâëåí äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíêóðñå Ìåáèóñà íà îñíîâå
ñîâìåñòíîé ðàáîòû [1]. Â íåì ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîð-
ìóëà äëÿ ôóíêöèé Õîëëà-Ëèòòëâóäà òèïà Ãn−1, ò.å. îòâå÷àþùèõ àô-
ôèííîé àëãåáðå Ëè ŝln. Ôîðìóëà èìååò âèä ñóììû ïî ìîíîìèàëüíîìó
áàçèñó â ñîîòâåòñòâóþùåì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè, ïîñòðîåííî-
ìó â ðàáîòàõ [3, 4].

Ôîðìóëà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê âçâåøåííàÿ ñóììà ýêñïî-
íåíò öåëûõ òî÷åê â íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ìíîãîãðàííèêå. Äëÿ
åå äîêàçàòåëüñòâà ìû âûâîäèì îïðåäëåííîå îáîáùåíèå (âçâåøåííóþ
âåðñèþ) òåîðåìû Áðèîíà è ïðèìåíÿåì åå ê óïîìÿíóòîìó ìíîãîãðàí-
íèêó.
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0. Ââåäåíèå

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Õîëëà-Ëèòòëâóäà â êîíòåêñòå ïðîèç-
âîëüíîé ñèììåòðèçóåìîé àëãåáðû Êàöà-Ìóäè (îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð,
â [8]). Ïóñòü g � òàêàÿ àëãåáðà ñ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðîé h. Äàëåå, ïóñòü
Φ ⊂ h∗ � åå ñèñòåìà êîðíåé ñ ïîäìíîæåñòâîì Φ+ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé è
êðàòíîñòüþ mα êîðíÿ α ∈ Φ. Êðîìå òîãî, ââåäåì ãðóïïó Âåéëÿ W ñ ôóíê-
öèåé äëèíû l. Íàêîíåö, ïóñòü λ ∈ h∗ � öåëî÷èñëåííûé äîìèíàíòíûé âåñ
àëãåáðû g. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ λ ôóíêöèÿ Õîëëà-Ëèòòëâóäà åñòü

Pλ =
1

Wλ(t)

∑
w∈W

w

(
eλ

∏
α∈Φ+

(
1− te−α

1− e−α

)mα)
. (1)

Çäåñü Wλ(t) � ðÿä Ïóàíêàðå ñòàáèëèçàòîðà Wλ ⊂W , ò.å.

Wλ(t) =
∑
w∈Wλ

tl(w)

(â ÷àñòíîñòè, Wλ(t) = 1 äëÿ ðåãóëÿðíîãî λ).
Â îïðåäåëåíèè (1) óäîáíî ñ÷èòàòü Pλ ýëåìåíòîì êîëüöà Rt = R ⊗ Z[t],

ãäå R � êîëüöî õàðàêòåðîâ, íîñèòåëü êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè
êîíå÷íîãî íàáîðà íèæíèõ ìíîæåñòâ ñòàíäàðòíîãî ïîðÿäêà íà h∗. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíî çàäàåò ýëåìåíò
êîëüöà Rt (ýòî ïîêàçàíî â [9]).

Âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü èñêëþ÷èòåëüíî â òåðìèíàõ ñè-
ñòåìû êîðíåé áåç óïîìèíàíèè àëãåáð Ëè, äåëàÿ ôóíêöèè Õîëëà-Ëèòòëâóäà
îáúåêòîì ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì. Îäíàêî æå ÿçûê àëãåáð Êàöà-Ìóäè è èõ
ïðåäñòàâëåíèé êðàéíå åñòåñòâåíåí ïðè ðàáîòå ñ ýòèì îáúåêòàìè.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè t = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ (1) îá-
ðàùàåòñÿ â ôîðìóëó Êàöà-Âåéëÿ äëÿ õàðàêòåðà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Lλ, à ïðè t = 1 � â

∑
w∈W ewλ. Òàêèì îáðàçîì, Pλ èíòåðïîëèðóåò

ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âûðàæåíèÿìè.
Åùå îäíî âàæíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàíèè áàçè-

ñà γ1, . . . , γn â ðåøåòêå öåëî÷èñëåííûõ âåñîâ Pλ ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìàëüíûì
ðÿäîì Ëîðàíà ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z[t] îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà g ïîëóïðîñòàÿ, ýòè ðÿäû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷-
íûìè è, êàê ïðàâèëî, íàçûâàþòñÿ "ìíîãî÷ëåíàìè Õîëëà-Ëèòòëâóäà". Íàñ,
îäíàêî, áóäåò â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñîâàòü àôôèííûé ñëó÷àé.

Îñíîâíîé íàø ðåçóëüòàò � íîâàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèé
Pλ â ñëó÷àå g = ŝln (ñèñòåìà êîðíåé òèïà Ãn−1). Îïèøåì îäíó ãåîìåòðè-
÷èñêóþ ìîòèâèðîâêó äëÿ èçó÷åíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé. Ðàññìîòðèì ãðóïïó
Ĝ = S̃Ln(C[t, t−1]), öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû ïåòåëü ãðóïïû SLn(C),
îïðåäåëåííîå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ýòîé ãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò (áåñêîíå÷-

íîìåðíîå) ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ F = Ĝ/B+, ãäå B+ � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóï-

ïà â Ĝ. Íà F ìîæíî ðàññìîòðåòü ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Ω∗ è ýê-
âèâàðèàíòíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå Lλ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýêâèâàðèàíòíàÿ
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ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïó÷êà Ω∗ ⊗ Lλ, ò.å.∑
i,j≥0

(−1)itj char(Hi(F,Ωj ⊗ Lλ))

åñòü â òî÷íîñòè Wλ(−t)Pλ(−t). Áîëåå òîãî, îò ìíîæèòåëÿ Wλ(−t), íååäè÷-
íîãî â ñëó÷àå îñîáîãî λ, ìîæíî èçáàâèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ñîîòåòñòâóþùåå
ïàðàáîëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ è íà íåì ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì, ïîäêðó÷åííûé íà ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíî ðàññëîåíèå. Â ýòîì êîí-
òåêñòå ôóíêöèè Õîëëà-Ëèòòëâóäà ïîÿâëÿþòñÿ â ðàáîòå [5].

Êðîìå òîãî, ôóíêöèè Õîëëà-Ëèòòëâóäà òèïà Ã ôèãóðèðóþò òàêæå â
òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé äâîéíûõ àôôèííûõ àëãåáð Ãåêêå (ñì. [6]).

Íàøà ôîðìóëà âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ ïîõîæà íà êîìáèíàòîðíóþ ôîð-
ìóëà äëÿ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé Õîëëà-Ëèòòëâóäà, ò.å. òèïà A. Ýòà ôîð-
ìóëà, ïðèñóòñòâóþùàÿ óæå â [7], ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïî òàáëèöàì Ãåëüôàíäà-
Öåòëèíà � êîìáèíàòîðíûì îáúåêòàì, íóìåðóþùèì áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèè
Lλ. Íàøà æå ôîðìóëà åñòü ñóììà ïî êîìáèíàòîðíîìó áàçèñó â èíòåãðè-
ðóåìîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû ŝln, ïîñòðîåííîìó â ðàáî-
òàõ [2, 3, 4]. Áîëåå òîãî, îò êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ, íóìåðóþùèõ ýòîò
áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèè àôôèííîé àëãåáðû, óäàåòñÿ ïåðåéòè ê ñâîåãî ðîäà
(áåñêîíå÷íûì) òàáëèöàì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà è çàòåì çàäàòü ñëàãàåìûå â
ôîðìóëå ñõîäíûì ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì îáðàçîì.

Ïàðàëëåëüíî ñ àôôèííûì ñëó÷àåì ìû áóäåì îïèñûâàòü è ôèíèòíûé
(êëàññè÷åñêèé), ïðåñëåäóÿ äâå öåëè. Âî-ïåðâûõ, ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñóùå-
ñòâåííî áîëåå ñëîæíûé àôôèííûé ñëó÷àé è, âî-âòîðûõ, ïîä÷åðêíóòü ãëóáî-
êèå è îò÷àñòè äàæå íåîæèäàííûå ñõîäñòâà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñþæåòàìè.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû èíîãäà áóäåì àíàëîëè÷íûå îáúåêòû â îáîèõ ñëó÷àÿõ
îáîçíà÷àòü îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì, îäíàêî, èç êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò
ÿñíî, î êàêîì ñëó÷àå èäåò ðå÷ü.

Íàø ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå Áðè-
îíà î âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïåðâîíà÷àëüíî äîêàçàííîé â ðàáîòå [14].
Ýòà ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñóììó ôîðìàëüíûõ ýêñïîíåíò öåëûõ òî÷åê âû-
ïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â âèäå íåêîòîðîé ñóììû ïî åãî âåðøèíàì.

Ñïåðâà îïèøåì õîä ðàññóæäåíèÿ â ôèíèòíîì ñëó÷àå. Ìíîæåñòâî òàáëèö
Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, çàäàííîå âåñîì λ, ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ìíî-
æåñòâî öåëûõ òî÷åê â ìíîãîãðàííèêå Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà. Òàêèì îáðàçîì,
õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ Lλ åñòü ñóììà îïðåäåëåííûõ ýêñïîíåíò ýòèõ öåëûõ
òî÷åê è êàê ðàç ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðè ïîìîùè òåîðåìû Áðèîíà. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî âêëàä áîëüøèíñòâà âåðøèí ïðè ýòîì íóëåâîé, à îñòàþùèåñÿ
âêëàäû åñòü â òî÷íîñòè ñëàãàåìûå â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ Øóðà. Ïîäðîáíî ýòîò ñþæåò îïèñàí â ðàáîòå [12].

Äàëåå, ñîãëàñíî óïîìÿíóòîé êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëå, êëàññè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí Õîëëà-Ëèòòëâóäà Pλ åñòü ñóììà òåõ æå ýêñïîíåíò òîãî æå ìíîæå-
ñòâà òî÷åê, íî, íà ýòîò ðàç, ñ êîýôôèöèåíòàìè (âåñàìè) � ìíîãî÷ëåíàì
îò t. Â ýòîé ðàáîòå ìû âûâîäèì îáîáùåíèå òåîðåìû Áðèîíà, êîòîðîå âû-
ðàæàåò íåêîòîðîå âçâåøåííûå ñóììû öåëûõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêîâ â âèäå,
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îïÿòü æå, ñóììû ïî âåðøèíàì. Ýòî îáîáùåíèå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ìíîãî-
ãðàííèêàì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà è óïîìÿíóòîé ñèñòåìå âåñîâ, ìíîãî÷ëåíîâ
îò t. Ñíîâà áîëüøèíñòâî âåðøèí äàäóò íóëåâîé âêëàä, à îñòàâøèåñÿ äàäóò
ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (1).

Òåïåðü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ŝln ñèòóàöèÿ ïîõîæàÿ. Ìíîæå-
ñòâî, ïàðàìåòðèçóþùåå áàçèñíûå âåêòîðû, ñíîâà ìîæåò áûòü âîñïðèíÿòî
êàê ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê "âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà", òåïåðü, îäíàêî,
áåñêîíå÷íîìåðíîãî. Ñâåðõ òîãî, ýêñïîíåíòà âåñà âåêòîðà ñíîâà åñòü íåêîòî-
ðàÿ ýêñïîíåíòà ñîîòâåòñòâóþùåé öåëîé òî÷êè. Óäàåòñÿ äîêàçàòü ôîðìóëó
òèïà Áðèîíà äëÿ ýòîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà, ðàñêëàäûâàþ-
ùóþ ýòó ñóììó ýêñïîíåíò â ñóììó ïî âåðøèíàì. Íåíóëåâûå âêëàäû åñòü
ñíîâà â òî÷íîñòè ñëàãàåìûå â ôîðìóëå Êàöà-Âåéëÿ, ÷òî ïîêàçàíî â ñòà-
òüå [13]. (Åñëè áûòü òî÷íûì, â [13] ðàññìàòðèâàåòñÿ íå âñå ïðåäñòàâëåíèå,
à ïîäïðîñòðàíñòâî Ôåéãèíà-Ñòîÿíîâñêîãî, îäíàêî ïåðåõîä êî âñåìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ ïðîèçâåñòè âåñüìà íåòðóäíî îïèñàííûì â [4] ìåòîäîì.)

Íàêîíåö, íàøà ôîðìóëà äëÿ àôôèííûõ ôóíêöèé Õîëëà-Ëèòòëâóäà åñòü,
àíàëîãè÷íî ôèíèòíîìó ñëó÷àþ, ñóììà òåõ æå ýêñïîíåíò òåõ æå òî÷åê, íî ñ
êîýôôèöèåíòàìè, ìíîãî÷ëåíàìè îò t. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ýòó âçâåøåííóþ
ñóììó ýêñïîíåíò ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ïî âåðøèíàì ìíîãîãðàííèêà
è â êà÷åñòâå íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì ñëàãàåìûå â îïðåäåëåíèè (1),
÷òî äîêàçûâàåò ôîðìóëó.

Òåêñò ñòàòüè óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ÷àñòè I ìû ïðèâîäèì íåêî-
òîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Çà-
òåì ìû ââîäèì íàøå îáîáùåíèå òåîðåìû Áðèîíà è áîëåå äåòàëüíî îáúÿñ-
íÿåì, êàê îíî ìîæåò áûòü ïðèëîæåíî ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû. Â ÷à-
ñòè II ðàçðàáàòûâàåòñÿ íåêîòîðûé êîìáèíàòîðíûé àðñåíàë, íåîáõîäèìûé
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñåìåéñòâî ìíîãîãðàííèêîâ, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþùèõ ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, è äî-
êàçûâàåì äâà êëþ÷åâûõ ôàêòà îá èõ ñòðóêòóðå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà,
ñîäåðæàíèå ÷àñòè II ïðåñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ñàìî ïî ñåáå. Â
ïîñëåäíåé ÷àñòè ïîêàçàíî, êàê äîêàçàòü ôîðìóëó áðèîíîâñêîãî òèïà äëÿ
íàøåãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà, è çàòåì äîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ
òåîðåìà î âêëàäàõ âåðøèí.
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×àñòü I

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ,

îñíîâíîé ðåçóëüòàò è èäåÿ

äîêàçàòåëüñòâà

1. Êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ôèíèòíîãî òè-

ïà A

Ïóñòü g = sln, à λ ∈ h∗ � öåëî÷èñëåííûé äîìèíàíòíûé âåñ. Ïóñòü

λ = (a1, . . . , an−1)

îòíîñèòåëüíî áàçèñà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ. Â ïîäõîäÿùåì áàçèñå λ
èìååò êîîðäèíàòû

λi = ai + . . .+ an−1.

Ñ ýòèì áàçèñîì ìû è áóäåì ðàáîòàòü, ñ÷èòàÿ õàðàêòåðû ìíîãî÷ëåíàìè Ëî-
ðàíà îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn−1.

Áàçèñ Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà â Lλ ïàðàìåòðèçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûìè òàá-
ëèöàìè Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà (òàáëèöàìè ÃÖ). Êàæäàÿ òàáëèöà åñòü ÷èñëî-
âîé òðåóãîëüíèê {si,j} ñ 0 ≤ i ≤ n − 1 è 1 ≤ j ≤ n − i. Âåðõíèé ðÿä
òðåóãîëüíèêà åñòü ïðîñòî s0,j = λj è s0,n = 0. Îñòàëüíûå æå ýëåìåíòû
òàáëèöû � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

si,j ≥ si+1,j ≥ si,j+1. (2)

Âèçóàëèçèðóþòñÿ ýòè òàáëèöû, êàê ïðàâèëî, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s0,1 s0,2 . . . s0,n

s1,1 . . . s1,n−1

. . . . . .
sn,1

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ÷èñëî íå áîëüøå ñâîåãî ñîñåäà ñëåâà ñâåðõó è íå
ìåíüøå ñâîåãî ñîñåäà ñïðàâà ñâåðõó êðîìå, êîíå÷íî æå, ÷èñåë â ðÿäó 0 (ðÿä
i � ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà si,·).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàáëèö ÃÖ ÷åðåç GTλ. Ïóñòü A ∈ GTλ ñîîòâåò-
ñòâóò áàçèñíûé âåêòîð vA ñ âåñîì µA. Â âûáðàííîì áàçèñå âåñ µA èìååò
êîîðäèíàòû

(µA)i =
∑
j

si,j −
∑
j

si−1,j ,

ãäå A = (si,j).
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Êàæäîìó A ∈ GTλ ñîïîñòàâèì òàêæå pA � ìíîãî÷ëåí îò t. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ,

pA =

n−1∏
l=1

(1− tl)dl , (3)

ãäå dl � ñëåäóþùåå äàííîå. Îíî ðàâíî ÷èñëó ïàðó èç 1 ≤ i ≤ n − 1 è
a ∈ Z òàêèõ, ÷òî ÷èñëî a â ðÿäó i âñòðå÷àåòñÿ l ðàç, à â ðÿäó i − 1 �
l−1 ðàç. Êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Õîëëà-Ëèòòëâóäà òîãäà
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.1.

Pλ =
∑

A∈GTλ

pAe
µA .

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðàâèëà âåòâëåíèÿ, ïðèâåäåí-
íîãî â [7]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Õîëëà-Ëèòòëâóäà, ðàññìàòðè-
âàåìûå â [7], ñîîòâåòñòâóþò àëãåáðå gln, à íå sln. Îäíàêî ïåðåõîä îò îäíîãî
ñëó÷àÿ äðóãîìó îñóùåñòâèòü êðàéíå ïðîñòî � â îáîçíà÷åíèÿõ [7] îïðåäå-
ëåííûé íàìè ìíîãî÷ëåí Õîëëà-Ëèòòëâóäà åñòü

P(λ1,...,λn−1,0)(x1, . . . , xn−1, 1; t).

2. Ìîíîìèàëüíûé áàçèñ

Ïîäîáíî òîìó, êàê êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ òèïà A åñòü ñóììà ïî
áàçèñó â íåïðèâîäèìîì sln-ìîäóëå, íàøà ôîðìóëà äëÿ òèïà Ã � ñóììà ïî
íåêîòîðîìó áàçèñó â íåïðèâîäèìîì ŝln-ìîäóëå. Ýòî áàçèñ áûë ïîñòðîåí â
ðàáîòàõ [3, 4] Ôåéãèíûì, Äæèìáî, Ëîêòåâûì, Ìèâîé è Ìóõèíûì, â ýòîì
ðàçäåëå ìû âêðàòöå îáñóäèì åãî ñâîéñòâà.

Çàôèêñèðóåì λ � öåëî÷èñëåííûé äîìèíàíòíûé ŝln-âåñ ñ êîîðäèíàòàìè

(a0, . . . , an−1)

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ. Óðîâåíü λ �
÷èñëî k =

∑
ai.

Îïðåäåëèì òåïåðü êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî Πλ, ïàðàìåòðèçóþùåå áà-
çèñ. Êàæäîå A ∈ Πλ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ öåëûõ ÷èñåë, îòâå÷àþùåé òðåì òðåáîâàíèÿì.

i) Ai = 0 ïðè i� 0.

ii) Ai = ai mod n ïðè i� 0.

iii) Ai ≥ 0 è Ai−n+1 + Ai−n+2 + . . . + Ai ≤ k (ñóììà n ïîäðÿä èäóùèõ
÷ëåíîâ) äëÿ ëþáîãî i.
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Êàæäîìó A ∈ Πλ ñîîòâåòñòâóåò âåñîâîé âåêòîð vA ñ íåêîòîðûì âåñîì
µA. Äàäèì ÿâíîå îïèñàíèå âåñà µA. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó µA
ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ char(Lλ), âåñ µA − λ ëåæèò â ðåøåòêå êîðíåé. Ìû
ôèêñèðóåì áàçèñ â ðåøåòêå êîðíåé è âûïèøåì êîîðäèíàòû µA − λ îòíî-
ñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà. Ïóñòü α0, . . . , αn−1 � ïðîñòûå êîðíè, à δ � ìíèìûé
êîðåíü, òîãäà â ðåøåòêå êîðíåé ìû ôèêñèðóåì áàçèñ èç êîðíåé

γi = α1 + . . .+ αi

(1 ≤ i ≤ n− 1) è êîðíÿ −δ. (Êîíå÷íî, íà ñàìîì äåëå ýòîò áàçèñ ïîðîæäàåò
íåêîòîðóþ ïîäðåøåòêó êîðàçìåðíîñòè 1, íî âåñ µA−λ êàê ðàç ëåæèò â ýòîé
ïîäðåøåòêå.)

Òåïåðü ââåäåì T 0 ∈ Πλ òàêîå, ÷òî T 0
i = 0 ïðè i > 0 è Ai = a(i mod n)

ïðè i ≤ 0. Êîîðäèíàòû âåñà µA − λ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïî÷ëåííóþ ðàçíîñòü
A− T 0. À èìåííî, êîîðäèíàòà, îòâå÷àþùàÿ γi ðàâíà∑

q∈Z

(
Aq(n−1)+i − T 0

q(n−1)+i

)
, (4)

â òî âðåìÿ êàê êîîðäèíàòà, îòâå÷àþùàÿ −δ ðàâíà∑
i∈Z

⌈
i

n− 1

⌉
(Ai − T 0

i ). (5)

Íàïðèìåð, µT 0 = λ, ò.å. vT 0 � ñòàðøèé âåêòîð.
ßâíî îïðåäåëÿòü ñàìè âåêòîðû vA ìû çäåñü íå áóäåì, îòìåòèì ëèøü, ÷òî

áàçèñ, èìè îáðàçîâàííûé, ÿâëÿåòñÿ ìîíîìèàëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæ-
äûé âåêòîð vA ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðøåãî ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî ìîíîìà
îò êîðíåâûõ ïîäðîñòðàíñòâ àëãåáðû ŝln. Áàçèñ ýòîò, òàêèì îáðàçîì, èìååò
ñîâñåì äðóãóþ ïðèðîäó ÷åì áàçèñ Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, ÷òî äåëàåò ãëóáî-
êèå ñõîäñòâà ìåæäó îáñóæäàåìûìè çäåñü àôôèííûì è ôèíèòíûì ñëó÷àåì
îò÷àñòè íåîæèäàííûìè.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îäèí èç êëþ÷åâûõ ìîìåíòîâ ýòîé ðàáîòû � ýòî óïîìÿíóòûé âî ââåäå-
íèè ïåðåõîä îò áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îáðàçóþùèõ Πλ, ê ñâîåãî
ðîäà áåñêîíå÷íûì òàáëèöàì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà.

Êàæäîìó A ∈ Πλ ìû ñîïîñòàâëÿåì íàáîð ÷èñåë si,j(A), ãäå îáà èíäåêñà
i è j ïðîáåãàþò âñå öåëûå ÷èñëà. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëà â òàêîì íàáîðå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2) äëÿ ëþáûõ i è j, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îíè îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ òàáëèöó ÃÖ. Ïîäîáíî îáû÷íûì òàáëèöàì ÃÖ,
âèçóàëèçèðóþòñÿ îíè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

. . . . . . . . . . . .
. . . s−1,−1 s−1,0 s−1,1 . . .

. . . s0,−1 s0,0 . . .
. . . s1,−2 s1,−1 s1,0 . . .

. . . . . . . . . . . .
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Äàëåå, äëÿ ëþáîãî m ∈ Z îïðåäåëèì Tm ∈ Πλ ïî ïðàâèëó Tmi = 0 ïðè
i > mn è Ai = a(i mod n) ïðè i ≤ mn. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ:

si,j(A) =
∑

l≤in+j(n−1)

(Al − T i+jl )−
(i+j)n∑

l=in+j(n−1)+1

T i+jl . (6)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïåðâóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè âõîäèò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, à âòîðàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé òîëüêî
ïðè j > 0. Äàííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: îáíóëèì
âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A ñ íîìåðîì áîëüøå in+ j(n−1), âû÷òåì èç
ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T i+j è âîçüìåì ñóììó ÷ëåíîâ ðåçóëüòà-
òà.

Îïðåäåëåíèå (6) áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì i) è ii) èç ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà, íî, âîçìîæíî, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ iii).

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè A ∈ Πλ, òî ìàññèâ (si,j(A)) � áåñêîíå÷íàÿ òàá-
ëèöà ÃÖ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

si,j(A)− si−1,j+1(A) = Ain+j(n−1) ≥ 0

è

si,j(A)− si−1,j(A) = A(i−1)n+j(n−1)+1 + . . .+Ain+j(n−1)+

− T i+j(i+j−1)n+1 − . . .− T
i+j
(i+j)n = A(i−1)n+j(n−1)+1 + . . .+Ain+j(n−1) − k ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñåë si,j(A) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî si,j(A) = si−1,j+1(A) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà Ain+j(n−1) = 0, à si,j(A) = si−1,j(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ain+(j−1)(n−1) + . . . + Ain+j(n−1) = k. Ýòè ðàâíîñèëüíîñòè áóäóò ïîñòîÿííî
èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàáîòå ñ áåñêîíå÷íûìè òàáëèöàìè (si,j(A)).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò îñòàëîñü êàæäîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A, óäîâëåòâîðÿþùåé i) è ii), ñîïîñòàâèòü âåñ p(A) âèäà∏n
l=1(1− tl)dl . ×èñëà dl îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ìàññèâîì (si,j(A)).

Êàê è â ôèíèòíîì ñëó÷àå, äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü dl ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî ïàð (x, i) òàêèõ, ÷òî ÷èñëî x âñòðå÷àåòñÿ l−1 ðàç â ðÿäó i−1 ìàññèâà
(si,j(A)) è l ðàç â ðÿäó i. Ýòî ìíîæåñòâî, êàê ïðàâèëî, áåñêîíå÷íî, è dl îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ðàçìåð ôàêòîðà ýòîãî ìíîæåñòâà ïî íåêîòîðîìó îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè. Îïðåäåëèì ýòî îòíîøåíèå.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ ëþáîãî ìàññèâà (si,j) = (si,j(A)) ÿâëÿåòñÿ
ëåãêî ïðîâåðÿåìîå ðàâåíñòâî

si−n+1,j+n = si,j − k, (7)
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èìåþùåå ìåñòî äëÿ ëþáûõ i, j. Ïóñòü òåïåðü Xl � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (i, j)
òàêèõ, ÷òî

si−1,j 6= si−1,j+1 = . . . = si−1,j+l−1 6= si−1,j+l

è
si,j−1 6= si,j = . . . = si,j+l−1 6= si,j+l.

Xl, î÷åâèäíî, íàõîäèòñÿ â áèåêöèè ñ ìíîæåñòâîì ïàð èç ïðåäûäóùåãî àáçà-
öà. Â ñèëó ðàâåíñòâà (7) èç (i, j) ∈ Xl ñëåäóåò (i−α(n−1), j+αn) ∈ Xl, ãäå α
� ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(i, j) ∼ (i− n+ 1, j + n).

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî Xl/ ∼ êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
â Xl ñîäåðæèò ðîâíî îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ (i, j) ñ 1 ≤ i ≤ n − 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êîí÷åíîñòü ìíîæåñòâà (i, j) ∈ Xl ñ i ëåæàùèì
â ýòèõ ïðåäåëàõ. Ñëåäóþùèå ôàêòû ñëåäóþò íàïðÿìóþ èç (6) è òîãî, ÷òî
A óäîâëåòâîðÿåò i) è ii).

1) Äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n− 1 ïðè j � 0 âûïîëíÿåòñÿ si,j+1 = si,j − k.

2) Äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n − 1 ïðè j � 0 âåðíî, ÷òî si,j+1 = si,j åñëè è
òîëüêî åñëè aj mod n = 0. Ïîñëåäíåå æå âåðíî òîëüêî åñëè âåðíî è
si−1,j+1 = si−1,j .

Èç óòâåðæäåíèÿ 1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè (i, j) ∈ Xl è i ∈ [1, n − 1] èíäåêñ j íå
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, â òî âðåìÿ êàê 2) ïîêàçûâàåò, ÷òî −j
íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.

Ìû òåïåðü ïîëàãàåì dl = |Xl/ ∼ | è ôîðìóëèðóåì íàø îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ öåëî÷èñëåííîãî äîìèíàíòíîãî íåíóëåâîãî ŝln-âåñà λ âû-
ïîëíåíî òîæäåñòâî

Pλ =
∑
A∈Πλ

p(A)eµA . (8)

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå λ = 0 ìíîæåñòâî Πλ, î÷åâèäíî, ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ òàá-
ëèöà ÃÖ òîæå òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ, çàñ÷åò ÷åãî íàøå îïðåäåëåíèå âåñà
p(A) òåðÿåò ñìûñë. Â êàêîì-òî ñìûñëå, èñêëþ÷èòåëüíîñòü ñëó÷àÿ λ = 0
ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî äëÿ àôôèííîé ñèñòåìû êîðíåé ñòàáèëèçàòîð
íóëÿ áåñêîíå÷åí, â îòëè÷èå îò ëþáîãî äðóãîãî âåñà. Êàê ñëåäñòâèå, îïðåäå-
ëåíèå (1) íå äàåò P0 = 1, ÷òî âåðíî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîðíåé ôèíèòíîãî
òèïà.
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4. Òåîðåìà Áðèîíà è åå îáîáùåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò âêðàòöå íàïîìíåíà ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Áðèî-
íà è çàòåì ïðåäñòàâëåíà îáîáùàþùàÿ åå âçâåøåííàÿ âåðñèÿ. Ñâÿçü ìåæäó
ýòèìè ðåçóëüòàòàìè è íàøåé ôîðìóëîé áóäåò îáúÿñíåíà íèæå.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rm ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì è
ðåøåòêîé öåëûõ òî÷åê Zm ⊂ Rm. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà P ⊂ Rm îïðå-
äåëåíà åãî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

S(P ) =
∑

a∈P∩Zm
ea,

ôîðìàëüíûé ðÿä Ëîðàíà îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm. (Ôîðìàëüíàÿ ýêñïîíåí-
òà òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî êàê ea = xa1

1 . . . xamm .)
Ïóñòü P � âûïóêëûé ðàöèîíàëüíûé ìíîãîãðàííèê (ïåðåñå÷åíèå êîíå÷-

íîãî íàáîðà ïîëóïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ íåñòðîãèìè ëèíåéíûìè íåðàâåí-
ñòâàìè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè). Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí
q ∈ Z[x±1

1 , . . . , x±1
m ] òàêîé, ÷òî ïðîèçâåäåíèå qS(P ) êîíå÷íî, ò.å. òîæå ìíî-

ãî÷ëåí (Ëîðàíà). Áîëåå òîãî, ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ qS(P )
q íå çàâèñèò îò

âûáîðà q è îáîçíà÷àåòñÿ σ(P ). Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòà ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ "integer point transform", ìû æå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí
"öåëîòî÷å÷íàÿ ñâåðòêà".

Ïðè êàæäîé âåðøèíå v ìíîãîãðàííèêà P åñòü êàñàòåëüíûé êîíóñ Cv.
Òåîðåìà Áðèîíà � ýòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.1 ([14, 15]).

σ(P ) =
∑

v âåðøèíà P

σ(Cv).

Â êíèãàõ [10, 11] ìîæíî íàéòè âåñüìà óäà÷íîå îáñóæäåíèå ýòèõ âîïðîñîâ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îáîáùåíèå òåîðåìû 4.1 ââåäåì ñëå-

äóþùèå îáúåêòû. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàíåé ðàöèîíàëüíîãî âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà P ÷åðåç FP . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R
ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : FP → R. Òàêîå îòîáðàæåíèå çàäàåò ôóíêöèþ
g : P → R ïî ïðàâèëó g(x) = ϕ(f), ãäå f � ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ
x.

Äàëåå, ââåäåì âçâåøåííóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

Sϕ(P ) =
∑

a∈P∩Zn
g(a) exp(a) ∈ R[[x±1

1 , . . . , x±1
n ]].

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q ∈ R[x1, . . . , xn] òàêîé, ÷òî
QSϕ(P ) ∈ R[x±1

1 , . . . , x±1
n ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîæíî ïðåäúÿâèòü êîíå÷íûé
íàáîð ðàöèîíàëüíûõ ïîäìíîãîãðàííèêîâ â P , íà êàæäîì èç êîòîðûõ g ïî-
ñòîÿííà, è ïðè ýòîì òàêîé, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå ñîäåðæèò âñå öåëûå òî÷êè
â P .
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Êîíêðåòíî, äëÿ êàæäîé ãðàíè ðàññìîòðèì åå îáðàç ïðè ãîìîòåòèè ñ
öåíòðîì â íåêîòîðîé åå âíóòðåííåé ðàöèîíàëüíîé òî÷êå è ñ ðàöèîíàëüíûì
êîýôôèöèåíòîì 0 < α < 1 äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû ýòîò îáðàç ñîäåðæàë
âñå âíóòðåííèå öåëûå òî÷êè ãðàíè. {Pi}, ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îáðàçîâ
âìåñòå ñî âñåìè âåðøèíàìè P áóäåò îáëàäàòü íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Q òåïåðü ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì ïðîèçâåäåíèþ çíàìåíàòåëåé âñåõ
ôóíêöèé σ(Pi).

Ïîëåçíîå äëÿ íàñ íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êàê è â íåâçâåøåííîì
ñëó÷àå, Q ìîæíî íà ñàìîì äåëå âçÿòü ðàâíûì ïðîèçâåäåíèþ 1− eε ïî âñåì
îáðàçóþùèì ε ðåáåð ìíîãîãðàííèêà P .

Íàìè îïðåäåëåí âçâåøåííûé àíàëîã öåëîòî÷å÷íîé ñâåðòêè:

σϕ(P ) =
QSv(P )

Q
∈ R(x1, . . . , xn).

Åñëè u âåðøèíà P , òî ñóùåñòâóåò î÷åâèäíîå âëîæåíèå FCu ↪→ FP . Îòîá-
ðàæåíèå ϕ ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå FCu .
Âçâåøåííóþ âåðñèþ òåîðåìû Áðèîíà ìîæíî òåïåðü ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 4.2. σϕ(P ) =
∑

v âåðøèíà P

σϕ(Cv).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì íàáîð ìíîãîãðàííèêîâ {Pi} èç ïðåäûäóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ. Ýëåìåíòû íàáîðà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîò-
âåòñòâèè ñ ãðàíÿìè P . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, âûïèñàâ îáû÷íóþ òåîðåìó
Áðèîíà äëÿ êàæäîãî èç Pi è ñëîæèâ èõ âñå ñ êîýôôèöèåíòàìè � çíà÷åíèÿìè
ϕ â ñîîòâåòñâóþùèõ ãðàíÿõ, ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Ïðè æåëàíèè, óòâåðæäåíèå ìîæíî îáîáùèòü, âìåñòî R âçÿâ ïðîèçâîëü-
íóþ àáåëåâó ãðóïïó. Íàñ, îäíàêî, áóäåò èíòåðåñîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî ñëó÷àé
R = Z[t].

5. Ïðèìåíåíèå âçâåøåííîé òåîðåìû Áðèîíà â

ôèíèòíîì ñëó÷àå

Ñïåðâà ìû ïîêàæåì, êàê âûãëÿäèò ðàññóæäåíèå â áîëåå ïðîñòîì ôèíèíò-
íîì âàðèàíòå.

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè
(
n+1

2

)
, êîîðäèíàòû

â êîòîðîì çàíóìåðîâàíû ïàðàìè (i, j) ñ i ∈ [0, n− 1] è j ∈ [1, n− i]. Ýëåìåí-
òû GTλ òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü öåëûìè òî÷êàìè â íàøåì ïðîñòðàíñòâå. Îíè
â òî÷íîñòè îáðàçóþò ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêà Ãåëüôàíäà-
Öåòëèíà GTλ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîãîãðàííèê Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà ñîñòî-
èò èç òî÷åê, äëÿ êîîðäèíàò si,j êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2).
(Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî GTλ ñîäåðæèòñÿ â àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðàç-
ìåðíîñòè

(
n
2

)
, çàäàííîì ôèêñèðîâàíèåì êîîðäèíàò â ðÿäó 0.)
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Êàæäîé òàáëèöå ÃÖ òåïåðü ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâà ìîíîìà. Ïåðâûé åñòü
eµA � ìîíîì îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn−1 ñîãëàñíî ðàçäåëó 1. Äðóãîé æå �
ýòî eA, ìîíîì îò íåêîòîðîãî íàáîðà èç

(
n+1

2

)
ïåðåìåííûõ � ôîðìàëüíàÿ

ýêñïîíåíòà òî÷êè â R(n+1
2 ). Îáîçíà÷èì ýòîò íàáîð ïåðåìåííûõ {ti,j}.

Ìîíîì eµA ïîëó÷àåòñÿ èç eA ïðè ïîìîùè ñïåöèàëèçàöèè

ti,j −→ x−1
i xi+1 (9)

(â ðàìêàõ ýòîãî ðàçäåëà ìû ïîëàãàåì x0 = xn = 1). Â îáùåì ñëó÷àå, ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ (9) ê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Q ∈ Z[t]({ti,j}) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü F (Q). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòîò îáúåêò êîððåêòíî îïðåäåëåí, îí
ïðèíàäëåæèò Z[t](x1, . . . , xn−1).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàêîíåö ïåðåéòè ê ïðèìåíåíèþ òåîðåìû 4.2 íàì ïîíà-
äîáèòñÿ åùå îäíî ïðîñòîå íàáëþäåíèå. Äëÿ òàáëèöû ÃÖ A ìíîãî÷ëåí pA
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêèå èç íåðàâåíñòâ (2) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî â òî÷êå
A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî â òî÷íîñòè òå íåðàâåíñòâà, êîòîðûìè çàäàåòñÿ
íàø ìíîãîãðàííèê. Òàêèì îáðàçîì, pA îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ãðàíüþ,
ñîäåðæàùåé òî÷êó A, è ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

ϕ : FGTλ → Z[t].

Ïðàâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà èç òåîðåìû 1.1 ìîæíî âûðàçèòü, ïðèìåíèâ
âçâåøåííóþ òåîðåìó Áðèîíà ê GTλ è îòîáðàæåíèþ ϕ è çàòåì ïðèìåíèâ
ñïåöèàëèçàöèþ F . Ðåçóëüòàò ýòîé ïðîöåäóðû îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåî-
ðåìîé, èç êîòîðûé óæå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñàìà òåîðåìà 1.1.

Òåîðåìà 5.1. Ó ìíîæåñòâà âåðøèí ìíîãîãðàííèêà GTλ åñòü âûäåëåííîå
ïîäìíîæåñòâî, ïàðàìåòðèçîâàííîå îðáèòîéWλ. Äëÿ âåðøèíû èç ýòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùåé µ ∈Wλ èìååì

F (σϕ(Cv)) =
∑
wλ=µ

w

(
eλ

∏
α∈Φ+

(
1− te−α

1− e−α

)mα)
.

Äëÿ âñåõ æå îñòàëüíûõ âåðøèí F (σϕ(Cv)) = 0.

Ëþáîïûòåí òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî âåñà λ âûäåëåííîå ïîäìíîæå-
ñòâî âåðøèí åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî ïðîñòûõ âåðøèí. Êàê áûëî ñêàçàíî
âî ââåäåíèè, äëÿ ñëó÷àÿ t = 0 ýòîò ñöåíàðèé èçëîæåí â ïðåïðèíòå [12].

Òåîðåìà 1.1 ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì è, ïî ýòîé
ïðè÷èíå, ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1 ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.
Òåì íå ìåíåå, ýòà òåîðåìà âåñüìà íåòðóäíî âûâîäèòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ ÷à-
ñòè II, ÷òî è áóäåò âêðàòöå îáñóæäåíî â åå êîíöå.

6. Ïðèìåíåíèå âçâåøåííîé òåîðåìû Áðèîíà â

àôôèííîì ñëó÷àå

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ îñíîâíîãî ñëó÷àÿ, àôôèííîãî. Èäåéíî ñèòóà-
öèÿ îêàæåòñÿ äîâîëüíî ïîõîæåé, íî çàìåòíî áîëåå ñëîæíîé òåõíè÷åñêè, â
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÷àñòíîñòè ïî ïðè÷èíå áåñêîíå÷íîìåðíîñòè.
Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå ñ÷åòíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ω áåñêîíå÷íûõ â

îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x, â êîòîðûõ xi = 0 ïðè i� 0 è xi = xi−n
ïðè i � 0 (÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ Ω ìû áóäåì îáîçíà÷àòü xi, i ∈
Z). Â Ω âûäåëåíà ðåøåòêà öåëûõ òî÷åê Z∞ ⊂ Ω. Â Ω òàêæå ñîäåðæèòñÿ
àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî V ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûõ xi = ai mod n

ïðè i � 0. Ââåäåííûå ðàíåå ôóíêöèè p(x) è si,j(x) îïðåäåëåíû â òî÷íîñòè
ïðè x ∈ V .

Ââåäåì ôóíêöèîíàëû χi íà Ω â òî÷êå x ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå xi−n+1+
. . . + xi. Òîãäà Πλ åñòü â òî÷íîñòè Π ∩ Z∞ , ãäå Π ⊂ V � "ìíîãîãðàííèê",
çàäàííûé íåðàâåíñòâàìè xi ≥ 0 è χi(x) ≤ k äëÿ âñåõ i.

Çà÷àñòóþ íàì áóäåò óäîáíåå èìåòü äåëî ñî ñâäèíóòûì ìíîãîãðàííèêîì

Π̄ = Π− T 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà åãî òî÷íî òàêèå æå, ïðåèìóùå-
ñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî Π̄ ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå V̄ ⊂ Ω ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòü ¯ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñäâèãà íà −T 0 â ñëåäóþùèõ äâóõ ñìûñëàõ.
Åñëè X � òî÷êà èëè ïîäìíîæåñòâî â V , òî X̄ = X − T 0. Åñëè æå Φ �
îòîáðàæåíèå, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ èëè ïîäìíîæåñòâàõ V , òî
Φ̄(X̄) = Φ(X).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ V̄ îïðåäåëåíà åå ôîðìàëüíàÿ ýêñïîíåíòà ex �
êîíå÷íûé ìîíîì îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ {ti, i ∈ Z}. Êðîìå òîãî,
äëÿ ëþáîãî A ∈ Πλ âåñ µA − λ åñòü öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
êîðíåé γ1, . . . , γn−1,−δ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, eµA−λ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êàê ìîíîì îò ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn−1, q. Ôîðìóëû (4) è (5) ïîêàçûâàþò,
÷òî eµA−λ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç eĀ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëèçàöèè

ti −→ zi mod (n−1)q

⌈
i

n−1

⌉
, (10)

ãäå îñòàòîê áåðåòñÿ èç [1, n−1]. Â îáùåì ñëó÷àå, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñèìâîëîì G, ïðèìåíÿÿ åãî ê (íåêîòîðûì) âûðàæåíèÿì îò
ïåðåìåííûõ ti.

Ìû òåïåðü îïèøåì íàø ïîäõîä ê íàïèñàíèþ (âçâåøåííîãî) òîæäåñòâà
òèïà Áðèîíà äëÿ ìíîãîãðàííèêà Π̄. Ãðàíè ìíîãîãðàííèêîâ Π è Π̄ îïðåäå-
ëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì (÷òî áóäåò ñäåëàíî â ÷àñòè III). Áóäåò òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî p(x) îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà Π,
ñîäåðæàùåé x, (ïðè x ∈ Π). Ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

ϕ : FΠ → Z[t]

òàêîå, ÷òî p(x) = ϕ(f), ãäå f � ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ x. Îáîçíà-
÷èì òåïåðü

Sϕ̄(Π̄) =
∑

x∈Π̄∩Z∞
p̄(x)ex.
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Íàøå òîæäåñòâî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êîëüöå S ðÿäîâ Ëîðàíà îò
q ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå Z[t](z1, . . . , zn−1), ïðè÷åì òàêèõ, êîòîðûå ñî-
äåðæàò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíüþ q. Ó ýòîãî
êîëüöà åñòü ñëåäóþùåå, óäîáíîå äëÿ íàñ ñâîéñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìîíîìîâ y1, y2, . . . îò z1, . . . , zn−1, q. Åñëè ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî èç
yi ñîäåðæàò q â íåïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè è íè îäèí èç íèõ íå ðàâåí 1, òî
ïðîèçâåäåíèå

(1− y1)(1− y2) . . . (11)

ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà S.
Êàæäîé âåðøèíå v̄ ìíîãîãðàííèêà Π̄ áóäåò ñîïîñòàâëåí ðÿä τv̄ ∈ S. Â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ýòîò ðÿä åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëèçàöèè
G ê "öåëîòî÷å÷íîé ñâåðòêå" êàñàòåëüíîãî êîíóñà Cv̄. Íàøå òîæäåñòâî èìååò
ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 6.1. Â S èìååì

G(Sϕ̄(Π̄)) =
∑

v̄ âåðøèíà Π̄

τv̄.

Äàëåå, òåîðåìó 3.1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Pλ = eλG(Sϕ̄(Π̄)). (12)

Â ñèëó ýòîãî, îñíîâíàÿ òåîðåìà 3.1 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íîãî òåîðåìå 5.1.

Òåîðåìà 6.2. Â ìíîæåñòâå âåðøèí ìíîãîãðàííèêà Π âûäåëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâî, çàíóìåðîâàííîå îðáèòîé Wλ, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

a) Åñëè âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò âûäåëåííîìó ïîäìíîæåñòâó è ñîîòâåò-
ñòâóåò µ ∈Wλ, òî

τv̄ =
1

Wλ(t)

∑
wλ=µ

ewλ−λw

( ∏
α∈Φ+

(1− te−α)
mα

)

w

( ∏
α∈Φ+

(1− e−α)
mα

) .

b) Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí v èìååò ìåñòî τv̄ = 0.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè â ïóíêòå a) � ýëåìåíò êîëüöà S ïîòîìó, ÷òî
êàæäûé èç çíàìåíàòåëåé èìååò âèä (11).
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×àñòü II

Êîìáèíàòîðíûå èíñòðóìåíòû:

îáîáùåííûå ìíîãîãðàííèêè

Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà

Â ýòîé ÷àñòè ìû îáñóäèì îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî ìíîãîãðàííèêîâ, îáîá-
ùàþùèõ ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áó-
äóò ïðèëîæåíû ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.2 â ñëåäóþùåé ÷àñòè.

7. Îðäèíàðíûå ïîäãðàôû è ñîîòâåòñòâèå ñ ìíî-

ãîãðàííèêàìè

Áåñêîíå÷íóþ êâàäðàòíóþ ðåøåòêó ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ãðàôà R, âåð-
øèíû êîòîðîãî � óçëû ðåøåòêè, à ðåáðà � ñîåäèíÿþùèå èõ îòðåçêè. Ðå-
øåòêó è ãðàô ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ïîâåðíóòûìè íà 45◦, ò.å. òàê
÷òîáû îòðåçêè îáðàçîâûâàëè óãîë â 45◦ ñ ãîðèçîíòàëüþ.

Âåðøèíû ãðàôà R ìû çàíóìåðóåì ïàðàìè öåëûõ ÷èñåë òàê æå, êàê è
ýëåìåíòû áåñêîíå÷íûõ òàáëèö ÃÖ. À èìåííî, ìíîæåñòâî âåðøèí (i, ·) îáðà-
çóþò ðÿä � ìíîæåñòâî âåðøèí, ðàñïîëîæåííûõ íà äàííîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïðÿìîé. Âíóòðè êàæäîãî ðÿäà âòîðîå ÷èñëî âîçðàñòàåò ñëåâà íàïðàâî, ïðè-
÷åì òàê, ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííî íàä âåðøèíîé (i, j) ðàñïîëàãàëèñü âåðøèíû
(i− 1, j) è (i− 1, j + 1).

Ïîäãðàô Γ ⊂ R áóäåì íàçûâàòü îðäèíàðíûì, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Γ êîíå÷íûé ñâÿçíûé ïîëíûé ïîäãðàô.

2. Åñëè è (i, j) ∈ Γ (ò.å. (i, j) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé Γ) è (i, j + 1) ∈ Γ, òî
òîãäà è (i+ 1, j) ∈ Γ.

3. Ïóñòü aΓ � ñàìûé âåðõíèé ðÿä, ñîäåðæàøèé âåðøèíû ïîäãðàôà Γ.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî i > aΓ èç (i, j) ∈ Γ è (i, j+1) ∈ Γ ñëåäóåò (i−1, j+1) ∈
Γ.

((i− 1, j + 1) è (i+ 1, j) � ýòî â òî÷íîñòè äâà îáùèõ ñîñåäà âåðøèí (i, j) è
(i, j + 1).) Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ ïîäãðàôîâ.
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ìîæíî, íàïðèìåð, îòìåòèòü, ÷òî ëþáîé îðäèíàðíûé ïîäãðàô ñîäåðæèò
ðîâíî îäíó âåðøèíó â ñàìîì ñâîåì íèæíåì ðÿäó.

Ïóñòü lΓ � êîëè÷åñòâî âåðøèí â âåðõíåì ðÿäó îðäèíàðíîãî ïîäãðàôà
Γ. Êàæäîìó Γ è íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë b1, . . . , blΓ
ìû ñîïîñòàâëÿåì êîíå÷íîìåðíûé ðàöèîíàëüíûé ìíîãîãðàííèêDΓ(b1, . . . , blΓ)
â ñ÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîîðäèíàòû â êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþò âåðøè-
íàì R. Ðàññìîòðèì òî÷êó s â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (si,j). Ïî
îïðåäåëåíèþ, s ∈ DΓ(b1, . . . , blΓ) åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ.

1. Äëÿ âñåõ (i, j) 6∈ Γ èìååì si,j = 0.

2. lΓ êîîðäèíàò â ðÿäó aΓ ðàâíû b1, . . . , blΓ ñëåâà íàïðàâî.

3. Åñëè (i, j) ∈ Γ, òî si−1,j ≥ si,j ïðè óñëîâèè, ÷òî (i − 1, j) ∈ Γ, è
si,j ≥ si−1,j+1 ïðè óñëîâèè, ÷òî (i−1, j+1) ∈ Γ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ
ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà Γ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå
íåðàâåíñòâî òèïà (2).

Ýòî îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà-
Öåòëèíà, èáî ïîñëåäíèå èìåþò âèä DT (b1, . . . , bn), ãäå T ⊂ R � îðäèíàðíûé
ïîäãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî åñòü (i, j) ñ 0 ≤ i ≤ n− 1 è 1 ≤ j ≤ n− i.

Êàæäàÿ òî÷êà s ∈ DΓ(b1, . . . , blΓ) çàäàåò ïîäãðàô â Γ, âåðøèíû êîòîðîãî
åñòü âñå âåðøèíû Γ, à ðåáðà � òå ðåáðà Γ, äëÿ êîòîðûõ ðàâíû äâå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîîðäèíàòû â s. ßñíî, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà
DΓ(b1, . . . , blΓ), ñîäåðæàùàÿ s, îïðåäåëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì
ïîäãðàôîì. Îòñþäà ïîëó÷àåì íèæåñëåäóþùåå îïèñàíèå ãðàíåé.

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Ãðàíè DΓ(b1, . . . , blΓ) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäðàôàìè â Γ, ñîäåðæàùèìè âñå âåðøèíû è îáëàäàþ-
ùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Åñëè äâå ñìåæíûå âåðøèíû Γ ëåæàò â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè â ïîäãðàôå.

2. Åñëè (i, j) è (i, j + 1) ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà,
òî òàì æå ëåæàò è (i + 1, j) è (i − 1, j + 1) (âòîðàÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî
i > aΓ).
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3. i-àÿ è j-àÿ ñëåâà âåðøèíû â ðÿäó aΓ ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ïîäðà-
ôà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bi = bj .

Ãðàíü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäãðàôó ∆, ñîñòîèò èç òî÷åê, ó êîòîðûõ ðàâíû
äðóã äðóãó ëþáûå äâå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåæíûì â ∆ âåðøè-
íàì. Ðàçìåðíîñòü ãðàíè åñòü ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ∆, íå ñîäåðæà-
ùèõ âåðøèí èç ðÿäà aΓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîäãðàô îáëàäàåò âûøåïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâà-
ìè, òî íåòðóäíî óêàçàòü òî÷êó (si,j) ∈ DΓ(b1, . . . , blΓ) òàêóþ, ÷òî äëÿ âåðøèí
(i1, j1), (i2, j2) ∈ Γ ðàâåíñòâî si1,j1 = si2,j2 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (i1, j1) è (i2, j2) ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè â ∆.

Óòâåðæäåíèå î ðàçìåðíîñòè ãðàíè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ êîîðäèíà-
òà, ëåæàùàÿ â îäíîé êîìïîíåíòå ñ êîîðäèíàòîé èç âåðõíåãî ðÿäà, ôèêñèðî-
âàíà è ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåìó bi. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû
ïðè âûáîðå êîîðäèíàò åñòü ÷èñëî êîìïîíåíò, êîòîðûå âåðøèí èç ðÿäà aΓ

íå ñîäåðæàò.

Îáîçíà÷èì ∆f ïîäãðàô, îòâå÷àþùèé ãðàíè f ìíîãîãðàííèêàDΓ(b1, . . . , blΓ).
Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè òàêîãî ãðàôà ∆f ñàìà ïî ñåáå
ÿâëÿåòñÿ îðäèíàðíûì ïîäãðàôîì.

Îïðåäåëèì òåïåðü âåñîâóþ ôóíêöèþ

ϕΓ(b1, . . . , blΓ) : FDΓ(b1,...,blΓ ) → Z[t].

Çíà÷åíèå ϕΓ(b1, . . . , blΓ)(f) îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ïîäãðàôà ∆f , à èìåí-
íî, îíî ðàâíî

∏
(1− tl)dl , ãäå dl � ñëåäóþùåå äàííîå. ×èñëî ïàð (E, i), ãäå

E � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà ∆f , à i > aΓ � öåëîå ÷èñëî, òàêèå, ÷òî E
ñîäåðæèò ðîâíî l − 1 âåðøèíó â ðÿäó i− 1 è l âåðøèí â ðÿäó i.

Íèæå ïðèâåäåíî ïî ïðèìåðó ïîäãðàôà, îòâå÷àþùåãî ãðàíè, äëÿ êàæäîãî
èç ðèñóíêîâ 1-3 âìåñòå ñ ðàçìåðíîñòüþ ãðàíè è çíà÷åíèåì âåñà ϕΓ(b1, . . . , blΓ)(f).

dim = 2

(1− t)2(1− t2)

dim = 2

(1− t)2

dim = 1

(1− t)(1− t2)(1− t3)

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà öåëûõ ÷èñåë b1 ≥ . . . ≥ blΓ âûðàæåíèå

σϕΓ(b1,...,blΓ )(DΓ(b1, . . . , blΓ)) (13)
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åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ {ti,j}, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøè-
íà ãðàôà R. Íàñ, îäíàêî, áóäåò â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñîâàòü ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ çàìåíû

ti,j −→ x−1
i xi+1

ê âûðàæåíèþ (13). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ñïåöèàëèçàöèþ F , ôîðìàëüíî
îíà ñîâïàäàåò ñ F , îïðåäåëåííûì â (9). Ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àþ-
ùóþñÿ èç (13) ïîä äåéñòâèåì F ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ψΓ(b1, . . . , blΓ).

Îïðåäåëèòü F ìîæíî è òàê. Äëÿ òî÷êè s = (si,j) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
íåíóëåâûõ êîîðäèíàò ñòåïåíü ïåðåìåííîé xi â ìîíîìå F (es) åñòü ñóììà
ýëåìåíòîâ ìàññèâà s â ðÿäó i− 1 ìèíóñ ñóììà ýëåìåíòîâ â ðÿäó i.

Ïåðâîå íàáëþäåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ψΓ(b1, . . . , blΓ) ñîñòîèò â òîì,
÷òî îíè êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ò.å. ïðèâåäåííûé çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ (13)
íå çàíóëÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì F . Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîò-
ðèì ðåáðî e ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ). Ïóñòü ε � íàïðàâëÿþùèé âåê-
òîð ðåáðà e. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7.1, ïîäãðàô ∆e ñîäåðæèò ðîâíî îäíó
êîìïîíåíòó ñâçÿíîñòè, íå âêëþ÷àþùóþ âåðøèí èç ðÿäà aΓ. Ïóñòü r � âåðõ-
íèé ðÿä, ñîäåðæàùèé âåðøèíû èç ýòîé êîìïîíåíòû (âåðøèíà êîìïîíåíòû
â íåì ðîâíî îäíà). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ xr ñîäåðæèòñÿ â F (eε)
â íåíóëåâîé ñòåïåíè. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ çàìå÷àíèåì â
êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îêàæåòñÿ êëþ÷îì ê äîêà-
çàòåëüñòâó ÷àñòè b) òåîðåìû 6.2.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü Γ � îðäèíàðíûé ïîäãðàô òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
i ≥ aΓ ÷èëñî âåðøèí ýòîãî ïîäãðàôà â ðÿäó i + 1 áîëüøå, ÷åì â ðÿäó i.
Òîãäà ψΓ(b1, . . . , blΓ) = 0 äëÿ ëþáîé íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
öåëûõ ÷èñåë b1 ≥ . . . ≥ blΓ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ òîæäåñòâî, ñâÿ-
çûâàþùåå ìåæäó ñîáîé îñîáûé ñëó÷àé, â êîòîðîì âñå bi îäèíàêîâû, ñ îáùèì
ñëó÷àåì, â êîòîðîì îíè ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Çàìåòèì, ÷òî DΓ(b, . . . , b) � ýòî
âñåãäà êîíóñ, âåðøèíó òàêîãî êîíóñà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü vΓ(b).

Ëåììà 7.1. Ïóñòü v1, . . . , vm � âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ),
ãäå b1 > . . . > blΓ � öåëûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå êàñàòåëüíûå
êîíóñû C1, . . . , Cm. Òîãäà âûïîëíåíî òîæäåñòâî

[lΓ]t!σϕΓ(b,...,b)(DΓ(b, . . . , b)) =

m∑
i=1

evΓ(b)−viσϕΓ(b1,...,blΓ )(Ci)

(ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ïðîñòî öåëîòî÷å÷íûå ñâåðòêè êîíóñîâ Ci,
ñäâèíóòûõ íà vΓ(b)− vi).

Äëÿ âûâîäà ýòîãî òîæäåñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíèìàíèå òîãî, êàê âå-
äåò ñåáÿ òåîðåìà Áðèîíà ïðè âûðîæäåíèè ìíîãîãðàííèêîâ. Äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû, ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò äàíî ïîñëå òîãî, êàê ìû îáñóäèì ýòîò âîïðîñ
â ðàçäåëå 8.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.1. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí â Γ, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçáèðàÿ òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Íè îäèí ðÿä íå ñîäåðæèò áîëåå äâóõ âåðøèí ãðàôà Γ. Ýòîò
ñëó÷àé âêëþ÷àåò â ñåáÿ áàçó èíäóêöèè. Ê ñîæàëåíèþ, ðàçáîð ýòîãî ñëó÷àÿ
� íàèáîëåå âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü ýòîé ðàáîòû, õîòÿ ïðèìåíÿåìûé íàìè
ïîäõîä äîñòàòî÷íî ïðÿìîëèíååí.

Âî-ïåðâûõ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i > aΓ ãðàô Γ ñîäåðæèò îäíó âåðøè-
íó â ðÿäó i è äâå âåðøèíû â ðÿäó i + 1, òî ìîæíî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãðàô Γ′, ïîëó÷àþùèéñÿ
èç Γ óäàëåíèåì âñåõ âåðøèí â ðÿäàõ âûøå i. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñå÷åíèå
ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ), ïîëó÷àåìîå ôèêñèðîâàíèåì âñåõ êîîðäèíàò
â ðÿäàõ i è âûøå. Âêëàä êàæäîãî òàêîãî ñå÷åíèÿ â ψΓ(b1, . . . , blΓ) ðàâåí
íóëþ ïî ïðåäïîëæåíèþ èíäóêöèè, ïðèìåíåííîìó ê Γ′.

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ðàáîòàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Γ ñîäåðæèò
îäíó âåðøèíó â ðÿäó aΓ è äâå âåðøèíû â ðÿäó aΓ + 1. Ðèñóíîê 2 � ïðèìåð
òàêîãî ãðàôà. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî b1 = 0, èáî ëþáîå ψΓ(b)
ïîëó÷àåòñÿ èç ψΓ(0) äîìíîæåíèåì íà ìîíîì. Ìû âû÷èñëèì ψΓ(0), ðàçáèâàÿ
DΓ(0) íà ñå÷åíèÿ, ïîëó÷àåìûå ôèêñèðîâàíèåì äâóõ êîîðäèíàò â ðÿäó aΓ+1.
Ïóñòü Γ′ ïîëó÷àåòñÿ èç Γ óäàëåíèåì âåðøèíû â âåðõíåì ðÿäó, òîãäà

ψΓ(0) =
∑

b1≥0,b2≤0

cb1,b2ψΓ′(b1, b2), (14)

ãäå

cb1,b2 =


(1− t)2 ïðè b1 > 0 > b2,

(1− t) ïðè b1 > 0 = b2 or b1 = 0 > b2,

(1− t2) ïðè b1 = b2 = 0.

Êîíå÷íî æå, ðàâåíñòâó (14) íóæíî ïðèäàòü ñòðîãèé ñìûñë. Äåëàåòñÿ ýòî
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì è âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè ìû íå áóäåì. Èäåÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ó âñåõ ôóíêöèé ψΓ′(b1, b2) âìåñòå ñ ψΓ(0) åñòü îáùèé êîíå÷íûé
çíàìåíàòåëü (÷òî áóäåò ïîêàçàíî íèæå), ïðè äîìíîæåíèè íà êîòîðûé (14)
ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî ìåæäó ôîðìàëüíûìè ðÿäàìè Ëîðàíà.

Òåïåðü äëÿ íåêîòîðîé ïàðû b1 > b2 ðàññìîòðèì âåðøèíû ìíîãîãðàííè-
êà DΓ′(b1, b2). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñðåäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðàôîâ ∆v

åñòü ðîâíî äâà, îáå êîìïîíåíòû ñâçÿíîñòè êîòîðûõ � ãðàôû-ïóòè. Âîò ýòè
äâà ïîäãðàôà äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå 2.

∆v1
∆v2
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Ïóñòü r � íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî Γ ñîäåðæèò äâå âåðøèèíû èç
ðÿäà r− 1, íî îäíó èç ðÿäà r. Äâà óïîìÿíóòûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì
ïîäãðàôà ðàçëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî â îäíîì ñëó÷àå âåðøèíà â ðÿäó r ñîåäèíåíà
ñ ñîñåäîì ñëåâà ñâåðõó (âåðøèíà v1), à â äðóãîì � ñ ñîñåäîì ñïðàâà ñâåðõó
(âåðøèíà v2).

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Ðàññìîòðèì âåðøèíó v ìíîãîãðàííèêà DΓ′(b1, b2) îò-
ëè÷íóþ v1 îò v2 è ñ êàñàòåëüíûì êîíóñîì Cv. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè
ñëåäóåò, ÷òî

F (σϕΓ′ (b1,b2)(Cv)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ1 è Γ2 � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà ∆v, òîãäà

F (σϕΓ′ (b1,b2)(Cv)) = ψΓ1
(b1)ψΓ2

(b2).

Òîò ôàêò, ÷òî îäíà èç ýòèõ êîìïîíåíò íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì-ïóòåì îçíà÷àåò,
÷òî îíà ïîïàäàåò â ðàìêè ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ñîîòâåòñòâóþùèé
ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ.

Âçâåøåííàÿ òåîðåìà Áðèîíà, ïðèìåíåííàÿ ê ìíîãîãðàííèêó DΓ′(b1, b2),
òàêèì îáðàçîì äàåò

ψΓ′(b1, b2) = F (σϕΓ′ (b1,b2)(C1)) + F (σϕΓ′ (b1,b2)(C2)),

ãäå C1 è C2 � ñîîòâåòñâóþùèå êàñàòåëüíûå êîíóñû. Äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé
÷àñòè íå ñëèøêîì òðóäíî âû÷èñëèòü ÿâíî, ÷òî ìû è ñäåëàåì.

Îáà êîíóñà C1 è C2 ÿâëÿþòñÿ ñèìïëèöèàëüíûìè è óíèìîäóëÿðíûìè, ÷òî
ìîæíî óñòàíîâèòü ïîñìîòðåâ íà ìèíèìàëüíûå öåëî÷èñëåííûå îáðàçóþùèå
èõ ðåáåð. Ïóñòü dΓ � ñàìûé íèæíèé ðÿä, ñîäåðæàùèé âåðøèíû èç Γ, òîãäà
ìíîæåñòâî ýòèõ îáðàçóþùèõ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó îïèñàíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 7.3. Êîîðäèíàòû òàêîé îáðàçóþùåé ïðèíèìàþò âñåãî äâà
ðàçíûõ çíà÷åíèÿ: 0 è ëèáî−1, ëèáî 1. Äëÿ ëþáîãî i ∈ [aΓ+2, r−1] åñòü ðîâíî
îäíà îáðàçóþùàÿ, ñîäåðæàùàÿ ïî îäíîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòå â êàæäîì
ðÿäó èç ïðîìåæóòêà [i, r − 1], è âñåìè îñòàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ðàâíûìè
0. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî i ∈ [aΓ + 2, dΓ] åñòü ðîâíî îäíà îáðàçóþùàÿ,
ñîäåðæàùàÿ ïî îäíîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòå â êàæäîì ðÿäó èç ïðîìåæóòêà
[i, dΓ], è âñåìè îñòàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ðàâíûìè 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 7.1, äëÿ ëþáîãî ðåáðà e
îäíîãî èç êîíóñîâ C1 è C2 ïîäãðàô ∆e ïîëó÷àåòñÿ èç, ñîîòâåòñòâåííî, ∆v1

èëè ∆v2
óäàëåíèåì îäíîãî ðåáðà. Òîãäà ó ∆e äåéñòâèòåëüíî ðîâíî îäíà èç

òðåõ êîìïîíåíò íå áóäåò ñîäåðæàòü âåðøèí â ðÿäó aΓ + 1. Ó ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé îáðàçóþùåé âñå êîîðäèíàòû â ýòîé êîìïîíåíòå ðàâíû ëèáî 1, ëèáî −1,
â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ óäàëåííîãî ðåáðà. Âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû
ðàâíû íóëþ.

Äëÿ êàæäîãî èç ðåáåð ãðàôîâ ∆v1
è ∆v2

ìîæíî òåïåðü ðàññìîòðåòü
ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè óäàëåíèè ýòîãî ðåáðà ãðàô è ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì
óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.
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Îáðàçóþùèå, îïèñàííûå âî âòîðûì ïðåäëîæåíèè ïðåäëîæåíèÿ 7.3, îáî-
çíà÷èì ε1

i è ε
2
i ñîîòâåòñòâåííî. Îáðàçóþùèå, îïèñàííûå â òðåòüåì ïðåäëî-

æåíèè, îáîçíà÷èì ξ1
i è ξ

2
i . Âîò íåêîòîðûå èç îáðàçóþùèõ, ïîÿâëÿþùèõñÿ â

íàøåì ïðèìåðå, êðåñòîì ïîìå÷åíî óäàëÿåìîå ðåáðî.

0 0

0 0

−1

−1

ξ1
aΓ+3(= ξ1

r )

0 0

0 1

0

0

ε1
aΓ+2

0 0

0 1

1

1

ξ2
aΓ+2

0 0

1 0

0

0

ε2
aΓ+2

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ i ∈ [aΓ + 2, r − 1] âûïîëíÿåòñÿ F (eε
1
i ) =

F (eε
2
i ), à äëÿ i ∈ [aΓ + 2, dΓ], i 6= r âûïîëíÿåòñÿ F (eξ

1
i ) = F (eξ

2
i ). Îäíàêî

F (eξ
1
r ) = xrx

−1
dΓ+1, â òî âðåìÿ êàê F (eξ

2
r ) = x−1

r xdΓ+1.
Ïîñëåäíèé âîïðîñ, òðåáóþùèé îáñóæäåíèÿ ïðåæäå ÷åì ìû ïðèâåäåì

èòîãîâîå âû÷èñëåíèå � ýòî çíà÷åíèÿ ϕΓ′(b1, b2) íà ãðàíÿõ êîíóñîâ C1 è C2.

Ïðåäëîæåíèå 7.4. Äëÿ ãðàíè f ëþáîãî èç äâóõ êîíóñîâ èìååò ìåñòî

ψΓ′(b1, b2)(f) = (1− t)dim f .

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî êîìïîíåíò ñâçÿíîñòè ãðàôà ∆f ðàâíî dim f + 2, â
ñèëó ÷åãî îí ïîëó÷àåòñÿ èç ∆v1

èëè ∆v2
óäàëåíèåì dim f ðåáåð. Îïðåäåëåíèå

ϕΓ′(b1, b2) òóò æå âûäàåò âåñ (1− t)dim f .

Âûøåèçëîæåííûå ôàêòû äàþò ðàâåíñòâà

F (σϕΓ′ (b1,b2)(C1)) = F (ev1)
1− txrx−1

dΓ+1

1− xrx−1
dΓ+1

Z

è

F (σϕΓ′ (b1,b2)(C2)) = F (ev2)
1− tx−1

r xdΓ+1

1− x−1
r xdΓ+1

Z,

ãäå

Z = F

 r−1∏
i=aΓ+2

1− teε1i
1− eε1i

∏
i∈[aΓ+2,dΓ]

i6=r

1− teξ1
i

1− eξ1
i

 .

Êðîìå òîãî, èç ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî

ψΓ′(0, 0) = F (evΓ′ (0))
1

1 + t

(
1− txrx−1

dΓ+1

1− xrx−1
dΓ+1

+
1− tx−1

r xdΓ+1

1− x−1
r xdΓ+1

)
Z =

F (evΓ′ (0))Z.

21



Ò.ê. F (ev1) = x−b1−b2aΓ+1 xb2r x
b1
dΓ+1 è F (ev2) = x−b1−b2aΓ+1 xb1r x

b2
dΓ+1 è

evΓ′ (0) = 1, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

1

Z

∑
b1≤0,b2≥0

cb1,b2ψΓ′(b1, b2) =

1− txrx−1
dΓ+1

1− xrx−1
dΓ+1

(
(1− t)2

∑
b1>0>b2

x−b1−b2aΓ+1 xb2r x
b1
dΓ+1+

(1− t)
∑
b1>0

x−b1aΓ+1x
b1
dΓ+1 + (1− t)

∑
b2<0

x−b2aΓ+1x
b2
r

)
+

1− tx−1
r xdΓ+1

1− x−1
r xdΓ+1

(
(1− t)2

∑
b1>0>b2

x−b1−b2aΓ+1 xb1r x
b2
dΓ+1+

(1− t)
∑
b1>0

x−b1aΓ+1x
b1
r + (1− t)

∑
b2<0

x−b2aΓ+1x
b2
dΓ+1

)
+ 1− t2 =

1− txrx−1
dΓ+1

1− xrx−1
dΓ+1

(
(1− t)2 x−1

r xdΓ+1

(1− x−1
aΓ+1xdΓ+1)(1− xaΓ+1x

−1
r )

+

(1− t)
x−1
aΓ+1xdΓ+1

1− x−1
aΓ+1xdΓ+1

+ (1− t) xaΓ+1x
−1
r

1− xaΓ+1x
−1
r

)
+

1− tx−1
r xdΓ+1

1− x−1
r xdΓ+1

(
(1− t)2

xrx
−1
dΓ+1

(1− x−1
aΓ+1xr)(1− xaΓ+1x

−1
dΓ+1)

+

(1− t)
x−1
aΓ+1xr

1− x−1
aΓ+1xr

+ (1− t)
xaΓ+1x

−1
dΓ+1

1− xaΓ+1x
−1
dΓ+1

)
+ 1− t2= 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íàïðÿìóþ, íàïðèìåð, ìàøèííî.

Ñëó÷àé 2. Õîòÿ áû äâà bi ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé (è ìû âíå ñëó÷àÿ 1).
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ìíîãîãðàííèêàDΓ(b1, . . . , blΓ)

ñ êàñàòåëüíûì êîíóñîì Cv âêëàä F (σϕΓ(b1,...,blΓ )(Cv)) íóëåâîé.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.1, ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ∆v åñòü ÷èñëî ðàç-

ëè÷íûõ bi. Îáîçíà÷èì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû G1, . . . , Gm ñ óñëîâèåì, ÷òî Gi
ñîäåðæèò âåðøèíû èç âåðõíåãî ðÿäà ñ íîìåðàìè ñ li ïî ri. Ìû ïîëó÷àåì
ðàçëîæåíèå

F (σϕΓ(b1,...,blΓ )(Cv)) =

m∏
i=1

ψGi(bli , . . . , bri).

Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ðàçëîæåíèå òåì, ÷òî Cv ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ êîíóñîâ DGi(bli , . . . , bri) è äëÿ ëþáîé ãðàíè f =

⊕m
i=1 fi êîíóñà Cv

âûïîëíÿåòñÿ

ϕΓ(b1, . . . , blΓ) =

m∏
i=1

ϕGi(bli , . . . , bri)(fi).
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Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, îäíàêî, ïîêàçûâàåò, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñîìíî-
æèòåëåé ψGi(bli , . . . , bri) ðàâåí íóëþ.

Ñëó÷àé 3. Èìååò ìåñòî b1 = blΓ (è ìû âíå ñëó÷àÿ 1).
Ðàññìîòðèì ëþáîé íàáîð öåëûõ ÷èñåë b′1 > . . . > b′lΓ è ïóñòü v1, . . . , vm

� âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà DΓ(b′1, . . . , b
′
lΓ

), êàñàòåëüíûå êîíóñû îáîçíà÷èì
C ′1, . . . , C

′
m. Ëåììà 7.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî

ψΓ(b1, . . . , blΓ) =
1

[lΓ]t!
F

(
m∑
i=1

evΓ(b1)−viσϕΓ(b′1,...,b
′
lΓ

)(C
′
i)

)
.

Ðàññóæäåíèå, ïðèâåäåííîå â ñëó÷àå 2, ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî íóëþ.

8. Âçâåøåííàÿ òåîðåìà Áðèîíà äëÿ âûðîæäå-

íèé ìíîãîãðàííèêîâ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 7.1 îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì çàäàòüñÿ ñëåäó-
þùèì âîïðîñîì: êàê âåäåò ñåáÿ âçâåøåííàÿ òåîðåìà Áðèîíà, êîãäà ìíîãî-
ãðàííèê âûðîæäàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà íåêîòîðûõ ãèïåðãðàíåé? Ïî-
ÿñíèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó.

Ðàññìòîðèì êîíå÷íîìåðíûé ðàöèîíàëüíûé ìíîãîãðàííèê Σ, çàäàííûé
íåðàâåíñòâàìè fi(x) ≤ ci. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû âñå ýòè íåðàâåíñòâà áûëè ñó-
ùåñòâåííûìè, ò.å. ÷òîáû êàæäîå èç íèõ çàäàâàëî íåêòîðóþ ãèïåðãðàíü ìíî-
ãîãðàííèêà. Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê Σ′, çàäàííûé íàáîðîì íåðà-
âåíñòâ fi(x) ≤ di. Ìû áóäåì íàçûâàòü Σ′ âûðîæäåíèåì Σ, åñëè êàæäàÿ èç
ãèïåðïëîñêîñòåé {fi(x) = di} èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Σ′ (íî ïðè ýòîì
íå âñå ýòè ïåðåñå÷åíèÿ îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ãèïåðãðàíÿìè). Ìîæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî Σ′ ïîëó÷èëñÿ èç Σ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ îãðàíè÷èâàþùèõ åãî ãèïåðïëîñêîñòåé, íî ïðè ýòîì
òàêèì îáðàçîì, ÷òî íè îäíà èç íèõ íè â êàêîé ìîìåíò íå ïåðåñòàâàëà ïåðåñ-
êàòü ìíîãîãðàííèê. Òî, ÷òî íåêîòîðûå èç ïåðåñå÷åíèé òåïåðü èìåþò êîðàç-
ìåðíîñòü áîëüøå 1 îçíà÷àåò, ÷òî êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà ìíîãîãðàííèêà
â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñîâ èçìåíèëàñü, ò.å. íåêîòîðûå ãðàíè "ñõëîïíóëèñü" â
ãðàíè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ãðàíè f ìíîãîãðàííèêà Σ ïóñòü S � ìíîæåñòâî òàêèõ i, ÷òî f
ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè {fi(x) = ci}. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå Σ′ ∩⋂
i∈S{fi(x) = di}, îíî ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà Σ′, îáîçíà÷èì ýòó

ãðàíü π(f). Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíî ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå π :
FΣ → FΣ′ ïðè÷åì òàêîå, ÷òî dim f ≥ dimπ(f).

Ïîëåçíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, â îòíîøåíèè òåîðåìû Áðèîíà, èç-
ìåíåíèå êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû â ðåçóëüòàòå íàøèõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðå-
íîñîâ ìîæíî ïðîèãíîðèðîâàòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
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ðàâåíñòâî.

σ(Σ′) =
∑

v âåðøèíà Σ

eπ(v)−vσ(Cv), (15)

ãäå Cv � êàñàòåëüíûé êîíóñ è èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî π(v) îáÿçàòåëüíî
âåðøèíà.

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå
óòâåðæäåíèå âî âçâåøåííîì ñëó÷àå.

Ëåììà 8.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåñîâ ϕ : FΣ → R äëÿ íåêîòîðîãî êîììó-
òàòèâíîãî êîëüöà R. Äàëåå, îïðåäåëèì ϕ′ : FΣ′ → R ïî ïðàâèëó

ϕ′(f ′) =
∑

f∈π−1(f ′)

(−1)dim f−dim f ′ϕ(f).

Òîãäà èìååò ìåñòî

σϕ′(Σ
′) =

∑
v âåðøèíà Σ

eπ(v)−vσϕ(Cv)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v′ ìíîãî-
ãðàííèêà Σ′ ñ êàñàòåëüíîì êîíóñîì Cv′ âûïîëíÿåòñÿ

σϕ′(Cv′) =
∑

âåðøèíà v
π(v)=v′

ev
′−vσϕ(Cv).

Ðàññìîòðèì ãðàíü f òàêóþ, ÷òî π(f) ñîäåðæèò v′. Ïóñòü v1, . . . , vm �
âåðøèíû ãðàíè f òàêèå, ÷òî π(vi) = v′. Ïóñòü Ci � ãðàíü êîíóñà Cvi îòâå-
÷àþùàÿ (ñîäåðæàùàÿ) f è ïóñòü, êðîìå òîãî, C ′ � ãðàíü Cv′ , îòâå÷àþùàÿ
π(f). Èìååì

m∑
i=1

σ(Int(Ci − vi + v′)) = (−1)dim f
m∑
i=1

σ(−(Ci − vi) + v′)) =

(−1)dim fσ(−(C ′ − v′) + v′) = (−1)dim f−dimπ(f)σ(Int(C ′),

ãäå Int îáîçíà÷àåò îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü ãðàíè, ò.å. ãðàíü áåç ãðàíè-
öû, X + a îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïåðåíîñà ìíîæåñòâà X íà âåêòîð a, à −X
îáîçíà÷àåò îáðàç X ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïåðâîå
è òðåòüå ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç âçàèìíîñòè Ñòýíëè (ñì. [11]), âòîðîå æå ðà-
âåíñòâî åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà (15) ê êîíóñó −(C ′− v′) + v′,
ðàññìàòðèâàåìîìó êàê âûðîæäåíèå ìíîãîãðàííèêà

⋂m
i=1 Ci. (Ìû ñ÷èòàåì,

÷òî îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü òî÷êè åñòü ñàìà ýòà òî÷êà, à íå ïóñòîå
ìíîæåñòâî.)

Îñòàåòñÿ ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷åííûå âûøå ðàâåíñòâà ñ êîýôôèöèåí-
òàìè ϕ(f) ïî f , äëÿ êîòîðûõ π(f) ñîäåðæèò v′, è ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì
íóæíîå ðàâåíñòâî.
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9. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íåêîòîðîå îáîáùåíèå ëåììû.
Ïóñòü äàí îðäèíàðíûé ãðàô Γ, ñòðîãî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

öåëûõ ÷èñåë b1, . . . , blΓ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë b′1, . . . , b
′
lΓ

óáû-
âàþùàÿ, íî íå ñòðîãî (ò.å. õîòÿ áû äâà b′i ñîâïàäàþò). Ïóñòü m � ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ b′i, ïðè÷åì j-îå ïî âåëè÷èíå èç ýòèõ m çíà÷åíèé âñòðå÷àåòñÿ li
ðàç.

Ìíîãîãðàííèê DΓ(b′1, . . . , b
′
lΓ

) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì ìíîãîãðàííèêà
DΓ(b1, . . . , blΓ), ïóñòü

π : FDΓ(b1,...,blΓ ) → FDΓ(b′1,...,b
′
lΓ

)

� ñîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì v1, . . . , vN âåðøèíû
ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ), à êàñàòåëüíûå êîíóñû � C1, . . . , CN . Òîãäà
óïîìÿíóòîå îáîáùåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 9.1.

[l1]t! . . . [lm]t!σϕΓ(b′1,...,b
′
lΓ

)

(
DΓ(b′1, . . . , b

′
lΓ)
)

=

N∑
i=1

eπ(vi)−viσϕΓ(b1,...,blΓ )(Ci).

Îäíàêî, ñ ó÷åòîì ëåììû 8.1, ýòî îáîáùåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òà-
êîãî òîæäåñòâà.

Ëåììà 9.2. Äëÿ ëþáîé ãðàíè f ìíîãîãðàííèêàDΓ(b′1, . . . , b
′
lΓ

) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

[l1]t! . . . [lm]t!ϕΓ(b′1, . . . , b
′
lΓ)(f) =

∑
g∈π−1(f)

(−1)dim g−dim fϕΓ(b1, . . . , blΓ)(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ îòîáðàæåíèÿ π â òåðìèíàõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ãðàíÿì ïîäãðàôîâ. Ðàññìîòðèì ãðàíü g ìíîãîãðàííèêàDΓ(b1, . . . , blΓ).

Êàæäîìó ðåáðó ãðàôà ∆g ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ïåðå-
ñåêàåò DΓ(b1, . . . , blΓ) ïî ãèïåðãðàíè, ñîäåðæàùèé g. Îáðàçû ýòèõ ãèïåð-
ïëîñêîñòåé ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñà îãðàíè÷èâàþò
DΓ(b′1, . . . , b

′
lΓ

), íî óæå íå îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàþò åãî ïî ãèïåðãðàíÿì. Ïî
îïðåäåëåíèþ, π(g) åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ãðàíü ìíîãîãðàííèíêàDΓ(b′1, . . . , b

′
lΓ

),
ñîäåðæàùàÿñÿ âî âñåõ ýòèõ (ïåðåíåñåííûõ) ãèïåðïëîñêîñòÿõ.

Â ïåðåâîäå íà ÿçûê ïîäãðàôîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå. Ïîäãðàô ∆π(g) åñòü
ìèíèìàëüíûé ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå ðåáðà ∆g è ïðè ýòîì äåéñòâèòåëüíî
îòâå÷àþùèé íåêîòîðîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà DΓ(b′1, . . . , b

′
lΓ

), ò.å. óäîâëåòâî-
ðÿþùèé òðåì óñëîâèÿì èç ïðåäëîæåíèÿ 7.1.

Ëåììà áóäåò äîêàçûâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí â Γ. Áàçà èí-
äóêöèè � ñëó÷àé, â êîòîðîì Γ ñîñòîèò èç òðåõ âåðøèí, äâóõ â ðÿäó aΓ è
îäíîé â ðÿäó aΓ + 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ âûðîæäåíèåì îòðåçêà
â òî÷êó è äîêàçûâàåìîå òîæäåñòâî ãëàñèò 1 + 1 − (1 − t) = [2]t! · 1 = 1 + t.
Ïåðåéäåì ê øàãó èíäóêöèè, ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ñëó÷àÿ.
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Ñëó÷àé 1. Ãðàô ∆f íå ñâÿçåí.
Ïóñòü G1, . . . , Gm � òå ñâçÿíûå êîìïîíåíòû ãðàôà ∆f , êîòîðûå ñîäåð-

æàò âåðøèíû èç ðÿäà aΓ. Âåñ ϕ(b′1, . . . , b
′
lΓ

)(f) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïî
ìíîæåñòâó ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà ∆f . Ïóñòü R � òî æå ïðîèçâåäåíèå,
íî ïî âñåì êîìïîíåíòàì, êðîìå ýòèõ Gj .

Äàííîå âûøå îïèñàíèå π ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà â ∆f , îò-
ëè÷íàÿ îò âñåõ Gj , ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñâÿçíîé êîìïîíåíòíîé ëþáîãî
∆g ñ g ∈ π−1(f). Òàêèì îáðàçîì ϕ(b1, . . . , blΓ)(g) åñòü ïðîèçâåäåíèå R è
ñîìíîæèòåëåé, îòâå÷àþùèõ êîìïîíåíòàì, ñîäåðæàùèìñÿ â îäíîé èç Gj .

Âûïèøåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ êàæäîãî èç âûðîæäåíèé
DGj (b1, . . . , blj ) â DGj (b, . . . , b) (äëÿ ëþáîãî öåëîãî b). Èç âûøåñêàçàííîãî
ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìíîæèâ âûïèñàííûå ðàâåíñòâà è äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà
(−1)dim fR ìû â òî÷íîñòè ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Ñëó÷àé 2. Ãðàô ∆f ñâÿçåí, ò.å. ∆f = Γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî DΓ(b′1, . . . , b
′
lΓ

)
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, âñå b′i ðàâíû ìåæäó ñîáîé è f � âåðøèíà êîíóñà.

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì çíà÷åíèå âñåõ b′i ÷åðåç b. Ïðîîáðàç π
−1(f)

ñîñòîèò â òî÷íîñòè èõ îãðàíè÷åííûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ)
ïîòîìó, êàê, äëÿ ëþáîãî âûðîæäåíèÿ, π(f) îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îãðàíè÷åíî f .

Ïðåäëîæåíèå 9.1. Ãðàíü g ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ) îãðàíè÷åíà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô ∆g îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè.

Åñëè âåðøèíû (i, j) è (i + 1, j − 1) îáå ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ëåâûìè â Γ â
ñâîèõ ðÿäàõ, òî ∆g ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî.

Àíàëîãè÷íî, åñëè âåðøèíû (i, j) è (i + 1, j) îáå ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ïðà-
âûìè â Γ â ñâîèõ ðÿäàõ, òî ∆g ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùåå èç ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé, êàæäàÿ
êîîðäèíàòà ëþáîé òî÷êè â g ëåæèò ìåæäó b1 è blΓ . Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè
ïåðâîå óñëîâèå íàðóøàåòñÿ, òî g ñîäåðæèò òî÷êè, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà
i+1, j−1 ñêîëü óãîäíî âåëèêà. Àíàëîãè÷íî, åñëè íàðóøàåòñÿ âòîðîå óñëîâèå,
òî g ñîäåðæèò òî÷êè, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà i+ 1, j− 1 ñêîëü óãîäíî âåëèêà
(ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ).

Ïóñòü Γ′ � ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ èç Γ ïðè óäàëåíèè âåðõíåãî ðÿäà. Âû-
áåðåì ïðîèçâîëüíóþ îãðàíè÷åííóþ ãðàíü g ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ),
ïóñòü ∆′ � ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ∆g ïðè óäàëåíèè âåðøèí â ðÿäó aΓ.
Ãðàô ∆′ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì â Γ′.

Ïîñêîëüêó âñå âåðøèíû âåðõíåãî ðÿäà ãðàôà ∆g ëåæàò â ðàçíûõ êîìïî-
íåíòàõ ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ êîìïîíåíòà â ∆′ ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ âåðøèí
èç âåðõíåãî ðÿäà aΓ′(= aΓ + 1). Çàôèêñèðóåì òàêóþ íåâîçðàñòàþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü c′1, . . . , c

′
lΓ′
, ÷òî c′i = c′i+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i-àÿ

è i+ 1-àÿ ñëåâà âåðøèíû â âåðõíåì ðÿäó ãðàôà ∆′ íàõîäÿòñÿ â îäíîé êîì-
ïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

Äàëåå, ïóñòü c1, . . . , clΓ′ � ñòðîãî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ
÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òðè ìíîãîãðàííèêà: DΓ′(c1, . . . , clΓ′ ), çàòåì
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DΓ′(c
′
1, . . . , c

′
lΓ′

) è, íàêîíåö, êîíóñ DΓ′(c, . . . , c) (ãäå c ïðîèçâîëüíîå öåëîå

÷èñëî).
Âòîðîé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì ïåðâîãî, à êîíóñ � âûðîæ-

äåíèåì èõ îáîèõ. Ââåäåì òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè ãðàíåé:

π′ : FDΓ′ (c1,...,clΓ′
) → FDΓ′ (c,...,c)

,

ρ : FDΓ′ (c1,...,clΓ′
) → FDΓ′ (c

′
1,...,c

′
l
Γ′

) è

υ : FDΓ′ (c
′
1,...,c

′
l
Γ′

) → FDΓ′ (c,...,c)
.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ âåðøèíû f ′ êîíóñà DΓ′(c, . . . , c) ãëàñèò

[lΓ′ ]t!ϕΓ′(c, . . . , c)(f
′) =

∑
h∈(π′)−1(f ′)

(−1)dimhϕΓ′(c1, . . . , clΓ′ )(h). (16)

Äàëåå, ∆′ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêàDΓ′(c
′
1, . . . , c

′
lΓ′

),

îáîçíà÷èì åå g′ (ò.å. ∆′ = ∆g′). Ïóñòü d � ÷èñëî ïàð c′i = c′i+1. Ïðåäïîëî-
æåíèå èíäóêöèè â ïðèìåíåíèè ê g′ ãëàñèò

(1+t)dϕΓ′(c
′
1, . . . , c

′
lΓ′

)(g′) =
∑

h∈ρ−1(g′)

(−1)dimh−dim g′ϕΓ′(c1, . . . , clΓ′ )(h). (17)

Îáîçíà÷èì Ig ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ∆g ïðè óäàëåíèè âñåõ âåðøèí íèæå
ðÿäà aΓ + 1, ò.å. ïðè îñòàâëåíèè òîëüêî äâóõ âåðõíèõ ðÿäîâ. Äëÿ îãðàíè-
÷åííûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà DΓ(b1, . . . , blΓ) áóäåì ïèñàòü g1 ∼ g2 åñëè è
òîëüêî åñëè Ig1

= Ig2
. Ãðàíè â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàíè g íàõîäÿòñÿ âî

âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åííûìè ãðàíÿìè ìíîãîãðàí-
íèêà DΓ′(c

′
1, . . . , c

′
lΓ′

). Ïðè ýòîì ãðàíè g1 ñîîòâåòñòâóåò g′1 (îïðåäåëÿåìàÿ

àíàëîãè÷íî g′).
Èç ïðåäóäûùåãî àáçàöà ñëåäóåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå òîæäåñòâ (17) ïî

âñåì g1 ∼ g äàåò

(1 + t)d
∑

g′1∈υ−1(f ′)

(−1)dim g′1ϕΓ′(c
′
1, . . . , c

′
lΓ′

)(g′1) =

∑
h∈(π′)−1(f ′)

(−1)dimhϕΓ′(c1, . . . , clΓ′ )(h), (18)

ãäå υ−1(f ′) � â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà
DΓ′(c

′
1, . . . , c

′
lΓ′

). Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî (π′)−1(f ′) ò.ê. π′ = υρ.
Îáîçíà÷èì e ÷èñëî òàêèõ âåðøèí â ðÿäó aΓ + 1, ÷òî â ∆g îíè íå ñîåäè-

íåíû íè ñ êàêîé âåðøèíîé â ðÿäó aΓ. Äëÿ ëþáîãî g1 ∼ g èìååì

ϕΓ(b1, . . . , blΓ)(g1) = (1− t)e(1− t2)dϕΓ′(c
′
1, . . . , c

′
lΓ′

)(g′1). (19)

Òåïåðü ïîäñòàâèì (16) â (18) è çàòåì ïîäñòàâèì (19) â ðåçóëüòàò. Ñ ó÷å-
òîì òîãî, ÷òî dim g1 = dim g′1 + e, ïîëó÷àåì∑
g1∼g

(−1)dim g1ϕΓ(b1, . . . , blΓ)(g1) = (−1)e(1− t)d+e[lΓ′ ]t!ϕΓ′(c, . . . , c)(f
′). (20)
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Îáîçíà÷èì ν(Ig) êîýôôèöèåíò (−1)e(1−t)d+e (è d è e îïðåäåëÿþòñÿ ãðàôîì
Ig).

Îäíàêî
[lΓ]t!ϕΓ(b, . . . , b)(f) = κΓ[lΓ′ ]t!ϕΓ′(c, . . . , c)(f

′),

ãäå

κΓ =


1−tlΓ
1−t ïðè lΓ′ = lΓ − 1,

1 ïðè lΓ′ = lΓ,

1− t ïðè lΓ′ = lΓ + 1.

(21)

Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðóÿ òîæäåñòâà (20) ïðè g ïðîáåãàþùåì íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî S ïðåäñòàâèòåëåé îòíîøåíèÿ∼, ïîëó÷àåì, ÷òî äîêàçàòü îñòàåòñÿ
ëèøü ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 9.2.
∑
g∈S

ν(Ig) = κΓ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ig � ãðàô, ðàñïîëîæåííûé â äâóõ ðÿäàõ. Êàæäàÿ âåðøè-
íà â íèæíåì ðÿäó ëèáî ñîåäèíåíà ñ îäíîé èëè îáåèìè âåðøèíàìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ íåïîñðåäñòâåííî íàä íåé, ëèáî ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Òîò ôàêò,
÷òî ãðàíü g îãðàíè÷åíà, îçíà÷àåò íàëè÷èå ñëåäóþùèõ äâóõ îãðàíè÷åíèé.
Åñëè ó ñàìîé ëåâîé âåðøèíû â íèæíåì ðÿäó íåò ñîñåäà ñëåâà ñâåðõó (îí
íå âõîäèò â ãðàô), òî îíà îáÿçàòåëüíî ñîåäèíåíà ñî ñâîèì ñîñåäîì ñïðàâà
ñâåðõó. Ñèììåòðè÷íî, åñëè ñàìàÿ ïðàâàÿ âåðøèíà â íèæíåì ðÿäó íå èìååò
ñîñåäà ñïðàâà ñâåðõó, òî îíà îáÿçàòåëüíî ñîåäèíåíà ñî ñâîèì ñîñåäîì ñëåâà
ñâåðõó. (Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ïðåäëîæåíèå 9.1). Ïðèâåäåì ïî ïðèìåðó äëÿ
êàæäîãî èç òðåõ ñëó÷àåâ â îïðåäåëåíèè (21).

d = 1, e = 0 d = 1, e = 1 d = 0, e = 1

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ ÷èñëî âîçìîæíûõ Ig
ðàâíî 3lΓ−1.

Îáîçíà÷èì ∑
g∈S

ν(Ig) =


Σ−lΓ ïðè lΓ′ = lΓ − 1,

Σ0
lΓ

ïðè lΓ′ = lΓ,

Σ+
lΓ

ïðè lΓ′ = lΓ + 1.

Ïðåäëîæåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

Σ−l+1 = −(1− t)Σ−l + Σ−l + Σ0
l ,

Σ0
l+1 = −(1− t)Σ−l + (1− t)Σ−l + Σ0

l ,

Σ+
l+1 = −(1− t)Σ0

l + (1− t)Σ0
l + Σ+

l .

Ìû çàâðåøèëè ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ 2 è, òåì ñàìûì, äîêàçàòåëüñòâî
øàãà èíäóêöèè.
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10. Ïðèëîæåíèå ê ôèíèòíîìó ñëó÷àþ

Òåîðåìà 5.1 äîñòàòî÷íî ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
âûøå. Âêðàòöå îïèøåì ýòî ðàññóæäåíèå, íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè.

Ïóñòü λ � öåëî÷èñëåííûé äîìèíàíòíûé sln-âåñ. Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî
ìíîãîãðàííèêGTλ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñDT (λ1, . . . , λn−1, 0).
Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé öåëîé òî÷êè A â GTλ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

pA = ϕT (λ1, . . . , λn−1, 0)(f),

ãäå f � ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ A. Òàêèì îáðàçîì,∑
A∈GTλ

pAe
µA = ψT (λ1, . . . , λn−1, 0)|x0=xn=1.

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü âûäåëåííîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, ôèãóðè-
ðóþùåå â òåîðåìå 5.1. Ê íåìó îòíîñÿòñÿ òå âåðøèíû v (ìíîãîãðàííèêà
DT (λ1, . . . , λn−1, 0)), äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïîíåíòû E ãðà-
ôà ∆v è òàêîãî ðÿäà i > 0, ÷òî E ñîäåðæèò áîëüøå âåðøèí â ðÿäó i, ÷åì â
ðÿäó i−1. Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíû èç ýòîãî ìíîæåñòâà "ñóùåñòâåííûìè".

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ðàçáèåíèå (λ1, . . . , λn−1, 0) èìååò òèï l1, . . . , lm, ò.å. r-
àÿ ïî âåëè÷èíå ÷àñòü âñòðå÷àåòñÿ lr ðàç. Òîãäà â ëþáîì èç ãðàôîâ ∆v ðîâíî
m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, âûáåðåì v è îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû Γ1, . . . ,Γm.
Ïóñòü Cv � êàñàòåëüíûé êîíóñ ê DT (λ1, . . . , λn−1, 0) â v, òîãäà

Cv = DΓ1(λ1, . . . , λl1)×DΓ2(λl1+1, . . . , λl1+l2)× . . .

è, ñëåäîâàòåëüíî,

F (σϕT (λ1,...,λn−1,0)(Cv)) = ψΓ1
(λ1, . . . , λl1)ψΓ2

(λl1+1, . . . , λl1+l2) . . .

Ðàâåíñòâî íóëþ âêëàäîâ íåñóùåñòâåííûõ âåðøèí ñëåäóåò òåïåðü èç òåî-
ðåìû 7.1.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñóùåñòâåííûõ âåðøèí. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî
âåñà λ íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå (÷òî äåëàåòñÿ â ðàáîòå [12]). ×èñ-
ëî ñóùåñòâåííûõ âåðøèí åñòü n!. Äëÿ êàæäîãî w ∈ W åñòü ðîâíî îäíà
ñóùåñòâåííàÿ âåðøèíà ñ µv = wλ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì vw. Êàñàòåëü-
íûé êîíóñ Cvw â vw ñèìïëèöèàëåí è óíèìîäóëÿðåí. Ïóñòü εw,1, . . . , εw,(n2)

�

îáðàçóþùèå ýòîãî êîíóñà. Ìíîæåñòâî{
F (eεw,1), . . . , F

(
e
ε
w,(n2)

)}
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì {e−wα, α ∈ Φ+}. Òàêæå íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé ãðàíè f êîíóñà Cvw âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(f) = (1 − t)dim f (â
îáîçíà÷åíèÿõ ðàçäåëà 5).

Â ñîâîêóïíîñòè ýòè ôàêòû äàþò ôîðìóëó äëÿ âêëàäà ñóùåñòâåííîé âåð-
øèíû, ïðèâåäåííóþ â òåîðåìå 5.1.
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Ñëó÷àé îñîáîãî λ ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ðåãóëÿðíîãî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü λ1

� ëþáîé ðåãóëÿðíûé öåëî÷èñëåííûé äîìèíàíòíûé âåñ. GTλ òîãäà ÿâëÿåò-
ñÿ âûðîæäåíèåì ìíîãîãðàííèêà GTλ1 . Îáîçíà÷èâ π ñîîòâåòñòâóþùåå îòîá-
ðàæåíèå, èìååì π(v1

w1
) = π(v1

w2
) (ñóùåñòâåííûå âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà

GTλ1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w1λ = w2λ. Íàøå âûðîæäåíèå ñîâïàäàåò
ñ âûðîæäåíèåì DT (λ1

1, . . . , λ
1
n−1, 0) â DT (λ1, . . . , λn−1, 0), ÷òî ïîçâîëÿåò íàì

ïðèìåíèòü ëåììó 9.1, ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ âåðøèíû v ìíîãîãðàííèêà GTλ
èìååì

F (σϕ(Cv)) =
1

[l1]t! . . . [lm]t!

∑
π(v1

w)=v

F (ev−v
1
wσϕ1(Cv1

w
)).

Ñ ó÷åòîì ðàçîáðàííîãî óæå ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ, èç ýòîãî òîæäåñòâà ïî-
ëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.1 â ñëó÷àå îñîáîãî λ.

Ñòðóêòóðà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.2, êîòîðîìó ïîñâÿùåíà ÷àñòü III,
áóäåò ïî ñóùåñòâó òàêîé æå êàê ó âûøåèçëîæåííîãî ðàññóæäåíèÿ. Îäíàêî
ïîñòðîåíèå ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ, âûçâàííûõ áåñêîíå÷íîìåð-
íîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïîòðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ óñèëèé.

Â çàâåðøåíèå ýòîé ÷àñòè ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ëåììó 9.2,
ìîæíî âûâåñòè ëþáîïûòíîå òîæäåñòâî. Ïóñòü ñíîâà λ � öåëî÷èñëåííûé
äîìèíàíòíûé sln-âåñ, à âåñ λ

1 ê òîìó æå åùå è ðåãóëÿðíûé. Ïðèìåíèì ëåì-
ìó 9.2 ê âûðîæäåíèþ DT (λ1

1, . . . , λ
1
n−1, 0) â DT (λ1, . . . , λn−1, 0), à çàòåì ê

âûðîæäåíèþ DT (λ1
1, . . . , λ

1
n−1, 0) â DT (0, . . . , 0) (ò.å. â òî÷êó). Ñêîìáèíèðî-

âàâ ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 10.1. ∑
f ãðàíü GTλ

(−1)dim fϕ(f) =

(
n

l1, . . . , lm

)
t

,

ãäå l1, . . . , lm òèï ðàçáèåíèÿ (λ1, . . . , λn−1, 0), à â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò t-ìóëüòèíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà λ ñàì ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì
ïðîñòî [n]t!.

×àñòü III

Ñòðóêòóðà ìíîãîãðàííèêà Π è

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2

Â ðàìêàõ ýòîé ÷àñòè λ � ôèêñèðîâàííûé íåíóëåâîé öåëî÷èñëåííûé äî-
ìèíàíòíûé ŝln-âåñ (n òàê æå ôèêñèðîâàíî). Âñå îïðåäåëåíèÿ, äàííûå â
÷àñòè I, ïîíèìàþòñÿ ñ ó÷åòîì ýòèõ çíà÷åíèé.
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11. Òåîðåìà òèïà Áðèîíà äëÿ Π̄

Áåñêîíå÷íîìåðíûé ìíîãîãðàííèê Π áûë îïðåäåëåí â ÷àñòè 6.
Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî f ⊂ Π áóäåì íàçûâàòü åãî ãðàíüþ â òîì ñëó÷àå,

åñëè îíî èìååò âèä ïåðåñå÷åíèÿ Π è íåêîòîðîãî íàáîðà ïðîñòðàíñòâ

Ei = {x|xi = 0} ∩ V

è
Hi = {x|χi(x) = k} ∩ V.

Ãðàíè îáðàçóþò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ, ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû
ýòîé ðåøåòêè áóäåì íàçûâàòü "âåðøèíàìè" ìíîãîãðàííèêà.

Ïðåäëîæåíèå 11.1. Âåðøèíû åñòü â òî÷íîñòè òå òî÷êè x ∈ Π, êîòîðûå
ñîäåðæàòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ Ei è Hi äëÿ ëþáîãî i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì

Πl = Π ∩
⋂
i≤l

Hi.

Â ñòàòüå [13] ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî äëÿ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ Π0. Îäíàêî
ëþáîå Πl ïîëó÷àåòñÿ èç Π0 ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà (xi) → (xi+l), è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðåäëîæåíèå âåðíî äëÿ ëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé â êàêîì-ëèáî Πl.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Πl èñ÷åðïûâàþò Π.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ V ðàâåíñòâî si,j(x) = si−1,j(x)
ðàâíîñèëüíî x ∈ Hin+j(n−1), à si,j(x) = si−1,j+1(x) ðàâíîñèëüíî x ∈ Ein+j(n−1).
Òàêèì îáðàçîì, t-âåñ p(x) çàâèñèò òîëüêî îò ìèíèìàëüíîé ãðàíè â Π, ñîäåð-
æàùåé x. Êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîãðàííèêà ñîäåðæèòñÿ â êàêîé-ëèáî êîíå÷íî-
ìåðíîé ãðàíè, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé òî÷êè ìèíèìàëüíàÿ ñîäåðæà-
ùàÿ åå ãðàíü êîíå÷íîìåðíà. ßñíî, ÷òî è äëÿ êàæäîé êîíå÷íîìåðíîé ãðàíè
f ìîæíî âçÿòü òî÷êó x òàêóþ, ÷òî f � ìèíèìàëüíàÿ ñîäåðæàùàÿ x ãðàíü.
Ïîëîæèâ ϕ(f) = p(x) ïîëó÷èì (êîððåêòíî îïðåäåëåííîå) îòîáðàæåíèå

ϕ : FΠ → Z[t]

èç ìíîæåñòâà êîíå÷íîìåðíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà Π.
Îïðåäåëèì òåïåðü ðÿäû τv̄, óïîìÿíóòûå â ÷àñòè 6.
Â êàæäîé âåðøèíå v ìíîãîãðàíèèêà Π îïÿòü æå åñòü êàñàòåëüíûé êîíóñ

Cv = {v + α(x− v), x ∈ Π, α ≥ 0}.

Êàæîé ãðàíè f , ñîäåðæàùåé v, ñîîòâåòñòâóåò ãðàíü êîíóñà Cv:

fv = {v + α(x− v), x ∈ f, α ≥ 0}.

Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (îäíîìåðíîé ãðàíè) e, ñîäåðæàùåé v îïðåäåëèì åãî
îáðàçóþùóþ êàê ìèíèìàëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð ε òàêîé, ÷òî v+ε ∈ e.
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Ïóñòü {εv,i, i > 0} � ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ðåáåð, ñîäåðæàùèõ äàííóþ
âåðøèíó v. Ëþáàÿ òî÷êà êîíóñà Cv ïîëó÷àåòñÿ èç v ïðèáàâëåíèåì íåîòðè-
öàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèàíöèè ýòèõ εv,i.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Äëÿ ìîíîìà Ëîðàíà y îò z1, . . . , zn−1, q îáîçíà÷èì deg y ñòåïåíü, â êîòî-

ðîé q âõîäèò â y.

Ïðåäëîæåíèå 11.2. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v è N ∈ Z cóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ i, ÷òî degG(eεv,i) < N . (Îïðåäåëåíèå G ñì. â (10).)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì íàáëþäåíèåì. Äëÿ ëþáîãî öå-
ëîãî M ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ âåðøèí u, ÷òî degG(eū) <
M . Íàïðèìåð, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà òàêèõ ìîíîìîâ ïî âñåì öåëûì
òî÷êàì â Π (â òîì ÷èñëå âåðøèíàì) åñòü e−λ charLλ.

Êàæäîå ðåáðî ìíîãîãðàííèêà Π ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì äâå
âåðøèíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî εv,i ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî K, ÷òî v + Kεv,i òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé (êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì
ui). Ïóñòü l � íîìåð ïåðâîé (ñàìîé ëåâîé) íåíóëåâîé êîîðäèíàòû íåêîòî-
ðîãî εv,i è ïóñòü ýòà êîðäèíàòà ðàâíà c. Òîãäà χl(ui) = χl(v) + Kc, îòêóäà
K ≤ k.

Îäíàêî
degG(eūi)− degG(ev̄) = K degG(eεv,i).

Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîñòü ÷èñëà òàêèõ εv,i, ÷òî degG(eεv,i) < N , ïðî-
òèâîðå÷èëà áû íàáëþäåíèþ, ñäåëàííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 11.3. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûé ðàöèîíàëüíûé ìíîãî-
ãðàííûé êîíóñ C è îòîáðàæåíèå ψ : FC → R äëÿ íåêîòîðîãî êîììóòàòèâíî-
ãî êîëüöà R. Ïóñòü ε1, . . . , εm � îáðàçóþùèå ðåáåð êîíóñà. Òîãäà âûðàæåíèå

(1− eε1) . . . (1− eεm)Sψ(C) (22)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýêñïîíåíò òî÷åê âèäà

v + α1ε1 + . . .+ αmεm,

ãäå âñå αi ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèàíãóëèðóåì C íàáîðîì ñèìïëèöèàëüíûõ êîíóñîâ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ïîðîæäåí íåêîòîðûì íàáîðîì âåêòîðîâ εi. Ïóñòü T � ãðàíü
îäíîãî èç êîíóñîâ òðèàíãöëÿöèè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïîðîæäåíà
âåêòîðàìè ε1, . . . , εl. Âûðàæåíèå

(1− eε1) . . . (1− eεl)S(Int(T ))

åñòü â òî÷íîñòè ñóììà ýêñïîíåíò âñåõ öåëûõ òî÷åê ïîëóîòêðûòîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà

{v + α1ε1 + . . .+ αlεl, αi ∈ (0, 1]}.
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Ïóñòü f � ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü C, ñîäåðæàùàÿ T . ßñíî, ÷òî

ψ(f)(1− eε1) . . . (1− eεm)S(Int(T ))

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýêñïîíåíò èñêîìîãî âèäà. Îäíàêî âûðàæå-
íèå (22) åñòü ñóììà âûøåïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé ïî âñåì T è åùå ñëàãàå-
ìîãî ϕ(u)eu, ãäå u � âåðøèíà êîíóñà C.

Îáîçíà÷èì Cv̄ = �Cv. Îáðàçóþùèå êîíóñà Cv̄ åñòü â òî÷íîñòè òî æå ñàìîå
ìíîæåñòâî {εv,i}. Â íèæåñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì ÷àñòî ïåðåõî-
äèòü îò ðàññìîòðåíèÿ Cv̄ è åãî àòðèáóòîâ ê Cv è îáðàòíî, ÷èòàòåëþ ñëåäóåò
íå óïóñêàòü èç âèäó îáîçíà÷åíèå − è ïîìíèòü, ÷òî, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå,
óñòðîåíû ýòè êîíóñû èäåíòè÷íî.

Â ëþáîé òî÷êå x ∈ Cv ìû ïîëàãàåì

pv(x) = ϕ

(
min
x∈fv

f

)
è îïðåäåëÿåì ôîðìàëüíûé ðÿä Ëîðàíà îò ïåðåìåííûõ ti

Sϕ̄(Cv̄) =
∑

x∈Cv̄∩Z∞
spv(x)ex.

Ðàññìîòðèì êîíóñ Cv − v = Cv̄ − v̄ ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Êàê
è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ðÿäû
Ëîðàíà, èìåþùèå íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû òîëüêî ïðè ýêñïîíåíòàõ öåëûõ
òî÷åê èç Cv − v, îáðàçóþò êîëüöî. È e−vSϕ̄(Cv̄) è

(1− eεv,1)(1− eεv,2) . . .

ïðèíàäëåæàò ýòîìó êîëüöó, à, çíà÷èò, ìîæíî ðàññìîòðåòü èõ ïðîèçâåäåíèå

Qv = Sϕ̄(Cv̄)(1− eεv,1)(1− eεv,2) . . .

Ëåììà 11.1. G(Qv) � êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ýëåìåíò êîëüöà S (ñì.
ðàçäåë 6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà N
ñðåäè òåõ ìîíîìîâ ex, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â Qv ñ íåíóëåâûì êîýôôèöè-
åíòîì, ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿþò degG(ex) < N .

Äëÿ l� 0 ïåðåñå÷åíèå

Cv,l = Cv̄ ∩
⋂
i<−l

�Hi ∩
⋂
i>l

�Ei

åñòü êîíå÷íîìåðíûé êîíóñ ñ âåðøèíîé v̄ è ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êîíóñà Cv̄.
Òàêèì îáðàçîì çàäàíà âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàíåé, èñ÷åð-
ïûâàþùàÿ Cv̄. Êàæäîå ðåáðî êîíóñà Cv,l ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåáðîì êîíóñà
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Cv̄, ôèêñèðóåì íåêîòîðîå l è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Cv,l ïîðîæäåí âåêòîðàìè
εv,1, . . . , εv,m. Äàëåå, îáîçíà÷èì

Qv,l = (1− eεv,1) . . . (1− eεv,m)Sϕ̄(Cv,l),

ãäå ϕ̄ âû÷èñëÿåòñÿ â ãðàíÿõ êîíóñà Cv,l åñòåñòâåííûì îáðàçîì. ßñíî, ÷òî
êîýôôèöèåíò ïðè ex â Qv,l ðàâåí êîýôôèöèåíòó ïðè ex â Qv ïðè l � 0.
Ìû äîêàæåì ëåììó, ïîêàçàâ, ÷òî ïðè l � 0 ðàçíîñòü Qv,l − Qv,l−1 èìååò
íóëåâîé êîýôôèöèåíò ïðè ëþáîì ex ñ degG(ex) < N .

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî òåõ εv,i, äëÿ êîòîðûõ degG(eεv,i) < 0 è ïóñòü

K = deg

 ∏
εv,i∈S

G(eεv,i)

 .

Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ëþáîì ex ñ degG(ex) < N â Qv,l − Qv,l−1

ðàâåí íóëþ, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå. Êàæäîå εv,i, ÿâëÿþùååñÿ îáðàçó-
þùåé ðåáðà â Cv,l, íî íå â Cv,l−1, óäîâëåòâîðÿåò degG(eεv,i) ≥ N − K. Â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11.2, ýòî âåðíî ïðè l � 0. Âûáåðåì (ôèêñèðóåì) ëþáîå
l, äëÿ êîòîðîãî ýòî âåðíî.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 11.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ex, âõîäÿùåãî â Qv,l ñ
íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì, âåêòîð x èìååò âèä

v̄ + α1εv,1 + . . .+ αmεv,m, αi ∈ [0, 1].

(Ãäå êîíóñ Cv,l îïÿòü æå ïîðîæäåí âåêòîðàìè εv,1, . . . , εv,m.)
Îäíàêî åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ex íå ðàâåí íóëþ â Qv,l − Qv,l−1, òî x

îáÿçàíî ëåæàòü âíå Cv,l−1, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî εv,i, îáðàçóþùåé ðåáðà â Cv,l
íî íå â Cv,l−1, èìååò ìåñòî αi > 0. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî Cv,l−1 ÿâëÿåòñÿ
ãðàíüþ êîíóñà Cv,l.

Ôèêñèðóåì ex, âõîäÿùåå ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì â Qv,l − Qv,l−1,
ïóñòü

x = v̄ + α1εv,1 + . . .+ αmεv,m, αi ∈ [0, 1].

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ∑
i∈[1,m],

v̄+εv,i 6∈Cv,l−1

αi ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåì ñàìûì áóäåò çàâåðøåíî, ò.ê.

degG(ex) ≥ K + (N −K)
∑

i∈[1,m],
v̄+εv,i 6∈Cv,l−1

αi.

Ýòîò ïîñëåäíèé ôàêò ìû äîêàæåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåãî ñâîé-
ñòâà âåêòîðîâ εv,i. Âñå íåíóëåâûå êîîðäèíàòû â εv,i ðàâíû ëèáî 1, ëèáî −1
(ñì. ïóíêò (c) ïðåäëîæåíèÿ 3.2 â ðàáîòå [13]).

Â ñèëó òîãî, ÷òî v̄ ∈ Cv,l, èìååì v̄i = 0 ïðè i < −l è i > l. Äàëåå, ó
εv,i, îáðàçóþùåå ðåáðî â Cv,l íî íå â Cv,l−1, êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì −l − 1
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èëè ñ íîìåðîì l + 1 ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé. Áîëåå òîãî, èç v ∈ H−l−1 è v ∈
El+1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå. Åñëè êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì −l − 1 íåíóëåâàÿ,
òî îíà ðàâíà −1 â ñèëó íåðàâåíñòâà χ−l−1(v + εv,i) ≤ k. Àíàëîãè÷íî, åñëè
êîîðäèíàòà íîìåð l + 1 íå ðàâíà íóëþ, òî îíà ðàâíà 1 â ñèëó v + εv,i ≥ 0.
Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî åñëè∑

i∈[1,m],
v̄+εv,i 6∈Cv,l

αi < 1,

òî êîîðäèíàòà òî÷êè x ñ íîìåðîì −l− 1 èëè l+ 1 íå ìîæåò áûòü öåëîé.

Òåïåðü ìû, íàêîíåö, ìîæåì äàòü îïðåäåëåíèå:

τv̄ =
G(Qv)

(1−G(eεv,1))(1−G(eεv,2)) . . .
. (23)

Â ðàìêàõ ýòîãî ðàçäåëà ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G(eεv,i) 6= 1 äëÿ ëþ-
áûõ v è i. Äîêàçàíî ýòî áóäåò â êîíöå ñëåäóþùåãî ðàçäåëà. Òîãäà èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 11.2 ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì
ýëåìåíòîì êîëüöà S.

Èç âûøåïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî G(Qv) íå ñîäåðæèò ìî-
íîìîâ ñî ñòåïåíüþ q ìåíüøåé degG(ev̄) + K (â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëü-
ñòâà). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, çíàìåíàòåëü â (23) íå ñîäåðæèò ñòåïåíåé q
ìåíüøèõ, ÷åì K. Òàêèì îáðàçîì, τv̄ ñîäåðæèò èñêëþ÷èòåëüíî ìîíîìû ñî
ñòåïåíüþ q íå ìåíüøåé degG(ev̄).

Äàëåå, ðàññìîòðèì êîíóñ Cv,l èç äîêàçàòåëüñòâà, ïóñòü îí ïîðîæäåí âåê-
òîðàìè ε1, . . . , εm. Àíàëîãè÷íî âûøåñêàçàííîìó, G(Qv,l) íå ñîäåðæèò ñòå-
ïåíåé q, ìåíüøèõ degG(ev̄) +K, à

G((1− eεv,1) . . . (1− eεv,m))

íå ñîäåðæèò ñòåïåíåé q ìåíüøèõ K. Ñëåäîâàòåëüíî ÷àñòíîå G(Qv,l) è ïðî-
èçâåäåíèÿ âûøå ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê τv̄,l ∈ S, òàêæå ñîäåðæàùèé òîëüêî
ñòåïåíè q íå ìåíüøèå degG(ev̄). (Êàê ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ýòî ÷àñòíîå
åñòü, êîíå÷íî æå, G(σϕ̄(Cv,l)).)

Ñäåëàííûå íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâ-
íîãî óòâåðæäåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. Ïóñòü

Π̄l = Π ∩
⋂
i<−l

�Hi ∩
⋂
i>l

�Ei.

Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî

G(Sϕ̄(Πl)) =
∑

v̄ âåðøèíà Π̄l

τv̄,l. (24)
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Î÷åâèäíî, ðÿä îò q, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè, ïîêîýôôèöèåíòíî ñõîäèòñÿ ê
G(Sϕ̄(Π̄)) ïðè l→∞. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî v ðÿäû τv̄,l ïîêîýôôèöèåíòíî
ñõîäÿòñÿ ê τv̄.

Íàáëþäåíèÿ, ïðåäøåñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâó ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî öåëîãî N ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí v, äëÿ êîòîðûõ τv̄,l
ñîäåðæèò ñòåïåíè q ìåíüøèå N . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îïðåäåëèòü áåñêî-
íå÷íóþ ñóììó ∑

v̄ âåðøèíà Π̄

τv̄,

è âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (24) ïîêîýôôèöèåíòíî ñõîäÿòñÿ ê ýòîé áåñêî-
íå÷íîé ñóììå.

12. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàíÿìè Π è ïîäãðà-

ôàìè ðåøåòêè

Ñïåðâà îïðåäåëèì ïîäãðàô Θ(x) ⊂ R äëÿ êàæîé òî÷êè x ∈ Π. Âåðøèíû
â Θ(x) � ýòî âñå âåðøèíû R. Ðåáðî â R, ñîåäèíÿþùåå (i1, j1) ñ (i2, j2),
âõîäèò â Θ(x) åñëè è òîëüêî åñëè si1,j1(x) = si2,j2(x).

Òåïåðü äëÿ êîíå÷íîìåðíîé ãðàíè f âûáåðåì òî÷êó x òàêóþ, ÷òî f �
ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ x. Âèäíî, ÷òî ïîäãðàô Θ(x) íå çàâèñèò îò
âûáîðà x è ìîæíî îïðåäåëèòü Θf = Θ(x). Âèäíî òàêæå, ÷òî ïðè f ⊂ g ãðàô
Θg ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì â Θf .

Ðàâåíñòâî (7) ïîêàçûâàåò, ÷òî Θf èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåíîñà
(i, j) → (i − n + 1, j + n). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñâçÿíîñòè â Θf

ðàçáèòû íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè: äâå êîìïîíåíòû ýêâèâàëåíòíû åñëè èõ
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ýòîãî ïåðåíîñà. Âûáåðåì
íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé è îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ýòèõ êîìïîíåíò ∆f ⊂ Θf .

Ñâåðõ òîãî, ðàâåíñòâî (7) òàê æå ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðøèíû (i, j) è (i −
n + 1, j + n) íèêîãäà íå ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå Θf . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ êàæîãî öåëîãî ÷èñëà l ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà âåðøèíà (i, j) ∈ ∆f äëÿ
êîòîðîé in + j(n − 1) = l. Îáîçíà÷èì ýòó âåðøèíó (ηf (l), θf (l)). Êðîìå òî-
ãî, âèäíî, ÷òî ðåáðà ∆f íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
ãèïåðïëîñêîñòÿìè El è Hl, ñîäåðæàùèìè f .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåðøèíó v ìíîãîãðàííèêà Π. Â ïðîñòðàíñòâå V ââå-
äåì çàìåíó êîîðäèíàò, çàäàííóþ ãðàôîì ∆v. Íîâûå êîîðäèíàòû íóìåðó-
þòñÿ ïàðàìè (i, j) òàêèìè, ÷òî (i, j) âõîäèò â ∆v. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîð-
äèíàòà òî÷êè x åñòü ïðîñòî si,j(x). Îïðåäåëåíèå (6) â êóïå ñ çàìå÷àíèÿìè
âûøå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà êîîðäèíàò,
ïåðåâîäÿùàÿ öåëûå òî÷êè â öåëûå òî÷êè è íàîáîðîò.

Ïðåäëîæåíèå 12.1. Òî÷êà x ∈ V ïðèíàäëåæèò Cv òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ðåáðà ãðàôà ∆v, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû (i1, j1)
è (i2, j2), êîîðäèíàòû si1,j1(x) è si2,j2(x) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùåìó
íåðàâåíñòâó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî x ∈ Cv åñëè è òîëüêî åñëè xl ≥ 0
ïðè v ∈ El è χl(x) ≤ k ïðè v ∈ Hl.

Ìû äàäèì îáøèðíûé ñïèñîê ñâîéñòâ îïðåäåëåííûõ íàìè îáúåêòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 12.2. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ìíîãîãðàííèêà Π êàæäàÿ âåð-
øèíà ãðàôà ∆v ñîåäèíåíà õîòÿ áû ñ îäíèì èç äâóõ ñîñåäåé ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 11.1.

Ïðåäëîæåíèå 12.3. Åñëè (i, j) è (i, j + 1) íàõîäÿòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå
ãðàôà ∆v, òî (i − 1, j + 1) è (i + 1, j) (ò.å. äâà îáùèõ ñîñåäà ïåðâûõ äâóõ
âåðøèí) òàêæå ëåæàò â òîé æå ñàìîé êîìïîíåíòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî si,j(v) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé òàá-
ëèöåé Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà.

Äàëåå ïðåäñòàâèì ñåáå ãðàô-öèêë ñ n âåðøèíàìè, çàíóìåðîâàííûìè
÷èñëàìè 0, . . . , n−1, à òàêæå åãî ïîäãðàô, îïðåäåëÿþùèéñÿ ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó. Âåðøèíû i è i+ 1 ñìåæíû â ïîäãðàôå åñëè è òîëüêî åñëè ai+1 = 0
(âñå èíäåêñû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n). Ò.ê. λ 6= 0 ýòîò ïîäãðàô ñîñòîèò èçm(λ)
êîìïîíåíò � ãðàôîâ ïóòåé ðàçìåðîâ l1, . . . , lm(λ). ×èñëà m(λ) è l1, . . . , lm(λ)

� âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè âåñà λ. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ñòàáèëèçàòîð

Wλ ' Sl1 × . . .× Slm

è
Wλ(t) = [l1]t! . . . [lm]t!

Ïðåäëîæåíèå 12.4. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ìíîãîãðàííèêà Π ÷èñëî ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò â ∆v ðàâíîm(λ). Ñâåðõ òîãî, èõ ìîæíî îáîçíà÷èòü Γ1, . . . ,Γm(λ)

òàêèì îáàçîì, ÷òîáû ïðè i � 0 êîìïîíåíòà Γr ñîäåðæàëà ðîâíî lr âåðøèí
èç ðÿäà i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì r ∈ [1,m(λ)]. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë lr, íàé-
äåòñÿ öåëîå ÷èñëî Ir ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Äëÿ l < Ir + n2 âûïîëíåíî vl = al mod n.

2. vIr = vIr−1 = . . . = vIr−lr+2 = 0.
(lr − 1 ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ.)

3. vIr+1 6= 0 è vIr−lr+1 6= 0.

Îòñþäà ñëåäóþò òàêèå óòâåðæäåíèÿ îá áåñêîíå÷íîé òàáëèöå ÃÖ (si,j(v)).
Ýëåìåíò sηv(Ir),θv(Ir)(v) è êàæäûé èç lr − 1 íåïîñðåäñòâåííî ñïðàâà îò íåãî
(ò.å. äî sηv(Ir),θv(Ir)+lr−1(v) âêëþ÷èòåëüíî) ðàâíû ñâîèì ñîñåäÿì ñëåâà ñâåð-
õó. Ýòî â ñèëó ñâîéñòâà 1 âûøå. Êðîìå òîãî, sηv(Ir),θv(Ir)(v) è lr−2 ýëåìåíòà
íåïîñðåäñòâåííî ñïðàâà îò íåãî ðàâíû ñâîèì ñîñåäÿì ñïðàâà ñâåðõó. Ýòî
â ñèëó ñâîéñòâà 2. Îäíàêî sηv(Ir),θv(Ir)−1(v) íå ðàâåí ñâîåìó ñîñåäó ñëåâà
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ñâåðõó sηv(Ir)−1,θv(Ir)(v), à sηv(Ir),θv(Ir)+lr−1(v) íå ðàâåí ñâîåìó ñîñåäó ñïðà-
âà ñâåðõó sηv(Ir)−1,θv(Ir)+lr (v). Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò ñâîéñòâî 3.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî âåðøèíà (ηv(Ir), θv(Ir)) ëåæèò â îäíîé êîìïîíåíòå
ñ lr − 1 âåðøèíîé ñïðàâà îò íåå, à òàêæå ñî ñâîèì ñîñåäîì ñâåðõó ñëåâà è
ñ lr − 1 âåðøèíîé ñïðàâà îò ýòîãî ñîñåäà. Êîìå ýòîãî, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî
äðóãèõ âåðøèí èç ðÿäîâ ηv(Ir) è ηv(Ir)− 1 â ýòîé êîìïîíåíòå íåò.

Âèäíî, ÷òî äåéñòâèòåëüíî íàéäóòñÿ òàêèå êîìïîíåíòû Γ1, . . . ,Γm(λ), ÷òî
ïðè

i ≤ min
r

(ηv(Ir))

êîìïîíåíòà Γr ñîäåðæèò ðîâíî lr âåðøèí èç ðÿäà i. Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî
ïðè l ≤ minr(Ir) âåðøèíà (ηv(l), θv(l)) ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ýòèõ m(λ)
êîìïîíåíò. Òàêèì îáðàçîì, äðóãèõ êîìïîíåíò â ãðàôå íåò, èáî, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 12.2, ëþáàÿ êîìïîíåíòà â ∆v îáÿçàíà ñîäåðæàòü âåðøèíû â
ñêîëü óãîäíî âûñîêèõ ðÿäàõ.

Ïðåäëîæåíèå 12.5. Äëÿ òî÷êè x ∈ Cv ïðè (i, j) ∈ ∆v è i� 0 èìååò ìåñòî
si,j(x) = si,j(v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî M , ÷òî

sηv(l),θv(l)(x) = sηv(l),θv(l)(v)

ïðè l < M . Îäíàêî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 12.4, ïðè i� 0 è ηv(l) = i èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî l < M .

Äðóãîå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò óñòðîéñòâî ∆v â ðÿäàõ i� 0.

Ïðåäëîæåíèå 12.6. Ëèøü îäíà èç m(λ) êîìïîíåíò ãðàôà ∆v ñîäåðæèò
âåðøèíû (i, j) ñ íåîãðàíè÷åíî áîëüøèìè i. Ïðè i � 0 ýòà êîìïîíåíòà ñî-
äåðæèò ðîâíî îäíó âåðøèíó â ðÿäó i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè l� 0 âûïîëíÿåòñÿ vl = 0, îòêóäà

sηv(l),θv(l)(v) = sηv(l)−1,θv(l)+1(v).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî l > 0 èìååò ìåñòî

(ηv(l), θv(l)) = (ηv(l − 1) + 1, θv(l − 1)− 1)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ëåæèò â ∆v. Ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò.

Ïðåäëîæåíèå 12.7. Äëÿ òî÷êè x ∈ Cv âñå êîîðäèíàòû si,j(x) ñ (i, j) ∈ ∆v

è i� 0 îäèíàêîâû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè l� 0 âûïîëíåíî xl = 0, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî sηv(l),θv(l)(x) =
sηv(l−1),θv(l−1)(x). Òåïåðü ïîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 12.6.

Êàê äëÿ òî÷êè x ∈ Cv âûðàçèòü ìîíîì G(ex̄) ÷åðåç êîîðäèíàòû si,j(x)?
Îòâåò ìû äàåì â òåðìèíàõ ÷èñåë

si,j(x, v) = si,j(x)− si,j(v).
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Ïðåäëîæåíèå 12.8. Äëÿ ëþáîé öåëîé òî÷êè x ∈ Cv ñòåïåíü, â êîòîðîé zr
âõîäèò â G(ex̄−v̄) ðàâíà

∑
i≡r mod (n−1)

 ∑
(i,j)∈∆v

si,j(x, v)−
∑

(i−1,j)∈∆v

si−1,j(x, v)

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (4) ïîêàçûâàåò, ÷òî G(ex̄−v̄) ñîäåðæèò zr â ñòå-
ïåíè ∑
l≡r mod (n−1)

(xl − vl) =
∑

l≡r mod (n−1)

(sηv(l),θv(l)(x, v)− sηv(l−1),θv(l−1)(x, v)).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü

l = nηv(l) + (n− 1)θv(l) ≡ ηv(l) mod (n− 1).

Ïðåäëîæåíèÿ 12.5 è 12.7 ïîêàçûâàþò, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñóì-
ìàõ ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 12.9. Äëÿ öåëîé òî÷êè x ∈ Cv èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

degG(ex̄−v̄) =
∑

i≡0 mod (n−1)

∑
(i,j)∈∆v

(−si,j(x, v) + Si,j),

ãäå Si,j = 0 ïðè in+ j(n− 1) < 0 è Si,j =
∑
l(xl − vl) ïðè in+ j(n− 1) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5) âûâîäèì

degG(ex̄−v̄) = −
∑
r<0

∑
l≤r(n−1)

(xl−vl)+
∑
r≥0

 ∞∑
l=−∞

(xl − vl)−
∑

l≤r(n−1)

(xl − vl)

 =

∑
r∈Z

(
Sηv(r(n−1)),θv(r(n−1)) − sηv(r(n−1)),θv(r(n−1))(x, v)

)
.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ηv(r(n − 1)) ≡ 0 mod (n − 1). Îïÿòü æå, âî
âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñóììàõ êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ.

Äàëåå, t-âåñ ϕ(f) ëåãêî èíòåðåïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ãðàôà ∆f .

Ïðåäëîæåíèå 12.10. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé ãðàíè f è öåëîãî ÷èñëà l > 0
ïóñòü dl � ÷èñëî ïàð (Γ, i), ãäå Γ ñâçÿíàÿ êîìïîíåíòà ∆f , à i öåëîå ÷èñëî,
òàêèå, ÷òî Γ ñîäåðæèò l âåðøèí èç ðÿäà i è l−1 âåðøèí èç ðÿäà i−1. Òîãäà
ϕ(f) =

∏
(1− tl)dl .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 12.11. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé ãðàíè f âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

dim f = |{êîìïîíåíòû ãðàôà ∆f}| −m(λ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f âåðøèíà, ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 12.4. Åñëè
æå f íå âåðøèíà òî ó íåå åñòü íåïóñòàÿ âíóòðåííîñòü òîé æå ðàçìåðíîñòè.

Âûáåðåì x ∈ V èç âíóòðåííîñòè f . Ëþáûå äâå âðåøèíû (i1, j1) è (i2, j2)
ãðàôà ∆f , ÿâëÿþùèåñÿ ñìåæíûìè â R, óäîâëåòâîðÿþò si1,j1(x) = si2,j2(x)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè â ∆f .

Âûáåðåì âåðøèíó v ãðàíè f . Ïîñêîëüêó Θf ⊂ Θv, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∆f ⊂ ∆v. Ïðåäëîæåíèÿ 12.5 è 12.4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ðîâíî m(λ) êîìïîíåíò
ãðàôà ∆f èìåþò âåðøèíû â ñêîëü óãîäíî âûñîêèõ ðÿäàõ. Åñëè (i, j) âåðøè-
íà îäíîé èç òàêèõ êîìïîíåíò, òî si,j(x) = si,j(v). Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäû-
äóùåãî àáçàöà âèäíî, ÷òî ó íàñ ðîâíî |{êîìïîíåíòû ãðàôà ∆f}|−m(λ) ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû ïðè âûáîðå êîîäèíàò si,j(x).

Ìû çàâåðøèì ýòîò ðàçäåë, ïîêàçàâ (êàê è áûëî îáåùàíî), ÷òî

G(eεv,l) 6= 1.

Ðàññìîòðèì âåðøèíó v ìíîãîãðàííèêà è ðåáðî e, ñîäåðæàùåå v. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ∆e � ïîäãðàô â ∆v. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 12.11 ãðàô ∆e

ñîäåðæèò m(λ) + 1 ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, èç êîòîðûõ âñåãî îäíà íå ñîäåðæèò
âåðøèí â ñêîëü óãîäíî âûñêîèõ ðÿäàõ. Îáîçíà÷èì ýòó êîìïîíåíòó Γe ⊂ ∆e.
Ïóñòü εv,l � îáðàçóþùàÿ ðåáðà e.

Ïðåäëîæåíèå 12.12. Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÷èñëà

si,j(εv,l) = si,j(v + εv,l)− si,j(v),

ãäå (i, j) ïðîáåãàåò âñå âåðøèíû ãðàôà ∆e, îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Åñëè (i, j) ëåæèò âíå Γe, òî si,j(εv,l) = 0. Äëÿ âñåõ æå âåðøèí (i, j)
êîìïîíåíòû Γe çíà÷åíèå si,j(εv,l) îäèíàêîâî è ðàâíî ëèáî −1 or 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 12.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òî÷êè x ðåáðà e
è âåðøèíû (i, j) íå èç Γe äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî si,j(x) = si,j(v). Áîëåå
òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ, âñå êîîðäèíàòû si,j(x) òî÷êè x ∈ e, äëÿ êîòîðûõ (i, j)
âåðøèíà Γe, îáÿçàíû áûòü îäèíàêîâûìè. Âçÿâ x = v è x = v+εv,l ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 12.13. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ìíîãîãðàííèêà Π è îáðàçó-
þùåé εv,l âûïîëíÿåòñÿ G(eεv,l) 6= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e � ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî.

G(eεv,l) = G(e(v̄+εv,l)−v̄).

Ýòîò ìîíîì ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåíèé 12.8 è 12.9. Òî÷íåå
ãîâîðÿ, âèäíî, ÷òî âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1. Γe êîíå÷íà è íå ñîäåðæèò âåðøèí â ðÿäàõ i ñ i ≡ 0 mod (n − 1). Èç
ïðåäëîæåíèÿ 12.8 ïîëó÷àåì, ÷òî â íåíóëåâîé ñòåïåíè âõîäèò ïåðåìåí-
íàÿ zi0 mod (n−1), ãäå i0 ñàìûé âûñîêèé ðÿä, ñîäåðæàùèé âåðøèíû èç
Γe.
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2. Γe êîí÷åíà è ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó â ðÿäó i ≡ 0 mod (n−1).
Òîãäà degG(eεv,l) 6= 0 ïîñêîëüêó äëÿ âåðøèí (i, j) ãðàôà ∆e ñ i �
0 âûïîëíÿåòñÿ si,j(εv,l) = 0 è, òàêèì îáðàçîì, âñå çíà÷åíèÿ Si,j èç
ïðåäëîæåíèÿ 12.9 ðàâíû íóëþ.

3. Γe áåñêîíå÷íà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè i � 0 ó Γe ëèøü îäíà âåðøè-
íà â ðÿäó i. Ïðåäëîæåíèå 12.8 ïîêàçûâàåò, ÷òî òîãäà ñóììà ñòåïåíåé
âõîæäåíèÿ âñåõ zr ðàâíà 1.

13. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàêîíåö ïðèìåíèì òåõíèêó, ðàçðàáîòàííóþ â ÷àñòè II,
êîìáèíèðóÿ åå ñ ïðåäëîæåíèÿìè èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Âåðøèíà v ìíîãîãðàííèêà Π áóäåò ôèêñèðîâàíà íà ïðîòÿæåíèè âñåãî
ðàçäåëà. Ïóñòü Γ1, . . . ,Γm(λ) � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà ∆v. Äëÿ âñåõ
âåðøèí (i, j), ëåæàùèõ âíóòðè îäíîé êîìïîíåíòû Γr, ÷èñëà si,j(v) îäèíà-
êîâû, ïóñòü îíè ðàâíû br.

Âîçüìåì ÷èñëîMv òàêîå, ÷òî ïðè i ≥Mv ó ∆v ðîâíî îäíà âåðøèíà â ðÿ-
äó i, à ïðè i ≤ −Mv ó êîìïîíåíòû Γr ðîâíî lr âåðøèí â ðÿäó i. Êðîìå òîãî
ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåðøèíû (i, j) ãðàôà ∆v ñ i ≤ −Mv âûïîëíÿ-
ëîñü in + j(n − 1) < 0. Òàêîå Mv íàéäåòñÿ áëàãîäàðÿ ïðåäëîæåíèÿì 12.4
è 12.6.

Äëÿ l ≥ Mv îáîçíà÷èì Dl ñå÷åíèå êîíóñà Cv, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñî
ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè.

1. Ïðè i ≤ −l äëÿ âñåõ âåðøèí (i, j) ãðàôà ∆v âûïîëíÿåòñÿ si,j(x) =
si,j(v).

2. Ïðè i ≥ l âñå êîîðäèíàòû si,j(x) òàêèå, ÷òî (i, j) � âåðøèíà ∆v, ðàâíû
äðóã äðóãó.

Âàæíîå çàìå÷àíèå: Dl � êîíå÷íîìåðíàÿ ãðàíü êîíóñà Cv. Â ñàìîì äåëå, Dl

ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì Cv è âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé Ei 3 v è
Hi 3 v êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Äàëåå, ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ G(σϕ̄(�Dl)) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê
ýëåìåíò êîëüöà S, îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò σl.

Ëåììà 13.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðÿäîâ (σl) ïîýôôèöèåíòíî ñõîäèòñÿ ê
ðÿäó τv̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî G(σϕ̄(�Dl)) � äðîáü, â çíàìåíàòåëå êîòî-
ðîé ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé 1−G(eε) ïî âñåì îáðàçóþùèì ε ðåáåð
êîíóñà Dl. ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ çíàìåíàòåëåé ïîêîýôôèöè-
åíòî ñõîäèòñÿ ê

(1−G(eεv,1)(1−G(eεv,1) . . .
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Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëèòåëè ïîêîýôôèöèåíòíî ñõîäÿòñÿ ê Qv.
Ýòî äåëàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äîêàçûâàëàñü ëåììà 11.1.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå: â ïîñëåäíåì àáçàöå íóæíî ïðèìåíèòü îïèñàíèå îá-
ðàçóþùèõ èç ïðåäëîæåíèÿ 12.12 âìåñòî âçÿòîãî èç [13].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàô ∆v,l, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëíûì ïîäãðàôîì ∆v, ïî-
ëó÷àåìûì óäàëåíèåì âñåõ ðÿäîâ ñ íîìåðàìè ìåíüøèìè −l è áîëüøèìè l.
Ãðàô ∆v,l ñîñòîèò èçm(λ) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
îðäèíàðíûì ïîäãðàôîì. Äëÿ ýòèõ êîìïîíåíò áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèå Γlr ⊂ Γr.

Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ (èçîìåòðèÿ)

ξl : DΓl1
(b1, . . . , b1)× . . .×DΓl

m(λ)
(bm(λ), . . . , bm(λ))→ Dl.

(Êàæäûé ìíîæèòåëü ñïðàâà ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ âåðøèíîé vΓlr
(br).) Êîîð-

äèíàòà
si,j(ξl(x1 × . . .× xm(λ))) (25)

åñòü ïðîñòî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà òîãî xr, äëÿ êîòîðîãî (i, j) ∈ Γlr.
Ïðè i < −l êîîðäèíàòà (25) ñîâïàäàåò ñ si,j(v), à âñå êîîðäèíàòû, äëÿ êîòî-
ðûõ i ≥ l, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 12.1 ýòî îòîáðàæåíèå
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òàêæå ñóùåñòâóåò è àíàëîãè÷íàÿ áèåê-
öèÿ sξl ñ îáðàçîì �Dl.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 12.8 è 12.9, à òàêæå çàñ÷åò òîãî, ÷òî l ≥Mv, ñó-
ùåñòâóåò ñïåöèàëèçàöèÿ Ψl, çàìåíÿþùàÿ êàæäîå xi ìîíîìîì îò z1, . . . , zn−1, q,
ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà öåëûõ òî÷åê {xr ∈ DΓlr

(br, . . . , br)}
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

G
(
e
sξl(x1×...×xm(λ))

)
= G(ev̄)Ψl

m(λ)∏
r=1

F

(
e

(
xr−vΓlr

(br)
)) . (26)

Íåòðóäíî äàòü è ÿâíîå îïèñàíèå ñïåöèàëèçàöèè Ψl, òàêîâîå íàì, îäíàêî, íå
ïîíàäîáèòñÿ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 12.10 è l ≥Mv ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè êîíóñà Dl

f = ξl(f1 × . . .× fm(λ)),

ãäå fr � ãðàíü êîíóñà DΓlr
(br, . . . , br), âûïîëíåíî ñëåäóþùåå.

ϕ(f) =

m(λ)∏
r=1

ϕΓlr
(br, . . . , br)(fr). (27)

Êîìáèíèðóÿ (26) è (27) ïîëó÷àåì, íàêîíåö

G
(
σϕ̄
(
�Dl

))
= G(ev̄)Ψl

m(λ)∏
r=1

F
(
e
−v

Γlr(br)

)
ψΓlr

(br, . . . , br)

 . (28)
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Íàñòàëî âðåìÿ îïðåäåëèòü âûäåëåííîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí èç òåîðå-
ìû 6.2. Âåøèíû èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ìû ñíîâà áóäåì íàçûâàòü "ñóùå-
ñòâåííûìè". Âåðøèíà v ìíîãîãðàííèêà Π íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè
è òîëüêî åñëè â ãðàôå ∆v åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè E ñî ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì. Äëÿ íåêîòîðîãî i ó E áîëüøå âåðøèí â ðÿäó i+ 1, ÷åì â ðÿäó i.

Â ñèëó, îïÿòü æå, òîãî, ÷òî l ≥Mv, äëÿ ëþáîé íåñóùåñòâåííîé âåðøèíû
v îäíà èç êîìïîíåíò Γlr ñîäåðæèò áîëüøå âåðøèí â íåêîòîðîì ðÿäó, ÷åì íà
ðÿä âûøå. Ñêîìáèíèðîâàâ (28) ñ òåîðåìîé 7.1, à çàòåì ïðèìåíÿÿ ëåììó 13.1,
ïîëó÷àåì ÷àñòü b) òåîðåìû 6.2.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèè ñóùåñòâåííîé âåðøèíû v. Ñïåðâà îáñóäèì
ñëó÷àé ðåãóëÿðíîãî λ, ò.å. òàêîãî, äëÿ êîòîðîãî âñå ai íåíóëåâûå. Â ýòîì
ñëó÷àå ó ∆v ðîâíî n êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ïðè i� 0 êàæäàÿ èç íèõ ñîäåð-
æèò ðîâíî îäíó âåðøèíó â ðÿäó i. (Ïðåäëîæåíèå 12.4.)

Ïðåäëîæåíèå 13.1. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî λ âåðøèíà v ìíîãîãðàííèêà Π ÿâ-
ëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòðîãî l âûïîë-
íåíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è vl = 0 è vl+n−1 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè v íåñóùåñòâåííà, òî â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ãðàôà
∆v ëåæèò âñåãî îäíà âåðøèíà (i− 1, j) èç ðÿäà i− 1 è ðîâíî äâå âåðøèíû
(i, j− 1) è (i, j) èç ðÿäà i. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî vin+(j−1)(n−1) = 0,
íî vin+j(n−1) 6= 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî "òîëüêî òîãäà".

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè vl = 0 è vl+n−1 6= 0, òî â ∆v íàéäåòñÿ âåð-
øèíà (ηv(l), θv(l)), êîòîðàÿ ñîåäèíåíà ñ ñîñåäîì ñïðàâà ñâåðõó, è âåðøèíà
(ηv(l + n − 1), θv(l + n − 1)) ïðè ýòîì ñî ñâîèì ñîñåäîì ñïðàâà ñâåðõó íå
ñîåäèíåíà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (ηv(l + n− 1), θv(l + n− 1)) ñîåäèíåíà ñ ñî-
ñåäîì ñëåâà ñâåðõó (ïðåäëîæåíèå 12.2). Ýòîò ñîñåä ñëåâà ñâåðõó òîãäà åñòü
(ηv(l − 1), θv(l − 1)), îí æå ñîñåä ñïðàâà ñâåðõó âåðøèíû (ηv(l), θv(l)). Òà-
êèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ñîäåðæèò äâå âåðøèíû èç ðÿäà
ηv(l), îòêóäà ñëåäóåò íåñóùåñòâåííîñòü âåðøèíû v.

Òàêîå îïèñàíèå ñóùåñòâåííûõ âåðøèí äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíîãî λ ñîâïà-
äàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëåíåì â [13]. Èç [4] è [13] ìîæíî èçâëå÷ü
ñëåäóþùèå ñâåäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 13.2. a) Äëÿ ðåãóëÿðíîãî λ ñóùåñòâåííûå âåðøèíû íó-
ìåðóþòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïû Âåéëÿ W . Åñëè vw � âåðøèíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ w ∈W , òî eµvw = wλ.

b) Âñå êîíóñû Dl ÿâëÿþòñÿ ñèìïëèöèàëüíûìè è óíèìîäóëÿðíûìè.

c) Ìóëüòèìíîæåñòâî {G(eεvw,i)} ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèìíîæåñòâîì {e−wα, α ∈
Φ+}, ãäå êàæäîå α ó÷èòûâàåòñÿ mα ðàç.

Ïî ñóùåñòâó, îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 13.3. Ïóñòü λ ðåãóëÿðíî è v � ñóùåñòâåííàÿ âåðøèíà. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîé ãðàíè f êîíóñà Dl èìååò ìåñòî

ϕ(f) = (1− t)dim f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆f � ïîäãðàô â ∆v.
Âñå n ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà ∆v áåñêîíå÷íûå ãðàôû-ïóòè, n − 1 èç

êîòîðûõ áåñêîíå÷íû â îäíîì íàïðàâëåíèè ("ââåðõ"), à îäèí áåñêîíå÷åí â
îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 12.10 ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(f) =
(1− t)d, ãäå d � ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå ∆f , íå ñîåäèíåííûõ ñ âåðøèíàìè èç
ðÿäà âûøå.

Îäíàêî ïðåäëîæåíèå 12.11 ïîêàçûâàåò, ÷òî dim f = d.

Â ñî÷åòàíèè ñ ÷àñòüþ b) ïðåäëîæåíèÿ 13.2, ïðåäëîæåíèå âûøå ïîêàçû-
âàåò, ÷òî G(σϕ̄(�Dl)) åñòü ïðîèçâåäåíèå F (ev̄) = eµv−λ è äðîáåé

1− tF (eε)

1− F (eε)

ïî âñåì îáðàçóþùèì ε ðåáåð êîíóñà Dl. Ïðèìåíÿÿ ÷àñòè a) è c) ïðåäëî-
æåíèÿ 13.2, à çàòåì ëåììó 13.1 ïîëó÷àåì ÷àñòü a) òåîðåìû 6.2 äëÿ ñëó÷àÿ
ðåãóëÿðíîãî âåñà.

Ïåðåéäåì ê ëó÷àþ îñîáîãî âåñà λ, ò.å. âåñà, äëÿ êîòîðîãî õîòÿ áû îäíî
ai = 0. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ñâåäåí ê ðåãóëÿðíîìó ñëó÷àþ, ïîýòîìó ìû ââåäåì
λ1 � ïðîèçâîëüíûé öåëî÷èñëåííûé äîìèíàíòíûé ðåãóëÿðíûé âåñ. Îáúåê-
òû, îòâå÷àþùèå λ1, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðè ïîìîùè âåðõíåãî èíäåêñà 1,
íàïðèìåð: Π1, ϕ1, E1

l è ò.ï.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 13.1 ñóùåñòâåííûå âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà Π1 íó-

ìåðóþòñÿ áåñêîíå÷íûìè â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè y = (yi) ñ
yi ∈ {0, 1}, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

1. yl = 0 ïðè l� 0.

2. yl = 1 ïðè l� 0.

3. Åñëè yl = 0, òî è yl+n−1 = 0.

Âåðøèíà v1
y ìíîãîãðàííèêà Π1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè yl = 0, òî v1
y ∈ E1

l ,
à åñëè yl = 1, òî v1

y ∈ H1
l . Òîò ôàêò, ÷òî âñå a

1
i ïîëîæèòåëüíû, îçíà÷àåò, ÷òî

ðàçíûì y ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå v1
y. Ò.ê. ñóùåñòâåííûå âåðøèíû ìíîãîãðàí-

íèêà Π1 íóìåðóþòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ W , êàæäîìó y ñîîòâåòñòâóåò wy ∈ W
òàêîé, ÷òî v1

y = v1
wy . Âèäíî, ÷òî wy îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî y è íå

çàâèñèò îò λ1.
Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y òàêæå çàäàåò âåðøèíó vy ìíîãîãðàííèêà

Π ïî òîìó æå ïðàâèëó. Îäíàêî íåêîòîðûå èç ýòèõ vy ñîâïàäàþò ìåæäó
ñîáîé.

Ïðåäëîæåíèå 13.4. Âåðøèíû vy � ýòî â òî÷íîñòè ñóùåñòâåííûå âåðøèíû
â Π. Äëÿ ëþáîãî y èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî µvy = wyλ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåðøèíà v1
y ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè H1

l èëè
E1
l , òî âåðøèíà vy ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè Hl èëè El ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô ∆v1
y
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì â ∆vy (ñ òåì

æå ìíîæåñòâîì âåðøèí).
Îäíàêî åñëè êîìïîíåíòà E ãðàôà ∆vy ñîäåðæèò áîëüøå âåðøèí èç ðÿäà

i ÷åì èç ðÿäà i − 1, òî òåì æå ñâîéñòâîì áóäåò îáëàäàòü è îäíà èç ñîäåð-
æàùèõñÿ â E êîìïîíåíò ãðàôà ∆v1

y
. Ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû ñóùåñòâåííîñòè

âåðøèíû v1
y.

Îáðàòíî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà â ∆vy ñîäåðæèò â ëþáîì ðÿäó íå áîëüøå
âåðøèí, ÷åì íà ðÿä íèæå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà â
∆vy ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîìïîíåíò ãðàôà ∆v1

y
, à ïîñëåäíèå îáëàäàþò

ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâîì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè çàìåòèì, ÷òî, âíå çàâèñèìîñòè îò ðå-

ãóëÿðíîñòè λ, òî÷êà vy ëèíåéíî çàâèñèò îò λ, à µvy ëèíåéíî çàâèñèò îò vy.
Çíà÷èò, µvy ëèíåéíî çàâèñèò îò λ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñóùåñòâåííûå âåðøèíû â Π äåé-
ñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì îðáèòû Wλ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè a) òåîðåìû 6.2 äëÿ îñîáûõ λ äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî

τv̄ =
1

[l1]t! . . . [lm(λ)]t!

∑
vy=v

G
(
ev̄−v̄

1
y

)
τv̄1
y
. (29)

Äëÿ âåðøèíû v1
y òàêîé, ÷òî vy = v, è öåëîãî ÷èñëà l ≥ Mv1

y
îáîçíà÷èì

D1
y,l ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíü êîíóñà Cv1

y
. Âûáåðåì l, ïðåâîñõîäÿùåå Mv è

âñåMv1
y
ñ vy = v. Â ñèëó ëåììû 13.1, òîæäåñòâî (29) ïîñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

G
(
σϕ̄
(
�Dl

))
=

1

[l1]t! . . . [lm(λ)]t!

∑
vy=v

G
(
ev̄−v̄

1
y

)
G
(
σϕ̄1

(
�D1
y,l

))
. (30)

Äëÿ ëþáîãî v1
y ñ vy = v âñå êîîðäèíàòû s1

i,j(v
1
y) ñ (i, j) ∈ ∆v è i ≤

−l ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Îáîçíà÷èì cr1, . . . , c
r
lr
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåõ ÷èñåë

s1
−l,j(v

1
y), äëÿ êîòîðûõ (−l, j) ∈ Γr. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî v

1
y

ñ vy = v âñå êîîðäèíàòû s1
i,j(v

1
y) ñ (i, j) ∈ ∆v è i ≥ l òàêæå ðàâíû ìåæäó

ñîáîé. Ïóñòü D1
l ⊂ V 1 � ìíîãîãðàííèê, ñîñòîÿùèé èç òàêèõ òî÷åê x1, ÷òî

1. Äëÿ ëþáîãî i ≤ −l òå êîîðäèíàòû s1
i,j(x

1), äëÿ êîòîðûõ (i, j) ∈ Γr,
îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cr1, . . . , c

r
lr
ïðè ÷òåíèè ñëåâà íàïðàâî.

2. Âñå êîîðäèíàòû s1
i,j(x

1) â ðÿäàõ i ≥ l ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

3. Êîîðäèíàòû s1
i,j(x

1) óäîâëåòâîðÿþò âñåì íåðàâåíñòâàì, ñîîòâåòñòâó-
þùèì ðåáðàì ãðàôà ∆v.

Ëþáàÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà D1
l ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà

Π1 è ëþáàÿ ãðàíü â D1
l åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò ãðàíü â Π1. Ýòî ïîç-

âîëÿåò ñ÷èòàòü ôóíêöèþ ϕ1 îïðåäåëåííîé íà ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà D1
l .

Âåðøèíû D1
l , ÿâëÿþùèåñÿ ñóùåñòâåííûìè âåðøèíàìè Π1, åñòü â òî÷íîñòè
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âåðøèíû âèäà v1
y ñ vy = v. Ïðèìåíèì ê D1

l âçâåøåííóþ òåîðåìó Áðèîíà, à
çàòåì ïðèìåíèì ñïåöèàëèçàöèþ G:

G
(
σϕ̄1

(
�D1
l

))
=
∑
vy=v

G
(
σϕ̄1

(
�D1
l,y

))
.

Òî, ÷òî âêëàäû âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí íóëåâûå, ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîé
÷àñòè b) òåîðåìû 6.2.

Dl ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì ìíîãîãðàííèêà D1
l , ïóñòü π � ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå îòîáðàæåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè ãðàíåé. Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèé àá-
çàö, èç ëåììû 8.1 âûâîäèì

G
(
σϕ̄′

(
�Dl

))
=
∑
vy=v

G
(
ev̄−v̄

1
y

)
G
(
σϕ̄1

(
�D1
y,l

))
,

ãäå, ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ãðàíè f ìíîãîãðàííèêà Dl:

ϕ′(f) =
∑

g∈π−1(f)

(−1)dim g−dim fϕ1(g).

Îñòàåòñÿ ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî f âûïîíåíî

ϕ′(f) = [l1]t! . . . [lm(λ)]t!ϕ(f). (31)

Â ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ (èçîìåòðèÿ)

ξ1
l : DΓl1

(
c11, . . . , c

1
l1

)
× . . .×DΓl

m(λ)

(
c
m(λ)
1 , . . . , c

m(λ)
lm(λ)

)
→ D1

l .

Áîëåå òîãî, äëÿ ãðàíè g ìíîãîãðàííèêà D1
l èìååì

ϕ1(g) =

m(λ)∏
r=1

ϕΓlr
(cr1, . . . , c

r
lr )(gr),

ãäå g = ξ1
l (g1 × . . .× gm(λ)).

Âñïîìíèì, ÷òî DΓlr
(br, . . . , br) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì DΓlr

(cr1, . . . , c
r
lr

),

ïóñòü πr ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå. ßñíî, ÷òî äëÿ g = ξ1
l (g1×. . .×gm(λ))

(ãðàíè â D1
l ) âûïîëíÿåòñÿ

π(g) = ξl(π1(g1)× . . .× πm(λ)(gm(λ))).

Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (31) äëÿ ãðàíè f = ξl(f1 × . . . × fm(λ)) ìîæíî ïîëó÷èòü,
ïåðåìíîæèâ ìåæäó ñîáîé òîæäåñòâà, ïðåäîñòàâëÿåìûå ëåììîé 9.2 äëÿ âû-
ðîæäåíèé πr è ãðàíåé fr ñîîòâåòñòâåííî.

Íàìè äîêàçàíà òåîðåìà 6.2 èç êîòîðîé, ïîñðåäñòâîì òåîðåìû 6.1, ñëåäóåò
îñíîâíîé ðåçóëüòàò 3.1.
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