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1 Ââåäåíèå

Çàäà÷å î íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîé òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, õî-
ðîøèé îáçîð ïî ýòîé òåìå ïðåäñòàâëåí Ô. Ëóòöåì â [8]. Îñîáåííî èíòåðåñíû ñëó÷àè, êîãäà òðèàíãóëÿöèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, áîãàòîé ãðóïïîé ñèììåòðèé. Îáùåèç-
âåñòíà ìèíèìàëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ RP 2 â 6 âåðøèí, èíòåðåñíàÿ ñâîåé ñèììåòðè÷íîñòüþ. Â ðàáîòå 1983
ãîäà [7] Â. Êþíåëü è Ò.Ô. Áàíõîô ïîñòðîèëè ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ CP 2

9 ñ 9 âåðøèíàìè è äîêàçà-
ëè, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí òðèàíãóëÿöèåé CP 2 , à òàêæå îáëàäàåò ãðóïïîé
ñèììåòðèé ïîðÿäêà 54. Èñõîäÿ èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé Ó. Áðåì è Â. Êþíåëü (ñì. [2]) ïîñòðîèëè

êîìïëåêñ M8
15 (à òàêæå äâà êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûõ åìó êîìïëåêñà M̃8

15 è
˜̃
M8

15) è âûäâèíóëè
ãèïîòåçó, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé òðèàíãóëÿöèåé HP 2 .

Îäíî èç îñíîâíûõ ñîîáðàæåíèé ýòîé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì : êàê èHP 2,M8
15 � ìíîãîîáðàçèå,

¾ïîõîæåå íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü¿, â ñìûñëå Èëñà-Ê¼éïåðà (ñì. [4]).
Ñîãëàñíî ñòàòüå [4], òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ â ðàçìåðíîñòè 8 ðàçëè÷èìû ïî ñâîèì ÷èñëàì Ïîíòðÿãèíà.

Åñëè äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà ó M8
15 ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè Ïîíòðÿãèíà HP 2, òî ýòè ìíîãîîáðàçèÿ

ãîìåîìîðôíû, òî åñòü M8
15 ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé HP 2.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû Ðîõëèíà î ñèãíàòóðå äëÿ 8-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü
ïåðâûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà.

Íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ ñòàòüè [2] èìåëèñü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî
êëàññà Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ([12, 13, 9, 3]), îäíàêî âñå èõ îáúåäèíÿåò ñóùåñòâåííàÿ
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, èç-çà êîòîðîé òÿæåëî ïîñ÷èòàòü êëàññ äàæå äëÿ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ (ñì. [10]).

Â 2004 ãîäó â [14] (ñì. òàêæå [16, 15]) áûë îïèñàí êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì ïîäñ÷åòà ïåðâîãî ðà-
öèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Âî-ïåðâûõ, ýòîò àëãîðèòì ïîëíîñòüþ
êîìáèíàòîðíûé, òî åñòü ïîäñ÷åò íå òðåáóåò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ êðîìå ñàìîé ñòðóêòóðû
êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Âî-âòîðûõ, àëãîðèòì ðåàëüíî ïðèìåíèì íà ïðàêòèêå, îáúåì âû÷èñëåíèé
ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ íà ýòó òåìó.

Èñïîëüçóÿ ýòîò àëãîðèòì, â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1. p1(M8
15) = 2u = p1(HP 2) , ãäå u � ïîðîæäàþùàÿ H4(M8

15,Q) ∼= H4(HP 2,Q) ∼= Q , ÿâëÿ-
þùàÿñÿ îáðàçîì ïîðîæäàþùåé H4(M8

15,Z) ∼= H4(HP 2,Z) ∼= Z ïðè åñòåñòâåííîì âëîæåíèè H4( · ,Z) ⊂
H4( · ,Q) .

Ñëåäñòâèå 1.1. M8
15, M̃

8
15 è

˜̃
M8

15 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè òðèàíãóëÿöèÿìè HP 2 ïî êîëè÷åñòâó âåð-
øèí.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà êîìïüþòåðå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ GAP([6]).
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2 Ìíîãîîáðàçèÿ Èëñà-Ê¼éïåðà

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ìîðñà ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé òîïîëîãè÷åñêîãî èëè êîìáèíàòîð-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðèâåäåì îäíî èç ïåðâûõ óòâåðæäåíèé òåîðèè Ìîðñà:

Ïðåäëîæåíèå 1. ÏóñòüMn � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à a ∈M � íåîñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ìîðñà f : M −→ R.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò {xi} â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è êîíñòàíòà λa, òàêèå
÷òî xn = λa(f(x) − f(a)) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Åñëè a ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé èíäåêñà k,
òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò {xi} â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è êîíñòàíòà λa, òàêèå ÷òî

−
∑k
i=1(xi)2 +

∑n
i=k+1(xi)2 = λa(f(x)− f(a)) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Ýòî êëþ÷åâîå äëÿ òåîðèè Ìîðñà óòâåðæäåíèå ìîæíî âçÿòü çà îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ìîðñà â ãëàä-
êîì ñëó÷àå. Â òîïîëîãè÷åñêîì è êîìáèíàòîðíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ýòîò ïîäõîä, òàê êàê îí íå
èñïîëüçóåò ãëàäêîñòè ôóíêöèè f .

Â ñëó÷àå êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿK ôóíêöèÿ f ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè ìíîãîîáðàçèÿ |K|.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèåé Ìîðñà íà òîïîëîãè÷åñêîì (êîìáèíàòîðíîì) ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíàÿ (êóñî÷íî ëèíåéíàÿ) ôóíêöèÿ f : X −→ R, òàêàÿ ÷òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè a ∈ X
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò {xi} è êîíñòàíòà λa, è â ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç äâóõ óñëîâèé (1) è (2) ((1) è (2')) :

1. xn = λa(f(x)− f(a)) � òàêàÿ òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé;

2. −
∑k
i=1(xi)2 +

∑n
i=k+1(xi)2 = λa(f(x)− f(a)) � òàêàÿ òî÷êà a íàçûâàåòñÿ îñîáîé èíäåêñà k â òîïîëî-

ãè÷åñêîì ñëó÷àå;

2'. −max{|x1|, . . . , |xk|} + max{|xk+1|, . . . , |xn|} = λa(f(x) − f(a)) � òàêàÿ òî÷êà a íàçûâàåòñÿ îñîáîé
èíäåêñà k â êîìáèíàòîðíîì ñëó÷àå.

Åñòåñòâåííîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ôóíêöèè Ìîðñà ñ ìàëûì
êîëè÷åñòâîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå ó ôóíêöèè Ìîðñà äâóõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî ñôåðå. Â ñëó÷àå òðåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êàê ïîêàçàëè Èëñ
è Ê¼éïåð, ðåçóëüòàòû ñëîæíåå.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìíîãîîáðàçèå Èëñà-Ê¼éïåðà � ýòî òîïîëîãè÷åñêîå (ãëàäêîå, êîìáèíàòîðíîå) ìíîãîîá-
ðàçèå, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ãëàäêàÿ, êóñî÷íî ëèíåéíàÿ) ôóíêöèÿ Ìîðñà
ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 2.1 (Èëñ, Ê¼éïåð [4]). Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè Xn çàäàíà ôóíêöèÿ Ìîðñà f : X −→ R ñ ðîâíî
òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè. Òîãäà:

1. Ðàçìåðíîñòü è êîãîìîëîãèè.

Ðàçìåðíîñòü Xn ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî n = 2m = 0, 2, 4, 8, 16 , ïðè÷åì êîëüöî êîãîìîëîãèé
H∗(X) ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì êîãîìîëîãèé òðåõ òî÷åê (â ñëó÷àå n = 0), âåùåñòâåííîé (n = 2), êîì-
ïëåêñíîé (n = 4), êâàòåðíèîííîé (n = 8) èëè îêòàâíîé (n = 16) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

2. Ãîìîòîïè÷åñêèé òèï.

Åñëè n = 0 , òî X ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê. Åñëè n = 2 , òî X ãîìåîìîðôíî âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè RP 2 . Ïðè n = 4 âîçìîæåí îäèí ãîìîòîïè÷åñêèé òèï X, ñîîòâåòñòâóþùèé , ïðè n = 8 �
øåñòü ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ, à ïðè n = 16 � øåñòüäåñÿò ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ.

3. Òîïîëîãè÷åñêè, X � êîìïàêòèôèêàöèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R2m m-ñôåðîé Sm .

4. Ñ êîìáèíàòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ, èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ èñêîìûõ ìíîãîîá-
ðàçèé â ðàçìåðíîñòÿõ n = 8 è n = 16 . Îíè ðàçëè÷èìû ïî ñâîèì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì Ïîíòðÿãèíà.
Ïðè ýòîì íå âñå îíè äîïóñêàþò ââåäåíèå ãëàäêîé ñòðóêòóðû.
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5. Ñ äèôôåðåíöèàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ (â êàòåãîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé), èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî âîçìîæíûõ X â ðàçìåðíîñòÿõ 8 è 16. Àññîöèèðîâàííûå êîìáèíàòîðíûå ñòðóêòóðû êëàñ-
ñèôèöèðóþòñÿ ïî ñâîèì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì Ïîíòðÿãèíà. Â ðàçìåðíîñòè n = 2 èìååòñÿ ëèøü
âåùåñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ. Â ðàçìåðíîñòè n = 4 ïîëíûõ ðåçóëüòàòîâ íåò.

3 Êîìïëåêñû Áðåìà-Êþíåëÿ

Â ñòàòüå [7] áûë ïîñòðîåí 9-âåðøèííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ CP 2
9 . Îí îáëàäàåò íåñêîëüêèìè çàìå-

÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè :

1. Ñðåäè âñåõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4, íå ãîìåîìîðôíûõ ñôåðå, îí èìååò íàè-
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí.

2. Ëþáûå 3 âåðøèíû CP 2
9 îáðàçóþò ñèìïëåêñ, ïðèíàäëåæàùèé òðèàíãóëÿöèè (ýòî ñâîéñòâî òàêæå

íàçûâàþò 3-ñìåæíîñòíîñòüþ).

3. Ýòîò êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí òðèàíãóëÿöèåé CP 2.

4. CP 2
9 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà íàä Z3.

Áðåì è Êþíåëü (ñì. [2]) ïîñòðîèëè òðè 15-âåðøèííûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèÿM8
15, M̃

8
15 è

˜̃
M8

15 ñ
àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè â 8-ìåðíîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé òðèàíãóëÿöèè êâàòåðíèîííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè HP 2.

1. Ñðåäè âñåõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4, íå ãîìåîìîðôíûõ ñôåðå, îíè èìåþò íàè-
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí.

2. Ëþáûå 5 âåðøèí ëþáîãî èç êîìïëåêñîâ M8
15, M̃

8
15,

˜̃
M8

15 îáðàçóþò ñèìïëåêñ (ýòè êîìïëåêñû 5-
ñìåæíîñòíû).

3. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ M8
15, M̃

8
15 è

˜̃
M8

15 � ãðóïïà èêîñàýäðà A5, A4 è S3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñòðîåíèå êîìïëåêñîâ áóäåò îñíîâàíî íà ÿâíîì ïîñòðîåíèè äåéñòâèÿ íåêîòîðûõ ãðóïï íà ìíîæåñòâå
âåðøèí. Äåéñòâèÿ ãðóïï íà ìíîæåñòâå âåðøèí ìû áóäåì çàäàâàòü â âèäå ïîäãðóïïû ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê
íà 15 ýëåìåíòàõ S15. Âñå èçîáðàæåííûå íèæå ãîìîìîðôèçìû èíúåêòèâíû.

G0

G1 G2 G3

G̃0

XXXXXXXXz - -

��
���

���:

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâêè :
P = (1 2 3 4 5)(6 7 8 9 10)(11 12 13 14 15)
T = (3 10)(4 14)(5 8)(6 11)(7 12)(13 15)
U = (1 6 11)(2 7 12)(3 8 13)(4 9 14)(5 10 15)

Äîïîëíèòåëüíî íàì ïîíàäîáÿòñÿ
S = (1 6 11)(2 15 14)(3 13 8)(4 7 5)(9 12 10) = P−1TP−2TP−2

R = (2 5)(3 4)(7 10)(8 9)(12 15)(13 14) = S−1P 2SP−1S

Òîãäà çàäàäèì G2 = 〈P, T 〉, G3 = 〈P, T, U〉, G1 = 〈P, S〉, G0 = 〈R,S〉, G̃0 = 〈PRP−1, S〉.
Ãðóïïà G1 ∼= A5 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ M

8
15, à ãðóïïû G0 è G̃0 � ãðóïïû àâòîìîðôèç-

ìîâ êîìïëåêñîâ M̃8
15 è

˜̃
M8

15 ñîîòâåòñòâåííî.

ÊîìïëåêñûM8
15, M̃

8
15 è

˜̃
M8

15 ðàñïàäàþòñÿ íà äâå ÷àñòè : ó íèõ èìååòñÿ îáùèé êóñîê èç 415 8-ñèìïëåêñîâ
K0, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå îðáèò äåéñòâèÿ G1 íà 12 ÿâíî óêàçàííûõ ñèìïëåêñàõ :
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A = {1, 2, 3, 6, 8, 11, 13, 14, 15}
B = {1, 3, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13}
C = {1, 2, 6, 9, 10, 11, 12, 14, 15}
D = {1, 2, 3, 4, 7, 9, 12, 14, 15}
E = {1, 2, 4, 7, 9, 10, 12, 13, 14}
F = {1, 2, 6, 8, 9, 10, 11, 14, 15}
G = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 11, 13}
H = {1, 3, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12}
I = {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}
J = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 12, 15}
K = {1, 2, 3, 7, 8, 10, 12, 13, 14}
M = {2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14}

×òîáû îïðåäåëèòü îñòàâøèåñÿ 75 8-ñèìïëåêñîâ äëÿ êàæäîãî èç êîìïëåêñîâ, ðàññìîòðèì ñèìïëåêñû

L(1) = {3, 4, 6, 7, 11, 12, 13, 14, 15}
N(1) = {3, 4, 6, 7, 10, 12, 13, 14, 15}

è âîçüìåì èõ îáðàçû ïîä äåéñòâèåì P .

L(n) = Pn−1L(1), N(n) := Pn−1N(1)

L̃(n) = Pn−1TL(1), Ñ(n) := Pn−1TN(1)

Íàêîíåö, îáîçíà÷èì Ln = L(n) ∪N(n) è L̃n = L̃(n) ∪ Ñ(n).

K1 = L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 ∪ L5;

K̃1 = L̃1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 ∪ L5;˜̃K1 = L̃1 ∪ L2 ∪ L̃3 ∪ L4 ∪ L5.

Òîãäà èñêîìûå êîìïëåêñû çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

M8
15 = K0 ∪ K1; M̃8

15 = K0 ∪ K̃1;
˜̃
M8

15 = K0 ∪
˜̃K1.

Ýòè òðè êîìïëåêñà êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó. Êðîìå òîãî, ãðóïïà ñèììåòðèé M8
15

èçîìîðôíà A5, ãðóïïà ñèììåòðèé M̃
8
15 èçîìîðôíà S4, à ãðóïïà ñèììåòðèé

˜̃
M8

15 èçîìîðôíà ãðóïïå S3.
Êîíêðåòíûå ðàçìåðíîñòè n = 2, 4, 8, 16 òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ â ðàáîòå [1]. Àâòîðû ðàññìàòðèâàþò âñåâîç-

ìîæíûå êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ è èññëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãîîáðà-
çèÿ íàêëàäûâàåò íà åãî ðàçìåðíîñòü.

Òåîðåìà 3.1 ([1]). Ïóñòü Md � êîìïàêòíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ n âåðøèíàìè. Òîãäà åñëè

n <

⌈
3d

2

⌉
+3 , òîM PL-ãîìåîìîðôíî ñôåðå, à åñëè n =

3d

2
+3 , òîM ìîæåò áûòü íå PL-ãîìåîìîðôíûì

ñôåðå òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè n = 2, 4, 8 èëè 16. Â ýòîì ñëó÷àåMd ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Èëñà-Êþéïåðà.

Â ñâîåé ñòàòüå Áðåì è Êþíåëü âûäâèãàþò ãèïîòåçó:

Ãèïîòåçà 3.1 ([2]). M8
15 êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî HP 2.

Ïðè ýòîì èç ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, à òàêæå èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè p2
([
M8

15

])
= p2

([
HP 2

])
, òî M8

15 êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî HP 2 è ÿâëÿåòñÿ
åãî òðèàíãóëÿöèåé, ìèíèìàëüíîé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí.

4



4 Àëãîðèòì Ãàéôóëëèíà âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà

4.1 Êîìïëåêñ T n è ãðàô Γ2

4.1.1 Êîìïëåêñ T n

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîäðîáíî èçëîæåíû â ñòàòüÿõ [14, 15].
Îáîçíà÷èì Tn àáåëåâó ãðóïïó âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ðàçìåðíîñòè (n− 1) ñ ñîîò-

íîøåíèÿìè 〈L1〉 = 〈L2〉 ïðè L1
∼= L2 , à òàêæå 〈−L〉 = −〈L〉 .

Îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì íà èñïîëüçóåìóþ ôîðìóëó äëÿ êëàññà Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿåòñÿ åå ëîêàëüíîñòü.
Ïóñòü f ∈ Hom (Tn,Q) , Km � îðèåíòèðîâàííîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

f](K) =
∑

σ∈K ,dimσ=m−n

f(〈linkσ〉)σ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ f ∈ Hom (Tn,Q) = T n íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ îäíîðîäíîãî
ïîëèíîìà F ∈ Q[p1, p2, . . .] , åñëè äëÿ ëþáîãî K öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, ïðåäñòàâèòåëü êîòîðîãî â
ãîìîëîãèÿõ äâîéñòâåíåí ïî Ïóàíêàðå êëàññó F (p1(K), p2(K), . . .) .

Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ôîðìàëüíîé ñóììû è äæîéíà ìíîæåñòâî

T∗ =
⊕
n

Tn

ïðåâðàùàåòñÿ â ñóïåðêîììóòàòèâíóþ àññîöèàòèâíóþ ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó. Íà íåé ìîæíî ââåñòè äèô-
ôåðåíöèàë

∂ 〈L〉 =
∑

v∈V (L)

〈link v〉 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T n(Λ) àáåëåâó ãðóïïó âñåõ ôóíêöèé f : Tn −→ G ñ óñëîâèåì f(−L) = −f(L). Îïðå-
äåëèì äèôôåðåíöèàë δ : T n −→ T n+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(δf)(L) =
∑

v∈V (L)

f(〈link v〉)

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

T ∗ =
⊕
n

Hom(Tn,Q)

ÿâëÿåòñÿ ñóïåðêîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé êîàëãåáðîé ñ ïîâûøà-
þùèì îðèåíòàöèþ äèôôåðåíöèàëîì δ.

Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.1 (À.À. Ãàéôóëëèí, [14]). Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ f ∈ T n(Q) ýêâèâàëåíòíû:

1. öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K òàêî-
ãî, ÷òî dimK > n;

2. f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ
Ïîíòðÿãèíà;

3. f � êîöèêë êîìïëåêñà T ∗, ò.å. δf = 0 .

Êîãîìîëîãè÷íûå êîöèêëû êîìïëåêñà T ∗ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè äëÿ îäíîãî è òîãî æå îä-
íîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî òàêîãî ïîëèíîìà
ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ëîêàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ p1 (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) äîñòà-
òî÷íî íàéòè òàêèå ôóíêöèè f ∈ T 4(Q) , ÷òî δf = 0 .

5



4.1.2 Áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå áèçâåçäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü τ � ñèìïëåêñ òàêîé, ÷òî τ /∈ K , íî âñå åãî ñîáñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà ëåæàò
â K (òàêîé ñèìïëåêñ áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ïóñòûì). Ïóñòü òàêæå σ ∈ K òàêîé, ÷òî σ ∗ ∂τ - êîìïëåêñ
ïîëíîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà ôëèïîì (áèçâåçäíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, äâèæåíèåì Ïàõíåðà) β íàçîâåì ïðå-
îáðàçîâàíèå K, ïåðåâîäÿùåå σ ∗ ∂τ â τ ∗ ∂σ . Òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü β = βσ è íàçûâàòü β áèçâåçäíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì, àññîöèèðîâàííûì ñ σ.

Íà 1 èçîáðàæåí âèä áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàçìåðíîñòè 2.

Ðèñ. 1: Ôëèïû â ðàçìåðíîñòè 2

Òåîðåìà 4.2 (Ïàõíåð, [11]). Ïóñòü K1 è K2 � êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûå êîìáèíàòîðíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ. Òîãäà êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî â êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå
K2 ïðè ïîìîùè êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èçîìîðôèçìîâ.

Òàê êàê ëþáûå äâå êîìáèíàòîðíûõ ñôåðû ñîåäèíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàê ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå f(〈L〉) (ãäå L - òðåõìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà)
ïðè áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Áóäåì íàçûâàòü áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñîåäèíÿþò èçîìîðôíûå êîì-
áèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî ñâîåìó îáðàòíîìó, áóäåì íàçû-
âàòü åãî íåñóùåñòâåííûì.

4.1.3 Ãðàô Γ2

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññêàæåì î íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ À.À. Ãàéôóëëèíà â ñòàòüå [14].
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ êîíñòðóêöèþ - ãðàô Γn. Âåðøèíàìè ýòîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå

êîìáèíàòîðíûå ñôåðû ðàçìåðíîñòè n. Äâå âåðøèíû L1 è L2 ñîåäèíåíû ðåáðîì β, åñëè èìååòñÿ ñóùå-
ñòâåííîå áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β : L1 −→ L2.

Ðàññìîòðèì ãðóïïû CiZ2
(Γn,Q) è Hi

Z2
(Γn,Q) ñîîòâåòñòâåííî ýêâèâàðèàíòíûõ êîöåïåé è êîãîìîëîãèé

ãðàôà Γn îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Q è äåéñòâóþùåé íà íåé èçìåíåíèåì çíàêà ãðóïïå Z2. Îáîçíà÷èì äèô-
ôåðåíöèàë êîìïëåêñà êîöåïåé ÷åðåç d.

Òàê êàê ãðàô Γn ñâÿçåí, H0
Z2

(Γn,Q) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî C0
Z2

(Γn,Q) = T n+1(Q). Òîãäà äèôôåðåíöèàë
δ ìîæíî ðàññìîòðåòü è êàê îòîáðàæåíèå

δ : C0
Z2

(Γn,Q) −→ C0
Z2

(Γn+1,Q)

Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íûé äèôôåðåíöèàë äëÿ C1
Z2

(Γ∗,Q).

δ : C1
Z2

(Γn,Q) −→ C1
Z2

(Γn+1,Q)

(δh)({β}) := (−1)n
∑

v∈U(β)

h({βv})

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî dδ = δd, ïîýòîìó d ÿâëÿåòñÿ öåïíûì îòîáðàæåíèåì
êîìïëåêñà C0

Z2
(Γ∗,Q) â êîìïëåêñ C0

Z2
(Γ∗,Q) (ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèàëó δ).

Ïðåäëîæåíèå 3 ([14]). d öåïíî ãîìîòîïíî íóëþ êàê öåïíîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñîâ.
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Ïóòåì àíàëèçà ïîëó÷èâøèõñÿ èç öåïíîãî îòîáðàæåíèÿ äèàãðàìì è èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè À.À.
Ãàéôóëëèí ïîêàçàë, ÷òî èñêîìàÿ ãðóïïà ker[T 4(Q) −→ T 5(Q)] èçîìîðôíà ñëåäóþùåé:

ker[T 4(Q)
δ−→ T 5(Q)] = ker[C0

Z2
(Γ3,Q)

δ−→ C0
Z2

(Γ3,Q)] ∼= A

a ∈ A⇔ [a] ∈ ker[H1
Z2

(Γ2,Q)
δ∗−→ H1

Z2
(Γ3,Q)] = N

Ãðóïïà N ïîñ÷èòàíà â [14]. Îíà îäíîìåðíà êàê Q-ìîäóëü è ïîðîæäåíà ýëåìåíòîì c ∈ H1
Z2

(Γ2,Q).
Çíà÷åíèå ýòîãî êëàññà áûëî ÿâíî âû÷èñëåíî À.À. Ãàéôóëëèíûì íà íåêîòîðîì íàáîðå öèêëîâ â ãðàôå Γ2,
êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè(2). Çíà÷åíèå íà ýëåìåíòàðíîì öèêëå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà
ïðèìûêàþùèõ ê íåêîòîðûì ðåáðàì òðåóãîëüíèêîâ, îáîçíà÷åííûõ íà 2 p è q. Ýòîò íàáîð âàæåí òåì, ÷òî
ëþáîé öèêë â ãðàôå Γ2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî êîöèêëà h ∈ C1
Z2

(Γ2;Q), ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ êîãîìîëîãèé c, ìîæíî
ÿâíî óêàçàòü ôóíêöèþ f = d−1δ(h) ∈ T 4(Q), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ êëàññà λp1 äëÿ
íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòû λ. Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò (íàïðèìåð, äëÿ 9-âåðøèííîé òðèàíãó-
ëÿöèè CP 2, ïîñòðîåííîé â [7]) ïîêàçûâàåò, ÷òî λ = 1.

Äëÿ ÿâíîãî îïèñàíèÿ êàêîé-ëèáî ëîêàëüíîé ôîðìóëû íóæíî âûáðàòü êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êëàñ-
ñà êîãîìîëîãèé h. Â [14] âûáðàòü ñëåäóþùèé ñïîñîá. Óêàæåì ÿâíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû {L} ãðàôà Γ2 öåïü
ξ òàêóþ, ÷òî ∂ξ{L} = {L}−{∂∆3}. Ðàññìîòðèì âñå áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ β1, β2, . . . βr, ïîíèæàþùèå
ñëîæíîñòü êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L, ïðè÷åì ∀i βi : L −→ Li. Òîãäà ïîëîæèì

ξ{L} =

r∑
i=1

(ξ{Lj} − {βj}).

Èñêîìûé êîöèêë òåïåðü âûïèñûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

h({β}) = 〈c, {β}+ {ξL1} − {ξL1}〉 .

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò âûáîð êîöèêëà ñîõðàíÿåò ëîêàëüíîñòü ôîðìóëû, òàê êàê çàâèñèò òîëüêî îò êîìáèíà-
òîðíîãî òèïà L.

Èòàê, ñôîðìóëèðóåì âûâîä. Åñëè β : L1 −→ L2 � áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî

f(L2)− f(L1) =
∑
v

h(βv) ,

ãäå v � âåðøèíà, ó÷àñòâóþùàÿ â áèçâåçäíîì ïðåîáðàçîâàíèè, h ∈ C1(Γ2,Q) � êîöèêë ãðàôà Γ2 . Âñå
ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
ïðåäñòàâèìû â òàêîì âèäå, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé ôîðìóëû êëàññ êîãîìîëîãèé c ∈ H1(Γ2,Q) êîöèêëà h
îäèíàêîâ.

4.2 Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ öèêëà â ãðàôå Γ2 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëå-

ìåíòàðíûõ

Äàííûé àëãîðèòì áûë ïîëó÷åí À.À. Ãàéôóëëèíûì â ðàáîòå [16], îäíàêî íåêîòîðûå èç ñëó÷àåâ áûëè
ïðîïóùåíû. Ìû óñòðàíÿåì çäåñü ýòó íåòî÷íîñòü.

Äàí öèêë â ãðàôå Γ2 , òî åñòü çàìêíóòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôëèïîâ.
Âûäåëèì â ãðàôå Γ2 äâà òèïà öèêëîâ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè öèêëàìè ñîîòâåò-

ñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà. Öèêëû ïåðâîãî òèïà èçîáðàæåíû íà 2, âòîðîãî - íà ðèñ. 3.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå. Åñëè σ1 è σ2 � ñèìïëåêñû â L òàêèå, ÷òî îïðåäåëåíû ìåíÿþùèå èõ ôëèïû è íåò

ñèìïëåêñà â L, ñîäåðæàùåãî è σ1 , è σ2, òî îáîçíà÷èì γ(L, σ1, σ2) ñëåäóþùèé öèêë :

L
βσ1−−−−→ L1xβ−1

σ2

yβσ2
L3

β−1
σ1←−−−− L2

7



c d

b

e

g h

i

a

f

p

q

p

q

q

p

p

p

q

q

p

q

Ðèñ. 2: Ýëåìåíòàðíûå öèêëû ïåðâîãî òèïà.
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Ââåäåì ïîíÿòèå ñëîæíîñòè âåðøèíû ãðàôà Γ2 êàê äâóìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L ñ k âåðøèíàìè.

a(L) =


k, åñëè L ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 3;

k + 1
3 , åñëè L ñîäåðæèò âåðøèíó ñòåïåíè 4, íî íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3;

k + 2
3 , åñëè L íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3 è 4.

Òåïåðü îïðåäåëèì ñëîæíîñòü ôëèïà (ðåáðà ãðàôà Γ2) β : L1 → L2.

a(β) =

{
max(a(L1), a(L2)), åñëè a(L1) 6= a(L2) ;

a(L1) + 1
6 , åñëè a(L1) = a(L2) .

Òîãäà ñëîæíîñòü ëþáîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû a(L) ∈ 1
3Z>0 , à ñëîæíîñòü ëþáîãî ôëèïà a(β) ∈ 1

6Z>0 .
Îáîçíà÷èì Γa2 ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí è ðåáåð ãðàôà Γ2 ñî ñëîæíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé a . Òîãäà

åñëè ëþáîé öèêë, ëåæàùèé â ãðàôå Γa2 , áóäåò ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû öèêëà èç Γ
a− 1

6
2 è ýëåìåíòàðíûõ

öèêëîâ, òî ïî èíäóêöèè ìû ñìîæåì ïðåäñòàâèòü âåñü öèêë â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ.
Íà êàæäîì øàãå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàèìåíüøåå âîçìîæíîå a äëÿ öèêëà.
Ïóñòü a = k + b

6 , òîãäà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âûøåíàïèñàííîå äëÿ êàæäîãî b = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Ðàçáåðåì
îòäåëüíî ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî b.

Ñëó÷àé íå÷åòíîãî b . Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî b â öèêëå åñòü ïðåîáðàçîâàíèå íàèáîëüøåé ñëîæíîñòè

βσ : L1 −→ L2,

ñîåäèíÿþùåå äâå êîìáèíàòîðíûõ ñôåðû îäèíàêîâîé ñëîæíîñòè k+ b−1
6 è àññîöèèðîâàííîå ñ ñèìïëåêñîì σ.

b = 1. Ïðè b = 1 îáå êîìáèíàòîðíûå ñôåðû L1 è L2 ñîäåðæàò âåðøèíû ñòåïåíè 3. Îáîçíà÷èì ýòè
âåðøèíû v1 è v2 ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ýòè âåðøèíû ñîâïàäàþò, òî îïðåäåëåí öèêë
γ(L1, σ, v). Íîñèòåëü öåïè {β} − γ(L1, σ, v) ëåæèò â ãðà-
ôå Γk2 .

v vσ
β

Åñëè ýòè âåðøèíû íå ñîâïàäàþò, òî öèêë γ(L1, σ, v) íå
îïðåäåëåí, çàòî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàðíûì
öèêëîì âòîðîãî òèïà.

β

σ

v2 v1 v2 v1
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b = 3. Ïðè b = 3 êîìáèíàòîðíûå ñôåðû L1 è L2 íå ñîäåðæàò âåðøèí ñòåïåíè 3, íî ñîäåðæàò âåðøèíó
ñòåïåíè 4. Ðàçîáüåì ñèòóàöèþ íà äâà ñëó÷àÿ.

1. Cóùåñòâóåò âåðøèíà ñòåïåíè 4 â îáåèõ êîìáèíàòîðíûõ ñôå-
ðàõ L1 è L2 (îáîçíà÷èì åå v). Òîãäà ýòà âåðøèíà íå ó÷àñòâóåò
â áèçâåçäíîì ïðåîáðàçîâàíèè β. Òîãäà íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
îäíà èç äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà link v äîëæíà ïðèñóòñòâî-
âàòü â îáåèõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåðàõ L1 è L2.

β
σ

v

v

2. Ñóùåñòâóåò äâå âåðøèíû v1 è v2, ó÷àñòâóþùèå â β,
òàêèå ÷òî degL1

v1 = 4, degL2
v2 = 4. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â
L1 íàéäåòñÿ õîòÿ áû 8 âåðøèí ñòåïåíè 5. Òîãäà îä-
íà èç íèõ íå âõîäèò â link v1

⋃
link v2, íàçîâåì åå w.

Õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ðåáðà, âûõîäÿùåãî èç w, ñóùå-
ñòâóåò áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, àññîöèèðîâàííî ñ
íèì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì òðè ôëèïà β1, β2 è
β3, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæíî óïðîñòèòü ñîãëàñíî
ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

w
σ w

w w

β

β3β1

β2

v1

v2

b = 5. Êàæäàÿ èç êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1 è L2 íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3 è 4. Â ýòîì ñëó÷àå
L1 ñîäåðæèò õîòÿ áû 12 âåðøèí ñòåïåíè 5. Ñðåäè ýòèõ 12 âåðøèí îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ âåðøèíà w, íå
ó÷àñòâóþùàÿ â β. Îáîçíà÷èì âåðøèíû linkw u1, u2, u3, u4 è u5 â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè îáõîäà âîêðóã
w. Èç ïÿòè äèàãîíàëåé â ïÿòèóãîëüíèêå linkw íå áîëåå äâóõ ïðèñóòñòâóþò â êàæäîé èç êîìáèíàòîðíûõ
ñôåð L1 è L2. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíà îòñóòñòâóåò â îáåèõ ñôåðàõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü ýòî

äèàãîíàëü u2u5. Òîãäà îïðåäåëåí öèêë γ(L1, σ, wu1) è öèêë {β} − γ(L1, σ, wu1) ëåæèò â ãðàôå Γ
k+ 2

3
2 .

Ñëó÷àé ÷åòíîãî b . Â ñëó÷àå ÷åòíîãî b ôëèïû íàèáîëüøåé ñëîæíîñòè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñëåäóþùèõ
ïîäðÿä ôëèïîâ:

L

L1 L2

@
@R
β2

�
��

β1

Çäåñü a(L) > a(L1) , a(L) > a(L2) , a(β1) = a(β2) = a(L).
Ïóñòü β1 = β−1L,σ1

, β2 = βL,σ2
.

b = 0 . Ïðåîáðàçîâàíèÿ β−11 è β2 óìåíüøàþò êîëè÷åñòâî âåðøèí. Öèêë γ(L1, σ1, σ2) îïðåäåëåí âñåãäà,
åñëè â L áîëüøå 5 âåðøèí.

b = 2 . Êîìïëåêñû L1 è L2 ñîäåðæàò âåðøèíû ñòåïåíè 3, à L íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3, íî
ñîäåðæèò âåðøèíû ñòåïåíè 4. Òîãäà σ1 è σ2 � ðåáðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ñòåïåíè 4.

Åñëè öèêë γ(L, σ1, σ2) îïðåäåëåí, òî {β1}+{β2}−{γ(L, σ1, σ2)} ∈ Γ
a− 1

6
2 . Ïðè ýòîì âîçìîæíî, ÷òî âêëàä

ýëåìåíòàðíîãî öèêëà γ(L, σ1, σ2) íåíóëåâîé.
Öèêë γ(L1, σ1, σ2) íå îïðåäåëåí â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
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1. Ð¼áðà σ1 è σ2 ñîäåðæàòñÿ â êàêîì-
íèáóäü òðåóãîëüíèêå ∆ êîìáèíàòîð-
íîé ñôåðû, ïðè÷åì îáùàÿ âåðøè-
íà ýòèõ ð¼áåð èìååò ñòåïåíü, áîëü-
øóþ 4. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò
äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî, îáîçíà÷åííîå
[v1, v2]. Ïîýòîìó åñëè ýòî ðåáðî ïðè-
ñóòñòâóåò, òî èçîáðàæåííûé ñïîñîá
óïðîñòèòü öèêë íå ãîäèòñÿ.

β2
β1

σ1 σ2

v1

v2

v1

v2

Åñëè ðåáðî [v1, v2] óæå ëå-
æèò â êîìïëåêñå L, òî
óäàëèì åãî, äîáàâèâ äî-
ïîëíèòåëüíûé öèêë. Äî-
áàâëåííûå ýëåìåíòàðíûå
öèêëû íå óâåëè÷èâàþò
ñëîæíîñòåé ñôåð, à ïîëó-
÷åííàÿ ñèòóàöèÿ ýêâèâà-
ëåíòíà ïðåäûäóùåìó ñëó-
÷àþ.

v1

v2

v2

β1

β2

v1

2. Ð¼áðà σ1 è σ2 ñîäåðæàòñÿ â êàêîì-íèáóäü òðåóãîëüíèêå
∆ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû, ïðè÷åì îáùàÿ âåðøèíà ýòèõ ð¼áåð
èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ 4. Â ýòîì ñëó÷àå óïðîñòèòü öèêë ìîæ-
íî îäíèì ýëåìåíòàðíûì öèêëîì âòîðîãî òèïà.

β1

σ2σ1

β2
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3. Ð¼áðà σ1 è σ2 íå ëåæàò â îäíîì òðåóãîëüíèêå, íî èõ ëèíêè â L ñîâïàäàþò,
òàê ÷òî êîììóòàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé βσ1 è βσ2 íåâîçìîæíà. Òîãäà èìååòñÿ äâà
ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ : σ1 è σ2 ìîãóò èìåòü èëè íå èìåòü îáùóþ âåðøèíó. Ïóñòü
îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ïóñòü v1 - âåðøèíà ñòåïåíè 4, ïðèíàäëåæàùàÿ σ1.
Ðåáðî uw íå ìîæåò ëåæàòü â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L, à çíà÷èò îïðåäåëåíî ïðå-
îáðàçîâàíèå β3 = β−1uw. β1 +β3 ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ è öåïåé ñ íîñèòåëåì â ãðàôå Γk+
1
6 ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó

ñëó÷àþ, à ðàçíîñòü β2 − β3 � ñ ïîìîùüþ öèêëà Γ(L, σ2, uw).

σ2σ1

v1
v2u w

Åñëè ó σ1 è σ2 åñòü îáùàÿ âåðøèíà, òî óïðîñòèòü öèêë ìîæíî âîñïîëüçîâàâøèñü öèê-
ëîì âòîðîãî òèïà íàïîäîáèå ñëó÷àÿ (2). Ïðè ýòîì â èçîáðàæåííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå
äîëæíà îòñóòñòâîâàòü äèàãîíàëü u1u2, òàê êàê îíà èñïîëüçóåòñÿ â ýòîì öèêëå.

σ1

σ2

u1

u2

u1
u2 u1

u2

β1

β2

u1
u2

σ1 σ2

u1
u2

σ1 σ2

u1
u2 u1

u2

Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé - êîãäà äèàãîíàëü u1u2 ïðèñóòñòâóåò â ñôåðå L. Åãî ìîæíî ðàçðåøèòü íàïîäî-
áèå àíàëîãè÷íîãî øàãà â ñëó÷àå (1) (íà ðèñóíêå âûøå). Ïîñëå âû÷èòàíèÿ òàêîãî öèêëà ìû ñâîäèì çàäà÷ó
ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.
Èòàê, âñå ñëó÷àè, êîãäà öèêë γ(L1, σ1, σ2) íå îïðåäåëåí, ðàçîáðàíû.
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Èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ñëó÷àé,
êîãäà ýòîò öèêë íå ïîíèæàåò
ñëîæíîñòè öèêëà. Ýòî ïðîèñõî-
äèò, åñëè ó âåðøèí v1 è v2
(îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñóíêå) îäè-
íàêîâàÿ ñòåïåíü. Â ýòîì ñëó÷àå
öèêë íå óïðîùàåòñÿ ïóòåì âû-
÷èòàíèÿ γ(L1, σ1, σ2. ×òîáû óïðî-
ñòèòü åãî, äîñòàòî÷íî äâóõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âòî-
ðîãî òèïà.

β1 β2
σ2σ1

v2

v2

b = 4. Êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3 è 4, σ1 è σ2 � ðåáðà, âûõîäÿùèå èç
âåðøèí ñòåïåíè 5. L ñîäåðæèò íå ìåíåå 12 âåðøèí ñòåïåíè 5, ïðè ýòîì â áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
β1 è β2 ó÷àñòâóþò (èçìåíÿþò ñâîè ëèíêè) íå áîëåå 8 âåðøèí. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò âåðøèíà ñòåïåíè 5
(îáîçíà÷èì åå v), îáùàÿ äëÿ L1, L2 è L. Ñðåäè 5 îòðåçêîâ, âûõîäÿùèõ èç v, íàéäóòñÿ õîòÿ áû 3, ñ êîòîðûìè
îïðåäåëåíû áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â L, àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè. Îáîçíà÷èì èõ e1, e2 è e3. Òîãäà
öèêë γ(L1, σ1, ei) ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåí òîëüêî äëÿ îäíîãî èç ðåáåð ei. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî
îïðåäåëåíû îáà öèêëà γ(L1, σ1, ei) è γ(L1, σ2, ei). Òîãäà íîñèòåëü öåïè β1 + β2 − γ(L1, σ1, ei) + γ(L1, σ2, ei)

ëåæèò â Γk+
1
2 çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñëó÷àÿ.

Ïðè b = 4 ïî ïðè÷èíàì, àíà-
ëîãè÷íûì ñëó÷àþ b = 2, öèêë
−γ(L1, σ1, ei) + γ(L1, σ2, ei) íå âñå-
ãäà ïîíèæàåò ñëîæíîñü öèêëà. Ñïîñîá
óñòðàíèòü ýòîò ñëó÷àé óêàçàí íà ðè-
ñóíêå.

β1
β2

σ1 σ2

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî

Òåîðåìà 4.3. Ëþáîé öèêë â ãðàôå Γ2 ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ.

14



4.3 Çíà÷åíèÿ êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ

Â [14] áûëè òàêæå ïîñ÷èòàíû çíà÷åíèÿ êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ. Îíè çàâèñÿò îò
êîëè÷åñòâà òðåóãîëüíèêîâ, ñîñåäíèõ ñ èçìåíÿåìûìè ïðè áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âåðøèíàìè.

Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè îò öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ:

ρ(p, q) =
q − p

(p+ q + 2)(p+ q + 3)(p+ q + 4)

ω(p) =
1

(p+ 2)(p+ 3)

Òîãäà çíà÷åíèÿ êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé :

1 òèï: a, d, g 0

1 òèï: b, e, h ρ(p, q)

1 òèï: c, i ρ(0, q)− ρ(0, p)

1 òèï: f ρ(0, q) + ρ(0, p)

2 òèï: a ω(p)− ω(q) + ω(r)− 1
12

2 òèï: b ω(p)− ω(q)− ω(r) + ω(k)

2 òèï: c ω(p) + ω(q) + ω(r) + ω(k) + ω(l)− 1
12

4.4 Îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà

Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ L . Çàôèêñèðóåì íà íåì îðèåíòàöèþ.
Àëãîðèòì ïîäñ÷åòà ðàçáèò íà íåñêîëüêî äåéñòâèé :

1. Íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôëèïîâ, ñâîäÿùèå ëèíê êàæäîãî (n−4)-ñèìïëåêñà êîìïëåêñà L ê ãðàíèöå
ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà.

2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ëèíêà êàæäîãî (n−4)-ñèìïëåêñà σ ðàññìîòðèì linklink σ(v). Òîãäà êàæäûé èç
ïîëó÷åííûõ êîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ 2-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé. Èíäóöèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôëèïîâ íà ýòè êîìïëåêñû êàê íà ïîäêîìïëåêñû link σ.

3. Äëÿ êàæäîé ïîëó÷èâøåéñÿ öåïî÷êè ôëèïîâ, ñâîäÿùåé 2-ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó ê ãðàíèöå
3-ñèìïëåêñà, çàìêíóòü ýòó öåïü â öèêë â êîìïëåêñå Γ2 ëþáûì ñïîñîáîì, îäíîçíà÷íî ñòðîÿùèìñÿ ïî
êîìáèíàòîðíîìó òèïó èñõîäíîé ñôåðû.

4. Ïîëó÷èâøèåñÿ öèêëû - öèêëû â ãðàôå Γ2. Ðàçëîæèòü ýòè öèêëû â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëå-
ìåíòàðíûõ öèêëîâ.

5. Ïîñ÷èòàòü âêëàä êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî öèêëà, ïîëó÷èòü äëÿ êàæäîãî σ âêëàä f (〈link σ〉) è ïî-
ñòðîèòü öèêë

f](L) =
∑

σ∈L,dimσ=n−4

f (〈link σ〉) σ,

ïðåäñòàâëÿþùèé ýëåìåíò â ãîìîëîãèÿõ, äâîéñòâåííûé ê ïåðâîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà.
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5 Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè

Èòàê, çàäà÷à ñâåäåíà ê òîìó, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü p1(M8
15). Áóäåì äåëàòü ýòî ñ ïîìîùüþ òîëüêî ÷òî îïèñàííîãî

àëãîðèòìà.
Â M8

15 3003 4-ñèìëåêñà, è äàæå åñëè èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýòèõ ñèìïëåêñîâ ïå-
ðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà âìåñòå ñî âñåì M8

15 ïðè àâòîìîðôèçìàõ, ïîëó÷èòñÿ íå ìåíåå 60 êîìáèíàòîðíûõ
òèïîâ linkσ4. Ïîýòîìó ïîäñ÷åò âðó÷íóþ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Ãàéôóëëèíà � êðàéíå òðóäîåìêàÿ
çàäà÷à. Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì ïîëíîñòüþ êîìáèíàòîðíûé, ïîýòîìó åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà.

Ïðè ýòîì àëãîðèòì íàäî íåìíîãî èçìåíèòü. Ïðîâåðêà èçîìîðôèçìà êîìáèíàòîðíûõ ñôåð íà êîì-
ïüþòåðå òðåáóåò áîëüøîãî âðåìåíè. Àëãîðèòì, ïðèâåäåííûé âûøå, ïðèâåäåí äëÿ êëàññîâ èçîìîðôèçìà
êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé è, ñîîòâåòñòâåííî, íå çàâèñèò îò íóìåðàöèè êîìïëåêñà.

Äëÿ õðàíåíèÿ êîìïëåêñà â ïàìÿòè êîìïüþòåðà è åãî èçìåíåíèÿ íóæíî ïðîíóìåðîâàòü âåðøèíû. Òîãäà
âñå ñèìïëåêñû áóäóò çàïèñûâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ÷èñåë áåç ïîâòîðåíèé. Ñèìïëåêñû ñîâïàäàþò,
åñëè ñîâïàäàþò òàêèå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó óäîáíî õðàíèòü êàæäûé ñèìïëåêñ êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî ÷èñåë, ÷òîáû èçáåæàòü ðàçëè÷íûõ çàïèñåé.

Â ýòîì ñëó÷àå áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîåäèíÿþò ïî-ðàçíîìó çàíóìåðîâàííûå êîìïëåêñû. Êðîìå
òîãî, ïðè çàìûêàíèè â öèêë áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåìîå áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò
ñîåäèíÿòü êîìïëåêñû ñ ðàçíûìè íóìåðàöèÿìè. Ïðè ýòîì ýòó íåñòûêîâêó íóìåðàöèè ìîæíî ïåðåäâèíóòü
â ëþáîå ìåñòî öèêëà, òàê êàê íóìåðàöèè ìîæíî ñîãëàñîâàòü íà ëþáîé öåïè, íî íå íà öèêëå. Â èòîãå
ãðàíèöû ñèìïëåêñà ∂∆3 áóäóò çàíóìåðîâàíû äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

L

∂∆3 ∂∆3

@
@R

Âûáðàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�
�	

Çàìûêàíèå öèêëà

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè âñåõ èñïîëüçóåìûõ â àëãîðèòìå â [16] ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ, òîëüêî öèêë òèïà (2à)
íå ñîõðàíÿåò íóìåðàöèþ âåðøèí íè ïðè îäíîé íóìåðàöèè. Ýòî ëåãêî ïðåîäîëåòü, èçìåíèâ ýòîò öèêë íà
ýêâèâàëåíòíûé 12 (êîòîðûé, åñëè ïðîñëåäèòü äîêàçàòåëüñòâî â [16], âîçíèêàåò â íåì èñõîäíî).

Ïîñëå ýòîãî èçìåíåíèÿ, åñëè èñõîäíûé öèêë ñîõðàíÿë íóìåðàöèþ âåçäå, êðîìå çàìûêàíèÿ â ∂∆3, òî è
ïðè ïðåäñòàâëåíèè â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ âñå ó÷àñòâóþùèå ôëèïû áóäóò ñîõðàíÿòü
íóìåðàöèþ.

Öèêë çàìûêàåòñÿ ïî ãðàíèöå 3-ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Ëþáûå äâå ïî-ðàçíîìó ïðîíóìåðîâàííûõ ãðàíèöû
ñèìïëåêñà ìîæíî ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà áèçâåçäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ïðè êîòîðûõ íå áóäåò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ áîëüøå îäíîé äîïîëíèòåëüíîé âåðøèíû, ïîýòîìó ìîæíî äîáàâèòü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå èçìåíèâ
çíà÷åíèå ôîðìóëû íà öèêëå. Ïðè ðåàëèçàöèè ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî íå äîáàâëÿòü ðîâíî ïîòîìó, ÷òî
îíè íå äàþò âêëàäà â ôîðìóëó.

Âòîðàÿ îñîáåííîñòü ðåàëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìêíóòü ïîëó÷åííóþ ïðè
ïîìîùè BISTELLAR öåïü, èñïîëüçîâàòü íå çàòðàòíûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîõîäèò ïî âñåì
âîçìîæíûì áèçâåçäíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïîíèæàþùèì ñëîæíîñòü êîìáèíàòîðíîé ñôåðû, à âûáðàòü
îäèí ôèêñèðîâàííûé öèêë, óïðîùàþùèé ñôåðó, ñòðîÿùèéñÿ ïî íóìåðàöèè îäíîçíà÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ïîëó÷èâøåéñÿ öåïî÷êè ôëèïîâ, ñâîäÿùåé 2-ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôå-
ðó ê ãðàíèöå 3-ñèìïëåêñà, íàäî çàìêíóòü ýòó öåïü â öèêë ëþáûì îáðàçîì, îäíîçíà÷íî ñòðîÿùèìñÿ ïî
íóìåðàöèè âåðøèí ñôåðû. Íàïðèìåð, ìîæíî äåëàòü ïî î÷åðåäè ïåðâîå âîçìîæíîå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîíèæàþùåå ñëîæíîñòü êîìáèíàòîðíîé ñôåðû è òàêèì îáðàçîì ïî èíäóêöèè
äîéòè äî ñèìïëåêñà.

Ïðîáëåìà òàêîãî çàìûêàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðåäëîæåííîãî â [14], îíî íå ñîõðàíÿåò
ëîêàëüíîñòè ôîðìóëû, ïîòîìó ÷òî îíî çàâèñèò îò íóìåðàöèè êîìïëåêñà. Äîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó-
÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå öåïü èç H4(X,Q) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü òîò æå êëàññ ãîìîëîãèé, ÷òî è óêàçàííàÿ â
[14].
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a b b

b

a

a

Ðèñ. 12: Èçìåíåííûé ýëåìåíòàðíûé öèêë òèïà (2à)

Ëåììà 5.1. Êëàññ ãîìîëîãèé, ïîëó÷àåìûé â àëãîðèòìå ïîäñ÷åòà ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, íå çà-
âèñèò îò âûáîðà çàìûêàíèÿ öåïè â ãðàôå Γ2 â ñëó÷àå, êîãäà ýòî çàìûêàíèå îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ ïî
íóìåðàöèè 2-ìåðíîé ñôåðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà [14], à g � íåëîêàëü-
íàÿ ôîðìóëà, îïðåäåëåííàÿ âûøå.

Òîãäà äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷àåìûå ñ èõ ïîìîùüþ öèêëû îòëè÷àþòñÿ íà ãðàíèöó. Â ýòîì ñëó÷àå èõ
ïðåäñòàâèòåëè â ãîìîëîãèÿõ ñîâïàäóò.

Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n . Ïî îïðåäåëåíèþ,

f](L)− g](L) =
∑

σn−4∈K

(f(〈linkσ〉)− g(〈linkσ〉)σ

Ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå σ . Îí ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà êîì-
áèíàòîðíàÿ ñôåðà linkσ ñâîäèòñÿ ê ãðàíèöå òðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà, çàòåì ïîëó÷åííàÿ öåïü áèçâåçäíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé èíäóöèðóåòñÿ íà ëèíê êàæäîé âåðøèíû ýòîé ñôåðû, òîãäà ïîëó÷àåòñÿ öåïü â êîìïëåêñå
Γ2 , êîòîðóþ äëÿ ôóíêöèè f ìû çàìûêàåì îäíèì îáðàçîì, à äëÿ g � äðóãèì. Òîãäà ìû ïîëó÷èì äâà öèêëà
ïðåîáðàçîâàíèé, ðàçíîñòü âêëàäîâ íà êîòîðûõ äàñò íàì èñêîìûé êîýôôèöèåíò. Âêëàä íà ðàçíîñòè öèê-
ëîâ ðàâåí ðàçíîñòè èõ âêëàäîâ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ýòèõ äâóõ öèêëîâ êàê öèêëîâ â êîìïëåêñå
Γ2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíäóöèðîâàííûå èç ñâåäåíèÿ òðåõìåðíîé ñôåðû ê ãðàíèöå ñèìïëåêñà, ñîêðàòÿòñÿ, è
îñòàíåòñÿ öèêë, îáðàçîâàííûé äâóìÿ ïîñòðîåííûìè çàìûêàíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé öèêë çàâèñèò òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî òèïà è íóìåðàöèè äâóìåðíîé
êîìáèíàòîðíîé ñôåðû link linkσv , ãäå v � âåðøèíà linkσ .

Óêàæåì òåïåðü ÿâíî öåïü, ãðàíèöåé êîòîðîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ f](L) − g](L) . Êàæäûé èç îáúåêòîâ
link linkσv � äâóìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíêîì (n− 3)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Îáîçíà÷èì
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ýòîò ñèìïëåêñ τ . Òîãäà ïîëîæèì êîýôôèöèåíò ïðè τ ðàâíûì çíà÷åíèþ íà äâóìåðíîé êîìáèíàòîðíîé
ñôåðå link τ ôîðìóëû f](L)− g](L) . Åãî ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ f](L)− g](L) .

5.1 Îïèñàíèå ïðîãðàììû

Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ GAP (Groups, Algorithms, Programming) [6] , òàê êàê íà
ýòîì ÿçûêå èñïîëüçóåìàÿ äëÿ óïðîùåíèÿ 3-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû ïðîãðàììà BISTELLAR.

Ðàáîòó ïðîãðàììû ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå îñíîâíûå ýòàïû.
Äëÿ êàæäîãî (n− 4)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå 2 ïðîöåäóðû:

1. ñîçäàíèå öèêëà η èç áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé;

2. ðàçëîæåíèå ýòîãî öèêëà íà ýëåìåíòàðíûå è ïîäñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ëîêàëüíîé ôîðìóëû.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ öèêë

f](K) =
∑

σ∈K,dimσ=n−4

f (〈link σ〉) σ.

Ïîñëåäíèé ýòàï ïðîãðàììû � ýòî ïîäñ÷åò êëàññà ãîìîëîãèé, â êîòîðîì ëåæèò ïîëó÷åííàÿ öåïü. Äëÿ
ïîäñ÷åòà ãîìîëîãèé èñõîäíîãî êîìïëåêñà èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò ÿçûêà GAP � simpcomp ([5]).

Ýòîò ïàêåò äàåò âîçìîæíîñòü â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü ïðåäñòàâèòåëè ïîðîæäàþùèõ ãðóïïó Hn−4 êàê
ñèìëèöèàëüíûå öèêëû. Íàéäåííûé â ïðîãðàììå öèêë f](K) íóæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ýòèõ ïðåäñòàâèòåëåé è (n− 3)-ãðàíèö. Ïðîãðàììà ðåøàåò ýòó ëèíåéíóþ ñèñòåìó è âûäàåò îòâåò.

Â òå÷åíèå âñåé ðàáîòû ïðîãðàììû íóæíî ñëåäèòü çà îðèåíòàöèåé êàæäîãî êîìïëåêñà. Îðåíòàöèÿ êîì-
ïëåêñà â ïðîãðàììå çàäàåòñÿ ïàðîé [j,±1] , ãäå j � íîìåð ñèìïëåêñà â êîìïëåêñå (êàê ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå ñèìïëåêñîâ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè), à âòîðîé ýëåìåíò � îðèåíòàöèÿ ýòîãî
ñèìïëåêñà. Òîãäà îðèåíòàöèÿ âñåãî êîìïëåêñà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.

Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Àëåêñàíäðó Àëåêñàíäðîâè÷ó Ãàéôóëëèíó
çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíîé çàäà÷è, çà öåííûå îáñóæäåíèÿ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ýòîé ðàáîòå.
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