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ЛЕВОИНВАРИАНТНОЙ РИМАНОВОЙ МЕТРИКОЙ И

ГАРМОНИЧЕСКИМ ТЕНЗОРОМ КОНЦИРКУЛЯРНОЙ КРИВИЗНЫ
П.Н. Клепиков

Введение

Особый интерес в дифференциальной геометрии представляют кон-
формные преобразования. Среди нетривиальных конформных преобра-
зований можно выделить те, которые переводят геодезические окружно-
сти в геодезические окружности. Такие конформные преобразования были
определены К.Яно в [10], и называются конциркулярными. Также К.Яно
ввел в рассмотрение тензор конциркулярной кривизны, являющийся ин-
вариантом данного преобразования.

Другой интересной задачей является исследование конциркулярно-
гармонических свойств римановых многообразий, где под гармоничностью
понимается обращение в нуль дивергенции тензора конциркулярной кри-
визны риманова многообразия. В этом направлении стоит отметить рабо-
ты [7, 9], в которых изучались релятивистские свойства тензора концир-
кулярной кривизны и его дивергенции, а также работу [8], содержащую
результаты относительно бездивергентных свойств тензора конциркуляр-
ной кривизны контактных многообразий.

Настоящая работа посвящена изучению свойств тензора конциркуля-
рой кривизны и его дивергенции на четырехмерных группах Ли с лево-
инвариантными римановыми метриками, и является продолжением работ
[2, 3, 4].

В силу инвариантности римановой метрики вопрос об исследовании
тензора конциркулярной кривизны и его бездивергентных свойств на груп-
пах Ли может быть сведен к соответствующему вопросу на алгебре Ли
группы Ли. Известно (см. [5, 6]), что для каждой четырехмерной алгебры
Ли с левоинвариантной римановой метрикой существует ортонормирован-
ный базис, в котором структурные константы алгебры имеют удобный для
вычисления вид. Определяя компоненты тензора конциркулярной кривиз-
ны и его дивергенции в базисах работ [5, 6], мы решаем вопрос о гармо-
ничности тензора конциркулярной кривизны на четыррехмерныхмерных
группах Ли с левоинвариантной римановой метрикой.

В работе дана полная классификация четырехмерных групп Ли с лево-
инвариантными римановыми метриками и гармоническим тензором кон-
циркулярой кривизны, построен класс конциркулярно-гармонических, но
не конциркулярно-плоских левоинваринтных римановых метрик трехмер-
ных групп Ли.
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§1. Обозначения и предварительные сведения

Пусть (M, g) — (псевдо)риманово многообразие размерности n;
X, Y, Z, V — векторные поля на M . Обозначим через ∇ связность Леви-
Чивита и через R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y ]Z тензор кривизны
Римана. Тензор Риччи r и скалярную кривизну ρ определим соответствен-
но как r(X, Y ) = tr(V −→ R(X, V )Y ) и ρ = tr(r).

Рассмотрим в M геодезическую окружность, т.е. кривую, первая кри-
визна которой постоянна, а остальные кривизны равны нулю. Дифферен-
циальное уравнение геодезической окружности в локальных координатах
{xi} имеет вид (см. подробнее [10]).

δ3xi

ds3
+ gjk

δ2xj

ds2
δ2xk

ds2
δxi

ds
= 0,

где δ
ds

обозначает ковариантное дифференцирование вдоль кривой, а s —
длину дуги.

Теорема 1. [10] При произвольном конформном преобразовании ḡjk =
σ2gjk любая геодезическая окружность преобразуется в геодезическую
окружность в том и только том случае, если функция σ удовлетворяет
соотношению

σj;k − σjσk = θgjk,

где σj = ∂ log σ
dxj

, σj;k — ковариантная производная σj, θ = θ(σ) ∈ C∞(M).
Определение 1. Конформное преобразование, удовлетворяющее

условию теоремы 1, называется конциркулярным.
Рассмотрим тензор конциркулярной кривизны, определяемый равен-

ством [10]
Z = R− ρ

2n(n− 1)
g ∧©g,

где ∧© — произведение Кулкарни-Номидзу (см. [1]), или в координатах

Zhijk = Rhijk −
ρ

n(n− 1)
(gijghk − gikghj). (1)

Лемма 1. Тензор конциркулярной кривизны обладает симметриями
тензора кривизны и удовлетворяет равенству

Zhijk + Zhjki + Zhkij = 0.

Доказательство. Делаем замену индексов h ↔ i в (1) и, принимая во
внимание косую симметрию тензора кривизны по первой паре индексов,
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получаем Zihjk = Rihjk − ρ
n(n−1)(ghjgik − ghkgij) = −Rhijk + ρ

n(n−1)(gijghk −
gikghj) = −Zhijk.

Аналогично, выполняя замену индексов j ↔ k в (1), проверяем косо-
симметричность тензора Zhijk по последней паре индексов.

С помощью замены индексов h ↔ j, i ↔ k в (1), замечаем Zjkhi =
Rjkhi − ρ

n(n−1)(gkhgji − gkigjh) = Zhijk.

Используя формулу (1), найдем Zh(ijk) = Rh(ijk)− ρ
n(n−1)(gijghk−gikghj +

gjkghi− gjighk + gkighj − gkjghi). Приводя подобные и применяя первое тож-
дество Бьянки, заключаем Zh(ijk) = Rh(ikj) = 0, что завершает доказатель-
ство леммы.

Определим дивергенцию тензора конциркулярной кривизны формулой

(divZ)ijk = gstZijkt;s (2)

и, придерживаясь терминологии работы [1], назовем тензор конциркуляр-
ной кривизны гармоническим, если (divZ)ijk = 0.

Лемма 2. Справедливо равенство

(divZ)ijk = −(divZ)jik.

Доказательство. Вычисляя ковариантную производную тензора концир-
кулярной кривизны и используя равенство (2), получаем

(divZ)ijk = gst
(
∂Zijkt
∂xs

− ΓpsiZpjkt − ΓpsjZipkt − ΓpskZijpt − ΓpstZijkp

)
.

Откуда, применяя лемму 1, имеем

(divZ)ijk = gst
(
− ∂Zjikt

∂xs
+ ΓpsiZjpkt + ΓpsjZpikt + ΓpskZjipt + ΓpstZjikp

)
=

−gstZjikt;s = −(divZ)jik.

Замечание 1. Всюду далее из компонент тензора конциркулярной
кривизны и его дивергенции будем приводить только существенные, по-
скольку остальные либо выражаются через них, либо равны нулю.

Пусть далее G — группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой,
{g = TeG, [·.·]} — соответствующая алгебра Ли. Тогда существует взаимно
однозначное соответствие между множеством скалярных произведений в g
и множеством левоинвариантных римановых метрик в G (см. [1]). Будем
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обозначать соответствующее скалярное произведение через 〈·, ·〉 и назы-
вать пару {g, 〈·, ·〉} метрической алгеброй Ли.

Фиксируем базис {E1, E2, . . . , En} левоинвариантных векторных полей
в g. Положим

[Ei, Ej] = ckijEk, ∇Ei
Ej = ΓkijEk, 〈Ei, Ej〉 = gij, (3)

где {ckij} — структурные константы алгебры Ли, {gij} — метрический тен-
зор.

Пусть cijs = ckijgks, тогда символы Кристоффеля первого и второго ро-
дов вычисляются соответственно по формулам

Γij,k =
1

2
(cijk − cjki + ckij) , Γsij = Γij,kg

ks, (4)

где ‖gks‖ есть матрица обратная к ‖gks‖.
Тогда формула для вычисления компонент тензора кривизны Римана

представима в виде

Rijkt = csijΓsk,t − ΓsjkΓis,t + ΓsikΓjs,t, (5)

компоненты тензора Риччи и скалярную кривизну соответственно можно
найти как

rik = Rijktg
jt, ρ = rikg

ik. (6)

Из (3) и (4) очевидно следует, что тензоры Римана Rijkt, Риччи rik,
скалярная кривизна ρ, тензор конциркулярной кривизны Zijkt являются
функциями структурных констант ckij и компонент метрического тензора
gij.

§2. О базисах действительных алгебр Ли 4-мерных групп Ли с
левоинваринтными римановыми метриками

Определение 2. Алгебра Ли g называется унимодулярной, если след
любого внутреннего дифференцирования алгебры Ли равен нулю, т.е.

tr(adX) ≡ 0, ∀X ∈ g,

где adX(Y ) = [X, Y ], для любых X, Y ∈ g.
Определение 3. Будем называть алгебру Ли группы Ли разложимой,

если она представима в виде прямой суммы алгебр Ли меньших размер-
ностей.

Для исследования четырехмерных унимодулярных метрических ал-
гебр Ли с тривиальной дивергенцией тензора конциркулярной кривизны
нам понадобится следующие результаты работ [5] и [6].
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Таблица 1: Четырехмерные унимодулярные алгебры Ли и соответствую-
щие им наборы структурных констант

№ Алгебра Ли Ненулевые структурные константы
1 4A1

2 A3,1 ⊕ A1 C2
1,3 = −c, C4

1,3 = cl, где c > 0.

3 A3,4 ⊕ A1 C3
1,2 = a, C4

1,2 = −am, C2
1,3 = −c, C4

1,3 = cl,
где a < 0, c > 0.

4 A3,6 ⊕ A1 C1
2,3 = b, C4

2,3 = −bk, C2
1,3 = −c, C4

1,3 = cl, где
b > 0, c > 0.

5 A3,8 ⊕ A1 C3
1,2 = a, C4

1,2 = −am, C1
2,3 = b, C4

2,3 = −bk,
C2

1,3 = −c, C4
1,3 = cl, где a < 0, b > 0, c > 0.

6 A3,9 ⊕ A1 C3
1,2 = a, C4

1,2 = −am, C1
2,3 = b, C4

2,3 = −bk,
C2

1,3 = −c, C4
1,3 = cl, где a > 0, b > 0, c > 0.

7 A4,1 C1
2,4 = a, C1

3,4 = b, C2
3,4 = c, где a > 0, c > 0.

8 A−24,2 C1
1,4 = −2a, C1

2,4 = b, C2
2,4 = a, C1

3,4 = c,
C2

3,4 = d, C3
3,4 = a, где a > 0, d > 0.

9 Aα,−1−α4,5 , α ∈ (−1,−1
2
] C1

1,4 = a, C1
2,4 = b, C2

2,4 = c, C1
3,4 = d, C2

3,4 = f ,
C3

3,4 = −a− c, где a > 0, f < 0.

10 A−2β,β4,6 , β ∈ (0,+∞) C1
1,4 = −2a, C1

2,4 = b, C2
2,4 = a + c, C3

2,4 = d,
C1

3,4 = f , C2
3,4 = g, C3

3,4 = a − c, где
a > 0, d < 0, g > 0.

11 A4,8 C1
2,3 = a, C1

2,4 = b, C2
2,4 = c, C1

3,4 = d, C2
3,4 = f ,

C3
3,4 = −c, где a > 0, c > 0.

12 A4,10 C1
2,3 = a, C1

2,4 = b, C3
2,4 = c, C1

3,4 = d, C2
3,4 = g,

где a > 0, c < 0, g > 0.

Лемма 3. [5] Для произвольного скалярного произведения 〈·, ·〉 на
четырехмерной действительной унимодулярной алгебре Ли g существует
〈·, ·〉-ортонормированный базис с ненулевыми структурными константами,
приведенными в таблице 1.

Лемма 4. [6] Для произвольного скалярного произведения 〈·, ·〉 на че-
тырехмерной действительной неунимодулярной алгебре Ли g существует
〈·, ·〉-ортонормированный базис с ненулевыми структурными константами,
приведенными в таблице 2.
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Таблица 2: Четырехмерные неунимодулярные алгебры Ли и соответству-
ющие им наборы структурных констант

№ Алгебра Ли Ненулевые структурные константы
1 A2 ⊕ 2A1 C2

1,2 = a, C3
1,2 = b, где a > 0, b > 0.

2 2A2 C2
1,2 = a, C2

1,3 = b, C4
1,3 = c, C2

1,4 = f(a− d), C4
1,4 = d,

C2
3,4 = −fg, C4

3,4 = g, где a > 0, g > 0.

3 A3,2 ⊕ A1 C1
1,3 = C2

2,3 = a, C4
1,3 = b, C1

2,3 = c, C4
2,3 = d, где

a > 0, c > 0.
4 A3,3 ⊕ A1 C1

1,3 = C2
2,3 = a, C4

2,3 = b, где a > 0, b > 0.

5 Aα3,5 ⊕ A1,
0 < |α| < 1

C1
1,3 = a, C4

1,3 = b, C1
2,3 = c, C2

2,3 = aα, C4
2,3 = d, где

a > 0.

6 Aα3,7⊕A1, α > 0 C1
1,3 = αl, C2

1,3 = −al, C4
1,3 = bl, C1

2,3 = l
a
, C2

2,3 = αl,
C4

2,3 = cl, где a > 0, l > 0.

7 Aα4,2, α 6= 0,
α 6= −2

C1
1,4 = αl, C1

2,4 = a(α − 1)l, C2
2,4 = l,

C1
3,4 = (b(α− 1)− ac)l, C2

3,4 = cl, C3
3,4 = l, где

c > 0, l > 0.
8 A4,3 C1

1,4 = l, C1
2,4 = al, C1

3,4 = bl, C2
3,4 = cl, где c > 0, l > 0.

9 A4,4 C1
1,4 = C2

2,4 = C3
3,4 = l, C1

2,4 = al, C1
3,4 = bl, C2

3,4 = cl,
где a > 0, c > 0, l > 0.

10 Aα,β4,5 , αβ 6= 0,
−1 6 α 6 β 6 1,
α + β 6= −1

C1
1,4 = l, C1

2,4 = a(α − 1)l, C2
2,4 = αl,

C1
3,4 = (ac(α− 1) + b(β − 1))l, C2

3,4 = c(α − β)l,
C3

3,4 = βl, где l > 0.

11 Aα,β4,6 , α 6= 0,
β > 0,
α 6= −2β

C1
1,4 = αl, C1

2,4 = al, C2
2,4 = C3

3,4 = βl, C3
2,4 = − l

c
,

C1
3,4 = bl, C2

3,4 = cl, где c > 0, l > 0.

12 A4,7 C1
1,4 = 2a, C1

2,3 = b, C1
2,4 = c, C2

2,4 = a, C1
3,4 = d,

C2
3,4 = f , C3

3,4 = a, где a > 0, b > 0, f > 0.

13 Aβ4,9 C1
1,4 = a(β + 1), C1

2,3 = b, C1
2,4 = c, C2

2,4 = a, C1
3,4 = d,

C2
3,4 = f(1− β), C3

3,4 = aβ, где a > 0, b > 0.

14 Aα4,11 C1
1,4 = 2aα, C1

2,3 = b, C1
2,4 = c, C2

2,4 = aα, C3
2,4 = −ad,

C1
3,4 = f , C2

3,4 = a
d
, C3

3,4 = aα, где a > 0, b > 0, d > 0.

15 A4,12 C1
1,3 = C2

2,3 = a, C1
1,4 = C2

2,4 = b, C2
1,4 = c, C1

2,4 = d,
C1

3,4 = f , C2
3,4 = g, где a > 0, c < 0, d > 0.

§3. Четырехмерные унимодулярные группы Ли с
левоинвариантной римановой метрикой и гармоническим

тензором конциркулярной кривизны
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Теорема 2. Пусть G — вещественная четырехмерная унимодуляр-
ная группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой и алгеброй Ли
g. Тогда divZ = 0 в том и только в том случае, если алгебра Ли g и ее
структурные константы содержатся в таблице 3.

Таблица 3: Четырехмерные унимодулярные алгебры Ли с гармоническим
тензором конциркулярной кривизны
№ Алгебра Ли Ненулевые структурные константы
1 4A1

2 A3,6 ⊕ A1 C1
2,3 = c, C2

1,3 = −c, где c > 0.

3 A3,9 ⊕ A1 C3
1,2 = a, C4

1,2 = −am, C1
2,3 = a(m2 + 1),

C2
1,3 = −a(m2 + 1), где a > 0.

Доказательство. Рассмотрим разложимые унимодулярные алгебры Ли
(см. таблицу 1). Заметим, что структурные константы всех четырехмер-
ных унимодулярных разложимых алгебр Ли групп Ли с левоинвариантной
римановой метрикой имеют вид

C3
1,2 = a, C4

1,2 = −am,C1
2,3 = b, (7)

C4
2,3 = −bk, C2

1,3 = −c, C4
1,3 = cl,

где знаки a, b, c определяют конкретную алгебру Ли. Используя формулы
(1) и (4), рассчитаем компоненты тензора конциркулярной кривизны

−12Z2131 = 4Z4243 = 3amcl, 12Z2132 = 4Z4143 = −3ambk,

4Z2141 = −acl − c2l + clb, 4Z2142 = abk + b2k − bkc,
−14Z3132 = 4Z4142 = 3bkcl, 4Z3141 = −cam− a2m+ amb,

4Z3143 = bkc+ b2k − abk, 4Z3242 = −amb− a2m+ cam,

4Z3243 = clb+ c2l − acl,
24Z2121 = 10ac− 17a2 + 10ab− 17a2m2 + 7c2 − 14cb+ 7b2 + c2l2 + b2k2,

24Z3131 = 10ac− 17c2 + 10cb− 17c2l2 + 7a2 − 14ab+ 7b2 + a2m2 + b2k2,

24Z3232 = 10ab− 17b2 + 10cb− 17b2k2 + 7a2 − 14ac+ 7c2 + a2m2 + c2l2,

24Z4141 = 7a2m2 + 7c2l2 + a2 − 2ac+ c2 + b2 − 2ab+ b2k2 − 2cb,

24Z4242 = 7a2m2 + 7b2k2 + a2 − 2ac+ c2 + b2 + c2l2 − 2ab− 2cb,

24Z4343 = 7c2l2 + 7b2k2 + a2 − 2ac+ a2m2 + c2 + b2 − 2ab− 2cb.
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Применяя равенство (2), вычислим дивергенцию тензора конциркуляр-
ной кривизны

4divZ211 = −3a2mbk − 4amb2k + ambkc,

4divZ212 = −3a2mcl + amclb− 4amc2l,

2divZ214 = m(2a3(1 +m2) + 2a(c2l2 + b2k2)− a2(b+ c)),

4divZ311 = 4b2kcl + 3bkc2l − bkcla,
4divZ313 = 4a2mcl − amclb+ 3amc2l,

2divZ314 = −2c3(l + l3)− 2a2m2cl + c2lb− 2clb2k2 + c2la,

4divZ322 = bkcla− 3b2kcl − 4bkc2l,

4divZ323 = ambkc− 3amb2k − 4a2mbk,

2divZ324 = 2(a2m2bk + bkc2l2 + b3k3 + b3k)− b2kc− ab2k,
4divZ412 = 2(a3m+ a3m3 + amc2l2 + amb2k2)− a2m(b+ c) + am(c2 − b2),
4divZ413 = −2(c3l + c3l3 + a2m2cl + clb2k2) + c2l(b+ a) + cl(b2 − a2),
4divZ414 = amc2l − a2mcl,
4divZ421 = −2(a3m+ a3m3 + amb2k2 + amc2l2) + a2m(c+ b) + am(c2 − b2),
4divZ423 = 2(b3k3 + b3k + a2m2bk + bkc2l2) + bk(a2 − c2)− b2k(c+ a),

4divZ424 = −amb2k + a2mbk,

4divZ431 = 2(c3l + c3l3 + clb2k2 + a2m2cl) + cl(b2 − a2)− c2l(a+ b),

4divZ432 = −2(a2m2bk + b3k3 + b3k + bkc2l2) + bk(a2 − c2) + b2k(a+ c),

4divZ434 = b2kcl − bkc2l,

4divZ213 = 2(c3 + b3 + a2(b+ c)− c2b− cb2 + c3l2 + b3k2)− 4a3(1 +m2)

+ c2l2(a− b) + b2k2(a− c),

4divZ312 = 2(ab2 − a3 − b3 + a2b− ac2 − a3m2 − c2b− b3k2) + 4c3(1 + l2)

+ b2k2(a− c) + a2m2(b− c),

4divZ321 = 2(a3 + c3 + ab2 − a2c− ac2 + a3m2 + cb2 + c3l2)− 4b3(1 + k2)

+ a2m2(b− c) + c2l2(b− a).

Решая систему уравнений divZ = 0 относительно констант a, b, c, k,m, l
и подставляя в структурные константы (7), получаем

1. Ci
j,k = 0, ∀ i, j, k = 1, 2, 3, 4;

2.
{
C1

2,3 = c,
C2

1,3 = −c;
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3.
{
C3

1,2 = c,
C2

1,3 = −c;

4.
{
C3

1,2 = b,
C1

2,3 = b;

5.


C3

1,2 = a,
C4

1,2 = −am,
C1

2,3 = a(m2 + 1),
C2

1,3 = −a(m2 + 1);

6.


C3

1,2 = c(l2 + 1),
C1

2,3 = c(l2 + 1),
C2

1,3 = −c,
C4

1,3 = cl;

7.


C3

1,2 = b(k2 + 1),
C1

2,3 = b,
C4

2,3 = −bk,
C2

1,3 = −b(k2 + 1).

Решение 1 дает алгебру Ли 4A1, решения 2–4 соответствуют алгебре
Ли A3,6 ⊕ A1, а решения 5–7 определяют алгебру Ли A3,9 ⊕ A1 (см. также
[?]).

Выполняя аналогичные действия для унимодулярных неразложимых
алгебр Ли, заключаем, что кроме этих трех алгебр Ли, больше нет четы-
рехмерных унимодулярных алгебр Ли с гармоническим тензором концир-
кулярной кривизны.

Следствие 1. Среди вещественных четырехмерных унимодулярных
алгебр Ли групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой и гармо-
ническим тензором конциркулярной кривизны только алгебра A3,9 ⊕ A1

имеет нетривиальный тензор конциркулярной кривизны.

Доказательство. Используя компоненты тензора конциркулярной кри-
визны, полученные при доказательстве теоремы 1, найдем решения си-
стемы уравнений Z = 0. Тем самым для структурных констант (7) имеем

1. Ci
j,k = 0, ∀ i, j, k = 1, 2, 3, 4;

2.
{
C1

2,3 = c,
C2

1,3 = −c;
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Таблица 4: Четырехмерные неунимодулярные алгебры Ли с гармониче-
ским тензором конциркулярной кривизны
№ Алгебра Ли Ненулевые структурные константы
1 A2 ⊕ 2A1 C2

1,2 = a, где a > 0.

2 2A2 C2
1,2 = a, C4

3,4 = g, где a > 0, g > 0.

3 A3,3 ⊕ A1 C1
1,3 = C2

2,3 = a, где a > 0.

4 Aα3,7 ⊕ A1, α > 0 C1
1,3 = C2

2,3 = αl, C1
2,3 = −C2

1,3 = l, где l > 0.

5 A1,1
4,5 C1

1,4 = C2
2,4 = C3

3,4 = l, где l > 0.

6 Aα,04,6 , α 6= 0 C1
1,4 = αl, C3

2,4 = −l, C2
3,4 = l, где l > 0.

7 Aα,α4,6 , α > 0 C1
1,4 = C2

2,4 = C3
3,4 = αl, C2

3,4 = −C3
2,4 = l, где

l > 0.
8 A1

4,9 C1
1,4 = C1

2,3 = 2a, C2
2,4 = C3

3,4 = a, где a > 0.

9 Aα4,11 C1
1,4 = 2C3

3,4 = 2C2
2,4 = 2aα, C1

2,3 = 2a|α|,
C2

3,4 = −C3
2,4 = a, где a > 0.

10 A4,12 C1
1,3 = C2

2,3 = a, C1
1,4 = C2

2,4 = b,
C1

2,4 = −C2
1,4 = d, где a > 0, d > 0.

3.
{
C3

1,2 = c,
C2

1,3 = −c;

4.
{
C3

1,2 = b,
C1

2,3 = b.

Решение 1 дает алгебру Ли 4A1, решения 2–4 соответствуют алгебре Ли
A3,6 ⊕ A1. Следовательно, только у алгебры Ли A3,9 ⊕ A1 тензор концир-
кулярной кривизны нетривиален. Выполняя аналогичные действия для
унимодулярных неразложимых алгебр Ли, получаем требуемое.

§4. Четырехмерные неунимодулярные группы Ли с
левоинвариантной римановой метрикой и гармоническим

тензором конциркулярной кривизны

Теорема 3. Пусть G — вещественная четырехмерная неунимодуляр-
ная группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой и алгеброй Ли
g. Тогда divZ = 0 в том и только в том случае, если алгебра Ли g и ее
структурные константы содержатся в таблице 4.

Доказательство. Рассмотрим алгебру Ли A3,3 ⊕ A1 (см. таблицу 2). Вы-
числения для остальных алгебр Ли приводить не будем в силу их гро-
моздкости, алгоритм их рассмотрения аналогичен изложенному ниже для
алгебры Ли A3,3 ⊕ A1.
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Структурные константы алгебры Ли A3,3 ⊕ A1 имеют вид

C1
1,3 = C2

2,3 = a, C4
2,3 = b, где a > 0, b > 0. (8)

Используя формулы (4), (1) и (2), рассчитаем компоненты тензора кон-
циркулярной кривизны и его дивергенции

24Z2121 = 24Z3131 = −12a2 + b2, 2Z2141 = −ab,
24Z4242 = 24Z4343 = −24Z3232 = 7b2 + 12a2, 24Z4141 = 12a2 + b2;

2divZ311 = −3divZ322 = −4divZ434 = −ab2, 2divZ324 = −3ba2 − 2b3,

2divZ423 = −b3 − ba2, 2divZ432 = 2ba2 + b3.

Решая систему уравнений divZ = 0 относительно констант a, b, полу-
чаем b = 0, a > 0. Или, подставляя в (8), находим C1

1,3 = C2
2,3 = a > 0.

Выполняя аналогичные действия для остальных неунимодулярных ал-
гебр Ли, завершаем доказательство теоремы.

Следствие 2. Среди вещественных четырехмерных неунимодулярных
алгебр Ли групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой и гармони-
ческим тензором конциркулярной кривизны только алгебра Aα,α4,6 имеет
тривиальный тензор конциркулярной кривизны.

Доказательство. Рассмотрим неунимодулярные алгебры Ли с условием
гармоничности тензора конциркулярной кривизны. Начнем со случая ал-
гебры Ли A3,3 ⊕ A1. Найдем решения системы уравнений Z = 0 . Имеем
a = 0, b = 0. В силу ограничения a > 0 для алгебры Ли A3,3⊕A1 заключа-
ем, что Z 6= 0. Случаи остальных неунимодулярных алгебр Ли изучаются
аналогично. В результате остается только алгебра Aα,α4,6 , удовлетворяющая
одновременно условиям Z = 0, divZ = 0.

Заключение

В данной работе получена полная классификация дейсвительных четы-
рехмерных групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой. Как про-
должение этой работы автор в будущем планирует получить полную клас-
сификацию дейсвительных четырехмерных групп Ли с левоинвариантной
псевдоримановой метрикой с сигнатурами (+,+,+,−) и (+,+,−,−). Для
этого ведутся работы по получению удобного для вычислений базиса в
данных группах.

Работа выполнена при поддержке Совета по грантам Президен-
та РФ (грант НШ–2263.2014.1), Правительства РФ (госконтракт №
14.В25.31.0029), Министерства образования и науки РФ (код проекта:
1148), а также программы стратегического развития ФГБОУ ВПО «Алт-
ГУ» (проект № 2014.312.1.4).
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