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Î ðàíãå ïåðåñå÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ïîäãðóïï ïî÷òè

ñâîáîäíûõ ãðóïï

Ìû äîêàçûâàåì îöåíêó äëÿ ðàíãà ïåðåñå÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ïîäãðóïï â ïî÷òè ñâî-
áîäíîé ãðóïïå, àíàëîãè÷íóþ íåðàâåíñòâó Õ. Íåéìàí â ñâîáîäíîé ãðóïïå è îöåíêå
Ñ.Â.Èâàíîâà äëÿ ïîäãðóïï ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ãðóïï. Ìû òàêæå äîêàçûâàåì áîëåå
îáùóþ îöåíêó äëÿ ðàíãà ïåðåñå÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ïîäãðóïï ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
êîíå÷íîãî ãðàôà ãðóïï ñ êîíå÷íûìè ðåáåðíûìè ãðóïïàìè.

1. Ââåäåíèå.

Ïóñòü ñíà÷àëà G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, a H è K � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â
G. Â 1954 ãîäó Õàóñîí [1] äîêàçàë, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà H ∩K òàêæå êîíå÷íî
ïîðîæäåíà. Äàëåå, â 1957 ãîäó Õ.Íåéìàí [2] äîêàçàëà ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ðàíãà
ïåðåñå÷åíèÿ ïîäãðóïï â ñâîáîäíîé ãðóïïå (íåðàâåíñòâî Õ.Íåéìàí):

r(H ∩K) 6 2 r(H)r(K), (1)

ãäå r(H) = max (r(H)− 1, 0) � ðåäóöèðîâàííûé ðàíã ïîäãðóïïû H, r(H) � ðàíã ïîä-
ãðóïïû H.

Â 2011 ãîäó Èãîðü Ìèíååâ [3] äîêàçàë çíàìåíèòóþ ãèïîòåçó Õ.Íåéìàí, óòâåðæäà-
þùóþ, ÷òî êîýôôèöèåíò 2 â íåðàâåíñòâå (1) ìîæíî óáðàòü, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

r(H ∩K) 6 r(H)r(K).

Ñ.Â.Èâàíîâ äîêàçàë îöåíêó, àíàëîãè÷íóþ íåðàâåíñòâó Õ.Íåéìàí, äëÿ ïîäãðóïï ñâî-
áîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ãðóïï. À èìåííî, â 1999 ãîäó â ðàáîòå [4] Ñ.Â.Èâàíîâ äîêàçàë,
÷òî, åñëè G = G1 ∗ G2 � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, à H è K � êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûå ïîäãðóïïû â G, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì
G1 è G2 (ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êóðîøà [5], ñâîáîäíûå), òî èõ ïåðåñå÷åíèå H ∩K
òàêæå êîíå÷íî ïîðîæäåíî è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

r(H ∩K) 6 6 r(H)r(K), (2)

Ïîçäíåå Ñ.Â.Èâàíîâ è Ó.Äèêñ [6] äîêàçàëè áîëåå òî÷íóþ îöåíêó äëÿ ïîäãðóïï ñâîáîä-
íûõ ïðîèçâåäåíèé, îáîáùàþùóþ íåðàâåíñòâî (2). Êðîìå òîãî, Ñ.Â.Èâàíîâ [7] äîêàçàë
àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ ðàíãà Êóðîøà ïðîèçâîëüíûõ ïîäãðóïï â ñâîáîäíîì ïðîèçâå-
äåíèè ãðóïï.

Àâòîð [8] äîêàçàë îöåíêó äëÿ ðàíãà ïåðåñå÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ïîäãðóïï ñâîáîäíûõ
ïðîèçâåäåíèé ãðóïï ñ îáúåäèíåííîé íîðìàëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïîé, îáîáùàþùóþ
íåðàâåíñòâî (2) è îöåíêó Ñ.Â.Èâàíîâà è Ó. Äèêñà èç [6].

Â ýòîé ñòàòüå áóäåò äîêàçàíà îöåíêà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà (2) íà
ñëó÷àé ïîäãðóïï ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ãðàôà ãðóïï ñ êîíå÷íûìè ðå-
áåðíûìè ãðóïïàìè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé áóäóò ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ðàíãà ïåðå÷åñå-
íèÿ ïîäãðóïï ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåííîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïîé, à òàêæå
HNN-ðàñøèðåíèé ñ êîíå÷íûìè àññîöèèðîâàííûìè ïîäãðóïïàìè. Êðîìå òîãî, ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû Ñòîëëèíãñà áóäåò ïîëó÷åíî ñëåäñòâèå î ðàíãå ïåðå÷å÷åíèÿ ñâîáîäíûõ
ïîäãðóïï ïî÷òè ñâîáîäíûõ ãðóïï.
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2. Òåîðèÿ Áàññà-Ñåððà.

Ìû áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ Áàññà-Ñåððà äåéñòâèé ãðóïï íà äåðåâüÿõ,
íåêîòîðûå ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû íèæå. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè
Áàññà-Ñåððà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [9], [10].

Ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ è ôèêñèðóåì îáîçíà-
÷åíèÿ.

Ãðàôû, ôàêòîðãðàôû

Ãðàô X ñîñòîèò èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà âåðøèí V (X), ìíîæåñòâà ðåáåð E(X) è òðåõ
îòîáðàæåíèé: α : E(X) → V (X) (âçÿòèå íà÷àëà ðåáðà), ω : E(X) → V (X) (âçÿòèå
êîíöà ðåáðà) è −1 : E(X) → E(X) (âçÿòèå îáðàòíîãî ðåáðà), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî e ∈
E(X) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ (e−1)−1 = e, e−1 6= e, α(e) = ω(e−1). Ãðàô êîíå÷åí, åñëè
åãî ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð êîíå÷íû. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ïîäãðàôà. Ìîðôèçìîì èç ãðàôà X â ãðàô Y íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå p èç ìíîæåñòâà
âåðøèí è ðåáåð ãðàôà X â ìíîæåñòâî âåðøèí è ðåáåð ãðàôà Y , ïåðåâîäÿùåå âåðøèíû â
âåðøèíû, ðåáðà â ðåáðà, ïðè÷åì α(p(e)) = p(α(e)), ω(p(e)) = p(ω(e)), p(e−1) = (p(e))−1.
Áèåêòèâíûé ìîðôèçì ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ñòåïåíüþ âåðøèíû v ∈ V (X)
íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåáåð ãðàôà X ñ íà÷àëîì â v (îáîçíà÷åíèå: deg v). Ìîðôèçì
ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èíúåêòèâíûì, åñëè îí ïåðåâîäèò ëþáûå äâà ðàçëè÷íûå
ðåáðà ñ îáùèì íà÷àëîì â ðàçëè÷íûå ðåáðà.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè â êàæäîé ïàðå e, e−1 åãî âçàèìíî îáðàò-
íûõ ðåáåð âûáðàíî îäíî èç íèõ è íàçâàíî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì, à äðóãîå
íàçâàíî îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-
âàííûõ ðåáåð ãðàôà X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E(X)+, à ìíîæåñòâî âñåõ îòðèöàòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð � ÷åðåç E(X)−. Åñëè ãðàôû X è Y îðèåíòèðîâàíû, à p � ìîð-
ôèçì èç ãðàôà X â ãðàô Y , ïåðåâîäÿùèé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà X â
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà Y , òî ìû ãîâîðèì, ÷òî p ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.
Íèæå, ïðè ïîñòðîåíèè íåêîòîðûõ ãðàôîâ, ìû áóäåì îïðåäåëÿòü òîëüêî èõ ïîëîæè-
òåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà, â òàêîì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà
îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì êàê îáðàòíûå ê ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l = e1e2...en ðåáåð ãðàôà X íàçûâàåòñÿ ïóòåì ñ íà÷àëîì â
α(e1) è êîíöîì â ω(en), åñëè ω(ei) = α(ei+1), i = 1, ..., n− 1. (Ëþáóþ âåðøèíó v ãðàôà
X ìû òàêæå ñ÷èòàåì ïóòåì ñ íà÷àëîì è êîíöîì â v, íàçûâàåìûì òðèâèàëüíûì ïó-
òåì â v.) Ïóòü íàçûâàåòñÿ íåñîêðàòèìûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò ïîäïóòåé âèäà dd−1,
ãäå d ∈ E(X). Ïóòü íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìûì, åñëè îí íåñîêðàòèì è åãî
ïåðâîå ðåáðî íå ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì ê ïîñëåäíåìó; òðèâèàëüíûé ïóòü ìû òàêæå ñ÷è-
òàåì öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìûì. Ïóòü çàìêíóò, åñëè åãî íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò.
Ãðàô ñâÿçåí, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî âåðøèí u è v ñóùåñòâóåò ïóòü ñ íà÷àëîì â u è
êîíöîì â v. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì íåò íåòðèâèàëüíûõ íåñîêðà-
òèìûõ çàìêíóòûõ ïóòåé. Ìàêñèìàëüíûì ïîääåðåâîì â ñâÿçíîì ãðàôå X ìû íàçûâàåì
ïîääåðåâî, ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ; ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå ïîääåðåâî ñîäåðæèò
âñå âåðøèíû ãðàôà X. Îáðàç ïóòè ïðè ìîðôèçìå ãðàôîâ îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì: p(e1e2...en) = p(e1)p(e2)...p(en).

Ïóñòü X � ñâÿçíûé ãðàô ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé x. Äâà çàìêíóòûõ ïóòè p1 è p2

â ãðàôå X ñ íà÷àëîì â x íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè îò p1 ê p2 ìîæíî ïåðåéòè
ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà âñòàâîê è âû÷åðêèâàíèÿ ïîäïóòåé âèäà ee−1, e ∈ E(X).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ íåñîêðàòèìûõ ïóòåé â ãðàôå X ñ íà÷àëîì â x
îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ: ïðîèçâåäåíèåì íåñîêðàòèìûõ
ïóòåé e1e2...en è f1f2...fm (ei, fj ∈ E(X), i = 1, ..., n, j = 1, ...,m) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûé íåñîêðàòèìûé ïóòü ñ íà÷àëîì â x, ãîìîòîïíûé ïóòè e1e2...enf1f2...fm; åäèíèöåé
ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûé ïóòü â âåðøèíå x; îáðàòíûì ê ïóòè l = e1...en ÿâëÿåòñÿ ïóòü
l−1 = e−1

n ...e−1
1 . Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ãðàôà X îòíîñè-
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òåëüíî âåðøèíû x è îáîçíà÷àåòñÿ π1(X,x). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
ñâÿçíîãî ãðàôà íå çàâèñèò îò âûáîðà âûäåëåííîé âåðøèíû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà. Êëàññ èçîìîðôíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï äàííîãî ãðàôà X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
π1(X).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà X ñâîáîäíà. Áîëåå òîãî, ïóñòü S
� ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî â ãðàôå X, rv (äëÿ êàæäîé v ∈ V (X)) � åäèíñòâåííûé
íåñîêðàòèìûé ïóòü ñ íà÷àëîì â x è êîíöîì â v, ëåæàùèé â äåðåâå S, qe = rα(e)er

−1
ω(e)

(äëÿ êàæäîãî e ∈ E(X)). Îðèåíòèðóåì X ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (òîãäà S òàêæå áóäåò
îðèåíòèðîâàííûì). Òîãäà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïóòè qe, e ∈ E(X)+ −E(S)+, ÿâëÿþòñÿ
ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè ãðóïïû π1(X,x) (ñì., íàïðèìåð, [9]).

Ïóñòü ãðàô X êîíå÷åí. Òîãäà ìû èìååì

r(π1(X,x)) = |E(X)+| − |E(S)+| = |E(X)+| − |V (X)|+ 1, (3)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó S � äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû
ãðàôà X.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà íà ãðàôå X, åñëè îïðåäåëåíû ëåâûå äåéñòâèÿ
ãðóïïû G íà ìíîæåñòâàõ V (X) è E(X), òàêèå ÷òî gα(e) = α(ge), gω(e) = ω(ge) è
ge−1 = (ge)−1 äëÿ âñåõ g ∈ G, e ∈ E(X). Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì áåç èíâåðñèé
ðåáåð, åñëè ge 6= e−1 äëÿ âñåõ e ∈ E(X), g ∈ G.

Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ãðàôå X áåç èíâåðñèé ðåáåð. Äëÿ x ∈ V (X) ∪ E(X)
îáîçíà÷èì ÷åðåç Orb (x) îðáèòó x îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, òî åñòü Orb (x) =
= {gx, g ∈ G}. Îïðåäåëèì ôàêòîðãðàô G \ X (èëè X / G) êàê ãðàô ñ âåðøèíàìè
Orb (v), v ∈ V (X) è ðåáðàìè Orb (e), e ∈ E(X), ïðè÷åì âåðøèíà Orb (v) � íà÷àëî
ðåáðà Orb (e) (â ãðàôå G \X), åñëè ñóùåñòâóåò g ∈ G, òàêîå ÷òî âåðøèíà gv � íà÷àëî
ðåáðà e (â ãðàôå X); îáðàòíûì ê ðåáðó Orb (e) ÿâëÿåòñÿ ðåáðî Orb (e−1).

Çàìåòèì, ÷òî ðåáðà Orb (e) è Orb (e−1) íå ñîâïàäàþò, òàê êàê G äåéñòâóåò íà X
áåç èíâåðñèé ðåáåð. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå p : X → G \ X, p(x) = Orb (x),
x ∈ V (X)∪E(X), ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ìîðôèçìîì ãðàôîâ; ìû áóäåì íàçûâàòü åãî
ïðîåêöèåé íà ôàêòîðãðàô.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï

Ãðàô ãðóïï (Γ, Y ) ñîñòîèò èç ñâÿçíîãî ãðàôà Y , íàáîðîâ ãðóïï {Gv, v ∈ V (Y )} (âåð-
øèííûå ãðóïïû), {Ge, e ∈ E(Y )} (ðåáåðíûå ãðóïïû), ñ óñëîâèåì Ge = Ge−1 äëÿ âñåõ
e ∈ E(Y ), è âëîæåíèé ãðóïï αe : Ge → Gα(e), e ∈ E(Y ). Òàêæå óäîáíî èñïîëüçîâàòü
âëîæåíèå ãðóïï ωe : Ge → Gω(e), ωe = αe−1 . Ãðàô ãðóïï (Γ, Y ) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì,
åñëè ãðàô Y êîíå÷åí. Ãðàô ãðóïï (Γ, Y ) íàçûâàåòñÿ ãðàôîì êîíå÷íûõ ãðóïï, åñëè âñå
âåðøèííûå (à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñå ðåáåðíûå) ãðóïïû ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ) êîíå÷íû.

Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî ãðàôà Y . Ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóï-
ïîé ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ) îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà S (îáîçíà÷åíèå
π1(Γ, Y, S)) íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ âåðøèííûõ ãðóïï
Gv, v ∈ V (Y ), è ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ áàçèñîì {te, e ∈ E(Y )} ïî íîðìàëüíîìó çàìûêàíèþ
ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

t−1
e αe(g)te · (αe−1(g))−1 (e ∈ E(Y ), g ∈ G), tete−1 (e ∈ E(Y )), te (e ∈ E(S)).

Ìîæíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [9]), ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï
π1(Γ, Y, S) íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà S â Y ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìû áóäåì èíîãäà ãîâîðèòü î ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
ãðàôà ãðóïï, íå óïîìèíàÿ ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô Y ñîñòîèò èç îäíîé ïàðû âçà-
èìíî îáðàòíûõ ðåáåð e, e−1 è äâóõ âåðøèí u, v (ñòåïåíè 1), ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ) èçîìîðôíà ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï Gu
è Gv ñ îáúåäèíåíèåì ïî αe(Ge) = ωe(Ge).
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Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô Y ñîñòîèò èç îäíîé ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ ðåáåð e, e−1

è îäíîé âåðøèíû u (ñòåïåíè 2), ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà
ãðóïï (Γ, Y ) èçîìîðôíà HNN-ðàñøèðåíèþ ñ áàçîé Gu è àññîöèèðîâàííûìè ïîäãðóïïà-
ìè αe(Ge) è ωe(Ge).

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ îðèåíòàöèþ ãðàôà Y .
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî, åñëè (Γ, Y ) � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ãðàô ãðóïï, S �

ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî â Y , òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï π1(Γ, Y, S) ïî-
ëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèè ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ îáú-
åäèíåííîé ïîäãðóïïîé (äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð äåðåâà S), à çàòåì
êîíñòðóêöèè HNN-ðàñøèðåíèÿ (äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð ãðàôà Y ,
íå âîøåäøèõ â äåðåâî S).

Òàêæå íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî, åñëè âñå âåðøèííûå (à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñå ðåáåð-
íûå) ãðóïïû ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ) òðèâèàëüíû, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ) èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(Y ) ãðàôà Y (â îáû÷íîì ñìûñëå), òî
åñòü, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Äåéñòâèòåëüíî, òîò ôàêò, ÷òî ãðóïïà π1(Γ, Y, S)
â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû ãðàôà ãðóïï; êðîìå òîãî, åå ðàíã, êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ðàâåí êîëè÷åñòâó
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð ãðàôà Y , íå âîøåäøèõ â ìàêñèìàëüíîå ïîääå-
ðåâî S ãðàôà Y , à ðàíã ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ãðàôà Y , êàê îòìå÷åíî âûøå, òîæå
ðàâåí ýòîìó ÷èñëó.

Ìîæíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [9]), ÷òî âåðøèííûå ãðóïïû Gv, v ∈ V (Y ) êàíî-
íè÷åñêè âêëàäûâàþòñÿ â ãðóïïó π1(Γ, Y, S). Óñëîâèìñÿ îòîæäåñòâëÿòü ãðóïïó Gv ñ åå
êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì â ãðóïïå π1(Γ, Y, S) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (Y ). Êðîìå òî-
ãî, óñëîâèìñÿ îòîæäåñòâëÿòü ãðóïïó Ge ñ êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ïîäãðóïïû αe(Ge) â
ãðóïïå π1(Γ, Y, S) äëÿ êàæäîãî e ∈ E(Y )+ (äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð
Y ).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Áàññà-Ñåððà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè ãðà-
ôîâ ãðóïï è ãðóïïàìè, äåéñòâóþùèìè íà äåðåâüÿõ (áåç èíâåðñèé ðåáåð). Áîëåå ïîäðîá-
íóþ ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [9] è [10].

Òåîðåìà (Áàññ, Ñåðð). (1) Ïóñòü G = π1(Γ, Y, S) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà
ãðóïï (Γ, Y ) îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà S. Òîãäà ãðóïïà G äåéñòâóåò áåç
èíâåðñèé ðåáåð íà íåêîòîðîì äåðåâå T òàê, ÷òî

1. Ôàêòîðãðàô G \ T èçîìîðôåí ãðàôó Y .

2. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (T ) ñòàáèëèçàòîð âåðøèíû v ïðè äåéñòâèè G ñîïðÿ-
æåí ñ âåðøèííîé ãðóïïîé Gp(v) ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ).

3. Äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(T ) ñòàáèëèçàòîð ðåáðà e ïðè äåéñòâèè G ñîïðÿæåí ñ
ðåáåðíîé ãðóïïîé Gp(e) ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ).

(Çäåñü p : T → G \ T � ïðîåêöèÿ íà ôàêòîðãðàô; â ñèëó ïåðâîãî ïóíêòà ìû ìîæåì
îòîæäåñòâèòü ãðàôû Y è G \ T è ñ÷èòàòü, ÷òî p : T → Y .)

(2) Îáðàòíî, ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò áåç èíâåðñèé ðåáåð íà äåðåâå T . Òîãäà ãðóï-
ïà G èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(Γ, Y, S) íåêîòîðîãî ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ),
ïðè÷åì äëÿ ýòîãî ãðàôà ãðóïï âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1, 2, 3 èç ïåðâîé ÷àñòè òåîðå-
ìû. Â ÷àñòíîñòè (â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè p), êàæäàÿ âåðøèííàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ) ðàâíà ñòàáèëèçàòîðó íåêîòîðîé âåðøèíû T , à êàæäàÿ ðåáåðíàÿ ãðóïïà ãðàôà
ãðóïï (Γ, Y ) ðàâíà ñòàáèëèçàòîðó íåêîòîðîãî ðåáðà T .
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Äåðåâî Áàññà-Ñåððà

Ïóñòü G = π1(Γ, Y, S). Íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ äåðåâà T , íà êîòîðîì äåé-
ñòâóåò ãðóïïà G, èç ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû Áàññà-Ñåððà. Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì T
áóäåì íàçûâàòü äåðåâîì Áàññà-Ñåððà.

Åñëè H ⊆ G, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç G/H ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G
ïî H.

Ãðàô T îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (îí ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì; âñå îáú-
åäèíåíèÿ äèçúþíêòíûå):

• Âåðøèíàìè T ÿâëÿþòñÿ ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G ïî âåðøèííûì ãðóïïàì
ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ):

V (T ) =
⋃

v∈V (Y )

G/Gv.

• Ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè T ÿâëÿþòñÿ ëåâûå ñìåæíûå êëàññû
ãðóïïû G ïî ðåáåðíûì ãðóïïàì ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ):

E(T )+ =
⋃

e∈E(Y )+

G/Ge.

• Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

α(gGe) = gGα(e), ω(gGe) = gteGω(e), g ∈ G, e ∈ E(Y )+. (4)

(Íàïîìíèì, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿåì ãðóïïó Ge ñ êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ïîäãðóïïû
αe(Ge) â ãðóïïå G äëÿ êàæäîãî e ∈ E(Y )+; te = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåá-
ðî e ëåæèò â ìàêñèìàëüíîì ïîääåðåâå S.)

Ìîæíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [9]), ÷òî T äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
Îïðåäåëèì ëåâîå äåéñòâèå G íà T êàê äåéñòâèå ëåâûì óìíîæåíèåì:

g1 · (gGv) = g1gGv, g1 · (gGe) = g1gGe, g, g1 ∈ G, v ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )+.

(Íà îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáðàõ T äåéñòâèå G îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì: g · f = (g · f−1)−1, f ∈ E(T )−, g ∈ G.) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
áóäåò äåéñòâèå G íà T , ïðè÷åì áåç èíâåðñèé ðåáåð.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ 1, 2, 3 èç òåîðåìû Áàññà-Ñåððà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ïîñòðîåííîãî òàêèì îáðàçîì äåðåâà Áàññà-Ñåððà T .

Ïîäãðóïïû ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ãðàôà ãðóïï, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê âåðøèííûì ãðóïïàì

Ïóñòü G = π1(Γ, Y, S) è H ⊆ G � ïîäãðóïïà, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ñîïðÿæåí-
íûìè êî âñåì âåðøèííûì (à, ñëåäîâàòåëüíî, è êî âñåì ðåáåðíûì) ãðóïïàì ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ). Â ñèëó ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû Áàññà-Ñåððà, ãðóïïà G äåéñòâóåò íà äåðåâå T (áåç
èíâåðñèé ðåáåð), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1, 2, 3 èç òåîðåìû, à äåðåâî T óñòðîåíî
òàê, êàê áûëî îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå (äåðåâî Áàññà-Ñåððà).

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà H òàêæå äåéñòâóåò íà äåðåâå T åñòåñòâåííûì îáðàçîì (îãðà-
íè÷èì äåéñòâèå ãðóïïû G íà åå ïîäãðóïïó H). Ïóñòü v ∈ V (T ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
StabG (v) còàáèëèçàòîð âåðøèíû v ïðè äåéñòâèè G íà T , à ÷åðåç StabH (v) � ñòàáèëè-
çàòîð âåðøèíû v ïðè äåéñòâèè H íà T , òîãäà èìååì: StabH (v) = StabG (v) ∩H = {1}.
Çäåñü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó, â ñèëó óñëîâèÿ 2 èç òåîðåìû Áàññà-
Ñåððà, ïîäãðóïïà StabG (v) ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé âåðøèííîé ãðóïïîé ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ), à ïîäãðóïïà H ïî óñëîâèþ òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè êî âñåì
âåðøèííûì ãðóïïàì.
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Èòàê, ãðóïïà H äåéñòâóåò íà äåðåâå T (áåç èíâåðñèé ðåáåð), ïðè÷åì ñòàáèëèçàòîðû
âñåõ âåðøèí (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðåáåð) T ïðè ýòîì äåéñòâèè òðèâèàëüíû. Ñîãëàñíî
âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû Áàññà-Ñåððà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî H ∼= π1(Γ′, Y ′, S′), ãäå (Γ′, Y ′) �
íåêîòîðûé ãðàô ãðóïï, S′ � ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî â Y ′, ïðè÷åì ãðàô Y ′ èçîìîð-
ôåí ôàêòîðãðàôó H \ T (â ñèëó óñëîâèÿ 1 òåîðåìû), à âñå âåðøèííûå ãðóïïû ãðàôà
ãðóïï (Γ′, Y ′) ðàâíû ñòàáèëèçàòîðàì íåêîòîðûõ âåðøèí T ïðè äåéñòâèè H, òî åñòü
òðèâèàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

H ∼= π1(Γ′, Y ′, S′) ∼= π1(Y ′) ∼= π1(H \ T ),

â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà H ñâîáîäíà.
Èòàê, åñëè ïîäãðóïïà H ⊆ π1(Γ, Y, S) òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè êî

âñåì âåðøèííûì ãðóïïàì (Γ, Y ), òî H ñâîáîäíà è, áîëåå òîãî,

H ∼= π1(H \ T ), (5)

ãäå T � äåðåâî Áàññà-Ñåððà äëÿ G.
Åñëè H1, H2 ⊆ G, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç H1\G/H2 ìíîæåñòâî äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàñ-

ñîâ G ïî H1 è H2 (âèäà H1gH2, g ∈ G).
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðîåíèåì äåðåâà Áàññà-Ñåððà T , ãðàô

H \ T óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì (îí ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì; âñå îáúåäèíåíèÿ
äèçúþíêòíûå):

• Âåðøèíû H \ T ÿâëÿþòñÿ äâîéíûìè ñìåæíûìè êëàññàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

V (T ) =
⋃

v∈V (Y )

H\G/Gv.

• Ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðàH\T ÿâëÿþòñÿ äâîéíûìè ñìåæíûìè êëàñ-
ñàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

E(T )+ =
⋃

e∈E(Y )+

H\G/Ge.

• Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (âûòåêàþùèå èç ðàâåíñòâ (4)):

α(HgGe) = HgGα(e), ω(HgGe) = HgteGω(e), g ∈ G, e ∈ E(Y )+. (6)

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ) ñ êî-
íå÷íûìè ðåáåðíûìè ãðóïïàìè, H,K ⊆ G � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû, òðè-
âèàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè êî âñåì âåðøèííûì ãðóïïàì ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ) (ñëåäîâàòåëüíî, ñâîáîäíûå). Òîãäà

r(H ∩K) 6 6m · r(H) r(K), (7)

ãäå m � ìàêñèìóì ïîðÿäêîâ ðåáåðíûõ ãðóïï ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ).

(Íàïîìíèì, ÷òî r(H) = max (r(H)− 1, 0) � ðåäóöèðîâàííûé ðàíã ïîäãðóïïû H.)
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô Y ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ïàðó âçàèìíî

îáðàòíûõ ðåáåð è äâå âåðøèíû, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï ñ îáúåäèíåííîé êîíå÷íîé
ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà m, H,K ⊆ G � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû, òðèâèàëüíî ïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G (ñëåäîâàòåëüíî, ñâîáîäíûå). Òîãäà

r(H ∩K) 6 6m · r(H) r(K).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô Y ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ïàðó âçàèìíî
îáðàòíûõ ðåáåð è îäíó âåðøèíó, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü G � HNN-ðàñøèðåíèå ñ êîíå÷íûìè àññîöèèðîâàííûìè ïîäãðóï-
ïàìè ïîðÿäêà m, H,K ⊆ G � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû, òðèâèàëüíî ïåðåñåêà-
þùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê áàçå G (ñëåäîâàòåëüíî, ñâîáîäíûå). Òîãäà

r(H ∩K) 6 6m · r(H) r(K).

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ñâîáîäíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó êî-
íå÷íîãî èíäåêñà. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàôîì êîíå÷íûõ ãðóïï ìû íàçûâàåì ãðàô ãðóïï, â
êîòîðîì âñå âåðøèííûå è ðåáåðíûå ãðóïïû êîíå÷íû.

Òåîðåìà (Ñòîëëèíãñ, [11]). Ïóñòü ãðóïïà G êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Òîãäà G ïî÷òè
ñâîáîäíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé êîíå÷-
íîãî ãðàôà êîíå÷íûõ ãðóïï.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èç òåîðåìû 1 è òåîðåìû Ñòîëëèíãñà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � ïî÷òè ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ïîäãðóïïû H,K ⊆ G ñâîáîäíû è
êîíå÷íî ïîðîæäåíû. Òîãäà

r(H ∩K) 6 6n · r(H) r(K), (8)

ãäå n � ìèíèìàëüíûé èç èíäåêñîâ ñâîáîäíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Âûâåäåì òåîðåìó 2 èç òåîðåìû 1 è òåîðåìû Ñòîëëèíãñà.
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó 2 äëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé

ãðóïïû G. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì ïåðåéòè îò ãðóïïû G ê ãðóïïå G0 ⊆ G, ïîðîæ-
äåííîé ïîäãðóïïàìè H è K; ãðóïïà G0 áóäåò êîíå÷íî ïîðîæäåíà, ïîñêîëüêó H è K
êîíå÷íî ïîðîæäåíû. Êðîìå òîãî, åñëè R ⊆ G � ïîäãðóïïà ïî÷òè ñâîáîäíîé ãðóïïû, òî
R òàêæå ïî÷òè ñâîáîäíà è ìèíèìàëüíûé èíäåêñ ñâîáîäíîé ïîäãðóïïû â R íå ïðåâîñõî-
äèò ìèíèìàëüíîãî èíäåêñà ñâîáîäíîé ïîäãðóïïû â G. (Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F ⊆ G �
ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà ìèíèìàëüíîãî èíäåêñà, òîãäà R ∩ F ⊆ R � ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà
êîíå÷íîãî èíäåêñà, ïðè÷åì |R : R ∩ F | 6 |G : F |.) Òàêèì îáðàçîì, G0 ïî÷òè ñâîáîäíà è
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îöåíêó (8) äëÿ G0.

Èòàê, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà G êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåî-
ðåìîé Ñòîëëèíãñà. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé
êîíå÷íîãî ãðàôà êîíå÷íûõ ãðóïï (Γ, Y ), ïðè÷åì ïîäãðóïïû H è K êîíå÷íî ïîðîæäå-
íû è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê âåðøèííûì ãðóïïàì ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ) (ïîñêîëüêó H è K ñâîáîäíû, à âåðøèííûå ãðóïïû ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ) êîíå÷íû).
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé òåîðåìîé,
ìû ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (7); çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îöåíêó (8)
òåîðåìû 2, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì ïîðÿäêîâ ðåáåðíûõ ãðóïï ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ) íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíîãî èíäåêñà n ñâîáîäíîé ïîäãðóïïû â ãðóïïå G (òî
åñòü â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå ãðàôà ãðóïï (Γ, Y )).
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Ïîêàæåì, ÷òî, áîëåå òîãî, ìàêñèìóì ïîðÿäêîâ âåðøèííûõ ãðóïï (Γ, Y ) íå ïðåâîñõî-
äèò n. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò âåðøèííàÿ ãðóïïà Gv ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ), òàêàÿ, ÷òî |Gv| > n = |G : F |, ãäå ïîäãðóïïà F ⊆ G ñâîáîäíà. Òîãäà ñóùåñòâóþò
g1 6= g2 ∈ Gv : g1F = g2F , òî åñòü 1 6= g−1

2 g1 ∈ Gv ∩ F , ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
ãðóïïà Gv êîíå÷íà, à F ñâîáîäíà. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ïóñòü (Γ, Y ) � êîíå÷íûé ãðàô ãðóïï ñ âåðøèííûìè ãðóïïàìè Gv (v ∈ V (Y )) è êî-
íå÷íûìè ðåáåðíûìè ãðóïïàìè Ge (e ∈ E(Y )), à αe : Ge → Gα(e) è ωe : Ge → Gω(e) �
âëîæåíèÿ ðåáåðíûõ ãðóïï â (ñîîòâåòñòâóþùèå) âåðøèííûå.

Ïóñòü, ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 1, G � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï
(Γ, Y ), H,K ⊆ G � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ
ñîïðÿæåííûìè êî âñåì âåðøèííûì ãðóïïàì ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ).

Ïóñòü òàêæå T � äåðåâî Áàññà-Ñåððà, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàôó ãðóïï (Γ, Y ) (ñì.
ðàçäåë 2).

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðèè Áàññà-Ñåððà (ñì. ðàçäåë 2), ïîäãðóïïû H è K ñâîáîäíû,
ïðè÷åì, áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (5),

H ∼= π1(T/H), K ∼= π1(T/K), H ∩K ∼= π1(T/(H ∩K)) (9)

(çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ãðàôîâ â îáû÷íîì ñìûñëå, îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè).

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 2, ãðàô T/H óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: åãî âåð-
øèíû ñîîòâåòñòâóþò äâîéíûì ñìåæíûì êëàññàì âèäà HgGv, v ∈ V (Y ), ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò äâîéíûì ñìåæíûì êëàññàì âèäà HgGe, e ∈
E(Y )+, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ (6):

α(HgGe) = HgGα(e), ω(HgGe) = HgteGω(e), g ∈ G, e ∈ E(Y )+

(çäåñü te èç îïðåäåëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ãðàôà ãðóïï; ìû îòîæäåñòâëÿåì
ðåáåðíóþ ãðóïïó Ge ñ αe(Ge) äëÿ e ∈ E(Y )+).

Ìû òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà âèäà HgGu ãðàôà T/H îòâå÷àåò âåðøèíå
u ∈ V (Y ), à ðåáðî âèäà HgGe ãðàôà T/H îòâå÷àåò ðåáðó e ∈ E(Y )+.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ðåáðî âèäà Hg′Ge ãðàôà T/H íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå HgGu
(g, g′ ∈ G, e ∈ E(Y ), u ∈ V (Y )), òî, ñîãëàñíî (6), Hg′Gu = HgGu, òî åñòü g′ = hggu,
h ∈ H, gu ∈ Gu, îòêóäà Hg′Ge = HgguGe. Èòàê, âñå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå
ðåáðà ãðàôà T/H c íà÷àëîì â äàííîé âåðøèíû HgGu èìåþò âèä HgguGe, ãäå α(e) = u,
gu ∈ Gu.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ðåáðî Hg′Ge ãðàôà T/H çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå HgGu
(g, g′ ∈ G, e ∈ E(Y ), u ∈ V (Y )), òî, ñîãëàñíî (6), Hg′teGu = HgGu, òî åñòü
g′ = hggut

−1
e , h ∈ H, gu ∈ Gu, îòêóäà Hg

′Ge = Hggut
−1
e Ge. Èòàê, âñå ïîëîæèòåëü-

íî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà ãðàôà T/H ñ êîíöîì â äàííîé âåðøèíå HgGu, èìåþò âèä
Hggut

−1
e Ge, ãäå ω(e) = u, gu ∈ Gu.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòðîåíû ãðàôû T/K è T/(H ∩K).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèé πH : T/(H∩K)→ T/H è πK : T/(H∩K)→ T/K

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

πH((H∩K)gGu) = HgGu, πH((H∩K)gGe) = HgGe, g ∈ G, u ∈ V (Y ), e ∈ E(Y )+ (10)

è àíàëîãè÷íî äëÿ K; πH è πK äîîïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà îòðèöàòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûõ ðåáðàõ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî πH è πK ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìàìè ãðàôîâ, ñîõðàíÿþùèìè îðèåí-
òàöèþ.

Äîêàæåì òåïåðü íåñêîëüêî ëåìì.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîåêöèè πH è πK ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî èíúåê-
òèâíûìè ìîðôèçìàìè ãðàôîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ïóñòü z1 6= z2 � ðåáðà ãðàôà
T/(H ∩ K), ïðè÷åì α(z1) = α(z2) èëè ω(z1) = ω(z2). Òîãäà πH(z1) 6= πH(z2) è
πK(z1) 6= πK(z2).

� Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðà z1 è z2 îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû (îáà ïîëîæèòåëüíî
èëè îáà îòðèöàòåëüíî), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ ïðîåêöèè πH(z1) è πH(z2) òàêæå
ïî-ðàçíîìó îðèåíòèðîâàíû (îäíà ïîëîæèòåëüíî, à äðóãàÿ îòðèöàòåëüíî), è, ñëåäîâà-
òåëüíî, πH(z1) 6= πH(z2); àíàëîãè÷íî äëÿ πK .

Ïåðåõîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè îò z1 è z2 ê z
−1
1 è z−1

2 ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî îáà ðåáðà z1 è z2 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíû.

Äàëåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáà ðåáðà z1 è z2 îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ðåáðó
e ∈ E(Y )+, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ ïðîåêöèè πH(z1) è πH(z2) òàêæå îòâå÷àþò
ðàçëè÷íûì ðåáðàì ãðàôà Y , è, ñëåäîâàòåëüíî, πH(z1) 6= πH(z2); àíàëîãè÷íî äëÿ πK .

Ïóñòü ñíà÷àëà α(z1) = α(z2). Ïóñòü α(z1) = α(z2) = v îòâå÷àåò âåðøèíå u ∈ V (Y ),
ãäå α(e) = u, òîãäà, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

v = (H ∩K)gGu, z1 = (H ∩K)gg1Ge, z2 = (H ∩K)gg2Ge, g ∈ G, g1, g2 ∈ Gu.

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêöèè πH ,

πH(v) = HgGu, πH(z1) = Hgg1Ge, πH(z2) = Hgg2Ge,

ïðè÷åì α(πH(z1)) = α(πH(z2)) = πH(v). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî πH(z1) = πH(z2). Òîãäà
èìååì: Hgg1Ge = Hgg2Ge, òî åñòü h = g(g2geg

−1
1 )g−1, ãäå h ∈ H, ge ∈ Ge ⊆ Gu (ïî-

ñëåäíåå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ìû îòîæäåñòâëÿåì Ge ñ αe(Ge)). Ìû âèäèì,
÷òî ýëåìåíò h ∈ H ñîïðÿæåí ñ ýëåìåíòîì g2geg

−1
1 ∈ Gu, íî H òðèâèàëüíî ïåðåñåêà-

åòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè êî âñåì âåðøèííûì ãðóïïàì (â òîì ÷èñëå Gu). Ñëåäîâàòåëüíî,
h = 1, òî åñòü gg1Ge = gg2Ge. Òàêèì îáðàçîì, (H ∩K)gg1Ge = (H ∩K)gg2Ge, òî åñòü
z1 = z2, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå πH(z1) 6= πH(z2); àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî πK(z1) 6= πK(z2).

Ïóñòü òåïåðü ω(z1) = ω(z2). Ïóñòü ω(z1) = ω(z2) = v îòâå÷àåò âåðøèíå u ∈ V (Y ),
ãäå ω(e) = u, òîãäà, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

v = (H ∩K)gGu, z1 = (H ∩K)gg1t
−1
e Ge, z2 = (H ∩K)gg2t

−1
e Ge, g ∈ G, g1, g2 ∈ Gu.

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêöèè πH ,

πH(v) = HgGu, πH(z1) = Hgg1t
−1
e Ge, πH(z2) = Hgg2t

−1
e Ge,

ïðè÷åì ω(πH(z1)) = ω(πH(z2)) = πH(v). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî πH(z1) = πH(z2). Òîãäà
èìååì: Hgg1t

−1
e Ge = Hgg2t

−1
e Ge, òî åñòü h = g(g2t

−1
e geteg

−1
1 )g−1, ãäå h ∈ H, ge ∈ Ge,

t−1
e gete ∈ Gu (ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ìû îòîæäåñòâëÿåì Ge ñ
αe(Ge), ñëåäîâàòåëüíî, t

−1
e Gete = ωe(Ge) ⊆ Gu). Ìû âèäèì, ÷òî ýëåìåíò h ∈ H ñî-

ïðÿæåí ñ ýëåìåíòîì g2(t−1
e gete)g

−1
1 ∈ Gu, íî H òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåí-

íûìè êî âñåì âåðøèííûì ãðóïïàì (â òîì ÷èñëå Gu). Ñëåäîâàòåëüíî, h = 1, òî åñòü
gg1t

−1
e Ge = gg2t

−1
e Ge. Òàêèì îáðàçîì, (H ∩ K)gg1t

−1
e Ge = (H ∩ K)gg2t

−1
e Ge, òî åñòü

z1 = z2, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå òàêæå πH(z1) 6= πH(z2); àíàëîãè÷íî äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî πK(z1) 6= πK(z2). �

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ïóñòü x, y � ðåáðà ãðàôîâ T/H,
T/K ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå m ðåáåð ãðàôà T/(H ∩K), ïðîåöè-
ðóþùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì πH â x è ïîä äåéñòâèåì πK â y (îäíîâðåìåííî), ãäå m �
ìàêñèìóì ïîðÿäêîâ ðåáåðíûõ ãðóïï ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ).
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� Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðà x è y îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû (îáà ïîëîæèòåëü-
íî èëè îáà îòðèöàòåëüíî), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ðåáåð ãðàôà
T/(H ∩K), ïðîåöèðóþùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì πH â x è ïîä äåéñòâèåì πK â y (îäíîâðå-
ìåííî).

Ïåðåõîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè îò x è y ê x−1 è y−1 ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî îáà ðåáðà x è y ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíû.

Äàëåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáà ðåáðà x è y îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ðåáðó
e ∈ E(Y )+, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ðåáåð ãðàôà T/(H ∩K), ïðîåöè-
ðóþùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì πH â x è ïîä äåéñòâèåì πK â y (îäíîâðåìåííî).

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

x = Hg1Ge, y = Kg2Ge, g1, g2 ∈ G.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå |Ge| ðåáåð ãðàôà T/(H ∩K), ïðîåöèðóþùèõñÿ ïîä
äåéñòâèåì πH â x è ïîä äåéñòâèåì πK â y (îäíîâðåìåííî). Òîãäà ëåììà áóäåò äîêàçàíà,
ïîñêîëüêó |Ge| 6 m.

Ïóñòü

z = (H ∩K)gGe ∈ E(T/(H ∩K)) (g ∈ G) : πH(z) = x, πK(z) = y.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêöèé

HgGe = Hg1Ge, KgGe = Kg2Ge,

òî åñòü
g = hg1ge = kg2g

′
e,

ãäå ge, g
′
e ∈ Ge, h ∈ H, k ∈ K. Ïåðåõîäÿ îò g ê gg′−1

e (è îò ge ê geg
′−1
e ), ìû ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî g′e = 1, òî åñòü g = hg1ge = kg2. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
ýëåìåíòà ge ∈ Ge ýòèì óñëîâèåì äâîéíîé ñìåæíûé êëàññ (H ∩K)gGe îïðåäåëåí îäíî-
çíà÷íî (òîãäà äëÿ âñåâîçìîæíûõ ge ∈ Ge ìû ïîëó÷èì íå áîëåå |Ge| âîçìîæíûõ ðåáåð
z ∈ E(T/(H ∩K)), ïðîåöèðóþùèõñÿ â x è y). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

g = hg1ge = kg2, g′ = h′g1ge = k′g2, h, h′ ∈ H, k, k′ ∈ K.

Òîãäà èìååì:
g′g−1 = h′g1geg

−1
e g−1

1 h−1 = h′h−1 ∈ H,

g′g−1 = k′g2g
−1
2 k−1 = k′k−1 ∈ K,

òî åñòü g′g−1 ∈ H ∩K, îòêóäà

(H ∩K)g′Ge = (H ∩K)(g′g−1)gGe = (H ∩K)gGe,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Çàìåòèì, ÷òî, åñëè (â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1) ãðàô T/H ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî, ïî-

ñêîëüêó H ∼= π1(T/H), ïîäãðóïïà H (à, ñëåäîâàòåëüíî, è H ∩K) òðèâèàëüíà, è â ýòîì
ñëó÷àå îöåíêà (7), à çíà÷èò è óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1, âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè; òî
æå âåðíî è â ñëó÷àå, êîãäà ãðàôû T/K èëè T/(H ∩K) ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè. Òàêèì îá-
ðàçîì, âåçäå äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàôû T/H, T/K è T/(H ∩K) íå ÿâëÿþòñÿ
äåðåâüÿìè.

Ïóñòü ãðàô X íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. ßäðîì ãðàôà X áóäåì íàçûâàòü ïîäãðàô ãðàôà
X, cîñòîÿùèé èç òåõ âåðøèí è ðåáåð ãðàôà X, êîòîðûå ëåæàò íà êàêîì-ëèáî íåòðè-
âèàëüíîì çàìêíóòîì öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîì ïóòè â ãðàôå X. Íåñëîæíî çàìåòèòü,
÷òî, åñëè âåðøèíà v ∈ V (X) ëåæèò â ÿäðå ãðàôà X, òî ÿäðî ãðàôà X ñîäåðæèò òå
è òîëüêî òå âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà X, êîòîðûå ëåæàò íà êàêîì-ëèáî íåñîêðàòèìîì
çàìêíóòîì ïóòè â ãðàôå X ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v.
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Äëÿ íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû G (ãäå G � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
ãðàôà ãðóïï (Γ, Y )) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ(H) ÿäðî ãðàôà T/H. Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó
èñõîäíûé ãðàô T/H ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî è åãî ÿäðî Ψ(H) � ñâÿçíûé ãðàô. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ãðàô Ψ(H) íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè ìåíüøå 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 (òî åñòü, â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà
H ⊆ G êîíå÷íî ïîðîæäåíà è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê âåðøèííûì
ãðóïïàì ãðàôà ãðóïï (Γ, Y )) è ïóñòü ïîäãðóïïà H íåòðèâèàëüíà. Òîãäà ãðàô Ψ(H)
êîíå÷åí, H ∼= π1(Ψ(H)) è

r(H) = |E(Ψ(H))+| − |V (Ψ(H))| = 1

2

∑
v∈V (Ψ(H))

(deg v − 2). (11)

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ ïîäãðóïï K è H ∩K èç òåîðåìû 1.

� Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, H ∼= π1(T/H). Ôèêñèðóåì âåðøèíó v ∈ V (T/H),
ëåæàùóþ â ïîäãðàôå Ψ(H). Ïîñêîëüêó ëþáîé íåñîêðàòèìûé çàìêíóòûé ïóòü â ãðàôå
T/H c íà÷àëîì â âåðøèíå v ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðàôå Ψ(H), ìû èìååì π1(T/H, v) ∼=
π1(Ψ(H), v), ñëåäîâàòåëüíî, H ∼= π1(Ψ(H)).

Äàëåå, ïóñòü íåñîêðàòèìûå ïóòè p1, ..., pn ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè
ãðóïïû π1(Ψ(H), v); èõ êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîñêîëüêó H ∼= π1(Ψ(H)) è H êîíå÷íî ïîðîæ-
äåíà ïî óñëîâèþ. Ëþáîé çàìêíóòûé íåñîêðàòèìûé ïóòü â ãðàôå Ψ(H) ñ íà÷àëîì â
âåðøèíå v ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ ïóòåé èç p1, ..., pn è îáðàòíûõ ê
íèì. Ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà, ëþáîå ðåáðî e ãðàôà Ψ(H) ëåæèò íà íåêîòîðîì çàìêíóòîì
öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîì ïóòè â ýòîì ãðàôå, à çíà÷èò e ëåæèò íà íåêîòîðîì çàìêíó-
òîì íåñîêðàòèìîì ïóòè â ãðàôå Ψ(H) ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v, òî åñòü e ñîäåðæèòñÿ õîòÿ
áû â îäíîì èç ïóòåé p1, ..., pn è îáðàòíûõ ê íèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô Ψ(H) êîíå÷åí.

Äàëåå, ñîãëàñíî (3), ìû èìååì

r(H) = |E(Ψ(H))+| − |V (Ψ(H))|+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ðàâåíñòâî â (11) âûïîëíÿåòñÿ.
Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî (îðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà ñóììà ñòåïåíåé åãî âåðøèí ðàâ-

íà óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó åãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð, ïîýòîìó âòîðîå
ðàâåíñòâî â (11) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è äëÿ ïîäãðóïï K è H ∩ K èç
òåîðåìû 1. �

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà îáðàç ãðàôà Ψ(H ∩ K)
ïðè ïðîåêöèÿõ πH , πK ëåæèò â ãðàôàõ Ψ(H), Ψ(K) ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åíèå ïðîåêöèé πH : Ψ(H ∩ K) → Ψ(H),
πK : Ψ(H ∩K)→ Ψ(K).

� Ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó æå ñëåäóåò èç ëåììû 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v � âåðøè-
íà ãðàôà Ψ(H ∩K). Òîãäà v ëåæèò íà íåêîòîðîì çàìêíóòîì öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîì
ïóòè p â ãðàôå T/(H ∩K). Â ñèëó ëîêàëüíîé èíúåêòèâíîñòè πH (ëåììà 1) çàìêíóòûé
ïóòü πH(p) â ãðàôå T/H òàêæå áóäåò öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìûì, ïðè÷åì πH(v) ëåæèò
íà ýòîì ïóòè, ñëåäîâàòåëüíî, πH(v) ëåæèò â ãðàôå Ψ(H). Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî πK(v) ëåæèò â ãðàôå Ψ(K). �

Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ïóñòü a, b � âåðøèíû ãðàôîâ
Ψ(H), Ψ(K) ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àþùèå îäíîé è òîé æå âåðøèíå ãðàôà Y . Ïóñòü
w1, ..., ws � âñå âåðøèíû ãðàôà Ψ(H ∩ K), ïðîåöèðóþùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì πH â a è
ïîä äåéñòâèåì πK â b. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

deg wi 6 deg a, deg wi 6 deg b, i = 1, ..., s (12)
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s∑
i=1

deg wi 6 m · deg a · deg b, (13)

ãäå m � ìàêñèìóì ïîðÿäêîâ ðåáåðíûõ ãðóïï ãðàôà ãðóïï (Γ, Y ).

� Ñîãëàñíî ëåììå 4, ëþáîå ðåáðî ãðàôà Ψ(H ∩K) ñ íà÷àëîì â îäíîé èç âåðøèí
wi (i = 1, ..., s) ïðè ïðîåêöèè πH ïåðåéäåò â ðåáðî ãðàôà Ψ(H) ñ íà÷àëîì â âåðøèíå a,
à ïðè ïðîåêöèè πK ïåðåéäåò â ðåáðî ãðàôà Ψ(K) ñ íà÷àëîì â âåðøèíå b.

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (12) ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 1.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 äëÿ êàæäîãî ðåáðà x ãðàôà Ψ(H) ñ íà÷àëîì â âåðøèíå a è

êàæäîãî ðåáðà y ãðàôà Ψ(K) ñ íà÷àëîì â âåðøèíå b, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî
(13) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. �

Çàâåðøèì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (11) èç ëåììû 3, ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (7) òåîðåìû

1 â òåðìèíàõ ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôîâ Ψ:∑
w∈V (Ψ(H∩K))

(deg w − 2) 6 3m ·
∑

a∈V (Ψ(H))

(deg a− 2) ·
∑

b∈V (Ψ(K))

(deg b− 2) (14)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
(14). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (14), â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

sa,b∑
i=1

(deg wa,bi − 2) 6 3m · (deg a− 2) · (deg b− 2), (15)

äëÿ âñåõ âåðøèí a ∈ V (Ψ(H)), b ∈ V (Ψ(K)), òàêèõ ÷òî a îòâå÷àåò òîé æå âåðøèíå

ãðàôà Y , ÷òî è b. Çäåñü wa,b1 , ..., wa,bsa,b
� âñå âåðøèíû ãðàôà Ψ(H ∩K), ïðîåöèðóþùèåñÿ

ïîä äåéñòâèåì πH â a è ïîä äåéñòâèåì πK â b.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (15). Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 4, ìû

èìååì:∑
w∈V (Ψ(H∩K))

(deg w − 2) =
∑
(a,b)

sa,b∑
i=1

(deg wa,bi − 2) 6
∑
(a,b)

3m · (deg a− 2) · (deg b− 2) 6

6 3m ·
∑

a∈V (Ψ(H))

(deg a− 2) ·
∑

b∈V (Ψ(K))

(deg b− 2),

ãäå â ñóììå âèäà
∑

(a,b) ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì a ∈ V (Ψ(H)), b ∈ V (Ψ(K), òàêèì

÷òî a îòâå÷àåò òîé æå âåðøèíå ãðàôà Y , ÷òî è b. (Çäåñü ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ
âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî, åñëè w ∈ V (Ψ(H ∩K)) îòâå÷àåò âåðøèíå v ∈ V (Y ), òî ïðîåêöèè
πH(w) ∈ V (Ψ(H)) è πK(w) ∈ V (Ψ(K)) òàêæå îòâå÷àþò âåðøèíå v ∈ V (Y ).) Òàêèì
îáðàçîì, åñëè âûïîëíåíî (15), òî âûïîëíåíî è (14).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (15). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

deg a 6 deg b. (16)

Ìû âèäèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 5, ñîãëàñíî êîòîðîé èìåþò ìåñòî íåðà-
âåíñòâà

deg wa,bi 6 deg a, i = 1, ..., sa,b, (17)

sa,b∑
i=1

deg wa,bi 6 m · deg a · deg b. (18)

12



Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè sa,b 6 m · deg b, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì
(17), ìû ïîëó÷èì

sa,b∑
i=1

(deg wa,bi − 2) 6 sa,b(deg a− 2) 6 m · deg b · (deg a− 2).

Åñëè æå sa,b > m · deg b, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (18), ìû ïîëó÷èì

sa,b∑
i=1

(deg wa,bi − 2) =

sa,b∑
i=1

deg wa,bi − 2sa,b 6 m ·deg a ·deg b− 2m ·deg b = m ·deg b · (deg a− 2).

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sa,b∑
i=1

(deg wa,bi − 2) 6 m · deg b · (deg a− 2). (19)

Äàëåå, â ãðàôå Ψ(H) íåò âåðøèí ñòåïåíè ìåíüøå 2. Çíà÷èò, â ñîîòâåòñòâèè ñ (16),
deg b > deg a > 2. Åñëè deg b = 2, òî è deg a = 2, à çíà÷èò (19) âëå÷åò (15). Åñëè æå
deg b > 3, òî deg b 6 3(deg b− 2), ñëåäîâàòåëüíî,

m · deg b · (deg a− 2) 6 3m · (deg a− 2) · (deg b− 2),

òî åñòü (19) îïÿòü âëå÷åò (15). Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (15) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èòàê, òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Àâòîð áëàãîäàðèò À.À. Êëÿ÷êî çà ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ îáñóæäåíèé. Àâòîð òàêæå
áëàãîäàðèò Ó.Äèêñà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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