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Ñóùåñòâóåò 3d-ãèïîòåçà: âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé d-ìåð-
íûé ìíîãîãðàííèê èìååò íå ìåíüøå 3d ãðàéíåé âñåõ ðàçìåðíîñòåé. Îíà
íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ â 3-ìåðíîì ñëó÷àå, è çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå â 4-
ìåðíîì (äîêàçàíà â 2007 ãîäó [1]). Äëÿ ðàçìåðíîñòåé d ≥ 5 îíà íå äî-
êàçàíà. Îöåíêà NP =

∑d
i=0 fi ≥ 3d äîñòèãàåòñÿ íà êëàññå ìíîãîãðàííè-

êîâ Õàííåðà (îòðåçîê � îäíîìåðíûé ìíîãîãðàííèê Õàííåðà, îñòàëüíûå
ìíîãîãðàííèêè Õàííåðà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì èëè êðîññîì
ïàðû ìíîãîãðàííèêîâ Õàííåðà ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé), îäíàêî äîñòèãà-
åòñÿ ëè îíà íà äðóãèõ ìíîãîãðàííèêàõ, òàêæå íåèçâåñòíî.

Ìíå óäàëîñü êëàññèôèöèðîâàòü x : ∃P : NP = x â 3-ìåðíîì ñëó÷àå,
ïî÷òè óäàëîñü â 4-ìåðíîì (îòêðûòûì îñòàëñÿ âîïðîñ, äîñòèãàåòñÿ ëè
NP = 89), à òàêæå óäàëîñü âûÿñíèòü êîå-÷òî îá îáùåì âèäå òàêèõ N â
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.

Ñëó÷àé d = 3.

Óòâåðæäåíèå 1

Ïóñòü P � âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé (äàëåå ö-ñ) òðåõ-
ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, òî÷êà O � öåíòð åãî ñèììåòðèè fd � êîëè÷åñòâî
åãî d-ìåðíûõ ãðàíåé, NP =

∑3
i=0 fi. Òîãäà NP = 27 + 4k, ãäå k � öåëîå

íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Êðîìå òîãî, ∀k ∃P òàêîé, ÷òî NP = 27 + 4k.

Ëåììà (òðåõìåðíûé ñëó÷àé 3d-ãèïîòåçû):
NP ≥ 27.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

Äëÿ ëþáîé ãðàíè S åñòü ãðàíü S′ òàêàÿ, ÷òî S è S′ öåíòðàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî O. Òàêæå S ‖ S′. Åñëè P - ïàðàëëåëåïèïåä èëè
îêòàýäð, òî NP = 27. Èíà÷å, ðàç ó 3-ìåðíîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî
ìíîãîãðàííèêà íå áûâàåò ìåíüøå 6 íóëüìåðíûõ ãðàíåé(èõ ÷åòíîå ÷èñëî,
è åñëè èõ 4, òî ïîëó÷èòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì), à 6 òîëüêî ó îêòàýäðà, ó P
èõ õîòÿ áû 8. Àíàëîãè÷íî, ðàç P íå ïàðàëëåëåïèïåä, ó íåãî áîëüøå 6,
ò.å. õîòÿ áû 8 äâóìåðíûõ ãðàíåé (åñëè åñòü âñåãî 2 ïàðû ïàðàëëåëüíûõ
äâóìåíðûõ ãðàíåé, ìíîãîãðàííèê áóäåò íåîãðàíè÷åííûì, åñëè 3 - ïàðàë-
ëåëåïèïåäîì). Êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå 3 îäíîìåðíûå,
à êàæäàÿ èç îäíîìåðíûõ ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â 2-õ äâóìåðíûõ. Çíà÷èò, îä-
íîìåðíûõ ãðàíåé ïî êðàéíåé ìåðå 12. Òðåõìåðíàÿ ãðàíü îäíà. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè P - íå ïàðàëëåëåïèïåä è íå îêòàýäð, NP ≥ 29 > 27. �

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1

Ïóñòü Pi � ïðàâèëüíàÿ 2(i + 1)-óãîëíàÿ ïðèçìà ñ åäèíè÷íûìè ðåá-
ðàìè. Òîãäà Pi - âûïóêëûé ö-ñ ìíîãîãðàííèê, ó êîòîðîãî f0 = 4i + 4,
f1 = 6i+6, f2 = 2i+4, f3 = 1. Èòîãî NPi = 12i+15. Ò.å., ïîäñòàâëÿÿ íà-
òóðàëüíûå i, ïîëó÷èì âñåâîçìîæíûå NP âèäà 27+12k. Òåïåðü âûáåðåì â
Pi ïàðó öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî O ðåáåð AB è CD (A è
B ëåæàò íà îäíîì îñíîâàíèè ïðèçìû, C è D � íà äðóãîì, A öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íà C, à B � D). Çàìåíèì âåðøèíó B âåðøèíîé B′ òàêîé, ÷òî
#    »

AB′ =
#    »
AB
2 , à âåðøèíó D âåðøèíîé òàêîé D′, ÷òî

#    »

CD′ =
#    »
CD
2 , à îñòàëüíûå

âåðøèíû îñòàâèì íà ìåñòå. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà
âåðøèí - âûïóêëûé ö-ñ ìíîãîãðàííèê P ñ NP = 31 + 12k (êîë-âî 0-
ìåðíûõ ãðàíåé íå èçìåíèòñÿ, äâå 1-ìåðíûå è äâå 2-ìåðíûå äîáàâÿòñÿ,
ò.ê. äâå ñòàðûå 2-ìåðíûå ãðàíè "ñëîìàþòñÿ"íà 2 òðåóãîëüíèêà êàæäàÿ, à
êîë-âî 3-ìåðíûõ íå èçìåíèòñÿ). Åñëè ñäâèíóòü âåðøèíó íå âäîëü ðåáðà,
à â ñòîðîíó öåíòðà îñíîâàíèÿ ïðèçìû, â êîòîðîé ëåæèò äàííàÿ âåðøèíà,
ñëîìàþòñÿ ñðàçó 2 ïðèìûêàþùèå áîêîâûå ãðàíè, ñäåëàâ ýòó îïåðàöèþ
ñ òàêæå ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé âåðøèíîé, ïîëó÷àåì ìíîãîãðàííèê
P ñ NP = 12k + 35. Ïîñêîëüêó ëþáîå ÷èñëî âèäà 27 + 4k ïðåäñòàâèìî â
âèäå 27+12l, 31+12l èëè 35+12l, ∀k ñðåäè ïîëó÷åííûõ ìíîãîãðàííèêîâ
íàéäåòñÿ èñêîìûé. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íèêàêèå äðóãèå çíà÷åíèÿ NP

ïðèíèìàòü íå ìîæåò.
Ïî ëåììå, NP ≥ 27. Ïîñêîëüêó âñå ãðàíè, êðîìå òðåõìåðíîé, ðàçáè-

âàþòñÿ íà ïàðû öåíòðàëüíî- ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî O, NP íå÷åò-
íî. Êðîìå òîãî NP ≥ 27. Çíà÷èò, åñëè NP 6= 27 + 4k, åñòü 2 âûïóêëûõ
ö-ñ ìíîãîãðàííèêà P è P ′ òàêèõ, ÷òî |NP −N ′P | = 2. Ïðèìåíèì òåîðåìó
Ýéëåðà äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ: f0 − f1 + f2 = f ′0 − f ′1 + f ′2 = 2. Ïîñêîëüêó
âñå f ÷åòíûå, åñëè ìû ðàññìîòðèì g, âäâîå ìåíüøèå f , îíè áóäóò öåëûå.
g0 − g1 + g2 = g′0 − g′1 + g′2 = 1. Çíà÷èò, ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà íå÷åòíûõ
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ñðåäè g0, g1 è g2 ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ êîëè÷åñòâà íå÷åòíûõ ñðåäè g′0, g
′
1

è g′2. Îäíàêî |g0+ g1+ g2− (g′0+ g′1+ g′2)| = 1, ò.å. ÷¼òíîñòè íå ñîâïàäàþò,
ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëó÷àé d = 4.

Óòâåðæäåíèå 2

Â 4-ìåðíîì ñëó÷àå íå äîñòèãàþòñÿ íèêàêèå çíà÷åíèÿ NP êðîìå NP =
81+4k, à òàêæå äîñòèãàþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ NP = 81+4k, êðîìå, âîçìîæ-
íî, NP = 89. Íèæå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.

Îöåíêà

Âî-ïåðâûõ, êàê äîêàçàíî â ñòàòüå [1], NP ≥ 81. Çíà÷åíèå 81 äîñòè-
ãàåòñÿ, íàïðèìåð, ó 4-êóáà, à çíà÷åíèÿ 83 + 4k íå äîñòèãàþòñÿ, äîêàçà-
òåëüñòâî àíàëîãè÷íî 3-ìåðíîìó ñëó÷àþ è èñïîëüçóåò îáîáùåíèå ôîðìó-
ëû Ýéëåðà äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ.

Ïî÷òè âñå ïðèìåðû

NP ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ âèäà 81 + 12k. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü ó 3-ìåðíîãî ïîëèòîïà P áûëî 27 + 4k ãðàíåé. Òîãäà ðàñïîëîæèì
åãî â ãèïåðïëîñêîñòè x = 0 òàê, ÷òîáû åãî öåíòð ñèììåòðèè O ñîâ-
ïàë ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, çàòåì äîáàâèì ê íåìó òî÷êè a1 = (1, 0, 0, 0) è
a2 = (−1, 0, 0, 0) è âîçüìåì âûïóêëóþ îáîëî÷êó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîæå-
ñòâà òî÷åê (áóäåì íàçûâàòü ýòî ïðèáàâëåíèåì ê ìíîãîãðàííèêó îòðåçêà).
Ïîëó÷èòñÿ, î÷åâèäíî, ñíîâà ö-ñ ìíîãîãðàííèê. Íàçîâåì åãî P ′. Êàæäàÿ
ãðàíü f ⊂ P , êðîìå 3-ìåðíîé, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ãðàíüþ P ′. Òàêæå â P ′ îò
f îòõîäèò 2 ãðàíè ðàçìåðíîñòè íà 1 áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü f , à èìåííî
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà f ñ a1 è f ñ a2, ò.å. êàæäîé ãðàíè â P ñîîòâåòñòâóåò
3 ãðàíè â P ′ (3-ìåðíîé ãðàíè â P ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå â P ′

4-ìåðíóþ, à òàêæå a1 è a2). Çíà÷èò, â P ′ 81 + 12k ãðàíåé.
Òåïåðü ïóñòü ó ÷åòûðåõìåðíîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P åñòü

ãðàíü-òåòðàýäð f . Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíèòñÿNP , åñëè ê f "ïðèêëåèòü"4-
ñèìïëåêñ ñ îñíîâàíèåì f è ìàëîé âûñîòîé (èíûìè ñëîâàìè, äîáàâèòü íàä
öåíòðîì ãðàíè f òî÷êó è âçÿòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó P ñ ýòîé òî÷êîé).
Âîçüìåì ε-îêðåñòíîñòü ãðàíè f , â êîòîðóþ íå ïîïàëî íèêàêèõ âåðøèí P
êðîìå âåðøèí f (äîáàâëåííàÿ òî÷êà òåì íå ìåíåå íàõîäèòñÿ òàê áëèçêî,
÷òî ïîïàäàåò â ýòó îêðåñòíîñòü). Äî äîáàâëåíèÿ òî÷êè â îêðåñòíîñòè
öåëèêîì ëåæàëî 24 − 1 = 15 ãðàíåé (ïî êîëè÷åñòâó ãðàíåé â òåòðàýäðå),
ïîñëå äîáàâëåíèÿ áóäåò ëåæàòü 25 − 1− 2 = 29 ãðàíåé (â ε-îêðåñòíîñòè
áóäåò ëåæàòü äîáàâëåííûé ñèìïëåêñ, â íåì 25 − 1 ãðàíü, îäíàêî ñàì
ñèìïëåêñ è ãðàíü f íå áóäóò ÿâëÿòüñÿ ãðàíÿìè íîâîãî ìíîãîãðàííèêà,
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ïîýòîìó âû÷èòàåì äâîéêó). Èòîãî, äîáàâèëîñü 14 ãðàíåé, à åñëè ïðèìå-
íèòü ýòó îïåðàöèþ ê ö-ñ ãðàíÿì ö-ñ ìíîãîãðàííèêà, äîáàâèòñÿ 28 ãðàíåé,
íåîáõîäèìî òîëüêî, ÷òîáû ó èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà áûëà ïàðà ãðàíåé-
ñèìïëåêñîâ ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè (êñòàòè, ó ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàííèêà
òàêàÿ ïàðà áóäåò, òàê ÷òî îïåðàöèþ ìîæíî ïîâòîðÿòü ñêîëüêî óãîäíî).
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ó âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-
ñòðîåííîé äëÿ 3-ìåðíîãî ñëó÷àÿ, åñòü ïàðà âåðøèí ñòåïåíè 3. Çíà÷èò, ó
äâîéñòâåííûõ ê íèì åñòü ïàðà ãðàíåé-òðåóãîëüíèêîâ, à åñëè ïðèáàâèòü
ê ïîëó÷åííûì ìíîãîãðàííèêàì îòðåçêè, ïîëó÷àòñÿ 4-ìåðíûå ìíîãîãðàí-
íèêè ñ 81 + 12k ãðàíÿìè, ó êîòîðûõ åñòü ãðàíè-òåòðàýäðû. Ïðèêëåèâàÿ
ê íèì ñèìïëåêñû, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, ïîëó÷èì 4-ìåðíûå âûïóêëûå
ö-ñ ìíîãîãðàííèêè ñ NP = 81, 93, 105, 109, 117, 121 è 129 + 4k ãðàíÿìè,
îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, äîñòèãàåòñÿ ëè NP = 85, 89, 97, 101, 113 è 125.

Îñòàâøèåñÿ ïðèìåðû

Ìíîãîãðàííèêè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèNP ïðèäóìûâàëèñü èç äîâîëüíî
îáùèõ ñîîáðàæåíèé, à ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ó íèõ èìåííî òàêîå ñóììàð-
íîå êîëè÷åñòâî ãðàíåé, ÿ íàïèñàë ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî íàáîðó òî÷åê
â 4-ìåðíîì ïðîñðàíñòâå ïðîâîäèò ÷åðåç íèõ âñåâîçìîæíûå ãèïåðïëîñêî-
ñòè, òå èç íèõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âñå îñòàëüíûå âðåøèíû ëåæàò ñ
îäíîé ñòîðîíû - ïëîñêîñòè ãðàíåé ðàçìåðíîñòè 3. Ïîñëå ýòîãî îíà ñìîò-
ðèò, êàêèå âåðøèíû ëåæàò â êàæäîé èç ýòèõ ãðàíåé, è äàëüøå ðàáîòàåò
òîëüêî ñ íàáîðàìè âåðøèí, à íå ñ óðàâíåíèÿìè ïëîñêîñòåé. Ïåðåñåêàÿ
ìíîæåñòâà âåðøèí, ñîäåðæàùèõñÿ â ðàçíûõ 3-ìåðíûõ ãðàíÿõ è ïðîâåðÿÿ
ýòè ïåðåñå÷åíèÿ íà íåâûðîæäåííîñòü, ïðîãðàììà íàõîäèò âñå 2-ìåðíûå,
1-ìåðíûå è 0-ìåðíûå ãðàíè (ò.å. ôàêòè÷åñêè ïî äàííîìó êîíå÷íîìó ìíî-
æåñòâó òî÷åê ïðîãðàììà ñ÷èòàåò êîë-âî ãðàíåé êàæäîé ðàçìåðíîñòè âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè ýòèõ òî÷åê). Èòàê, íàéäåííûå ïðèìåðû:

NP = 85. Âîçüìåì 3-ìåðíûé êóá {0}× [−1, 1]3 è äîáàâèì ê íåìó âåð-
øèíû (1, 1

10 , 0, 0), (1,−
1
10 , 0, 0), (−1,

1
10 , 0, 0) è (−1,− 1

10 , 0, 0) è âîçüìåì âû-
ïóêëóþ îáîî÷êó. Ó ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàííèêà f -âåêòîð = (12, 30, 30, 12)
è NP = 85. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ê 3-êóáó äîáàâèòü 1 ïàðó âåðøèí, ïî-
ëó÷èòñÿ ìíîãîãðàííèê Õàííåðà ñ NP = 81, à ó íàøåãî ìíîãîãðàííèêà
ïî ñðàâíåíèþ ñ íèì ïàðà âåðøèí "ðàçäâîèëàñü ò.å. âåðøèíó çàìåíèëè
íà 2, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, è òî æå ñàìîå ïðîèçîøëî ñ ïðîòèâîïîëîæíîé
ñòîðîíû, ïðè ýòîì êîë-âî 2-ìåðíûõ è 3-ìåðíûõ ãðàíåé íå èçìåíèëîñü.

NP = 97, 125. Âîçüìåì 4-ìåðíûé êóá [−1, 1]4 è çàìåíèì âåðøèíû
(1, 1, 1, 1) è (−1,−1,−1,−1) âåðøèíàìè (1, 1, 1, 9

10) è (−1,−1,−1,− 9
10). Ó

ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàííèêà f -âåêòîð = (16, 38, 32, 10) èNP = 97. Ó ýòîãî
ìíîãîãðàííèêà âåðøèíû (1, 1, 1, 9

10), (1, 1,−1, 1), (1,−1, 1, 1) è (−1, 1, 1, 1)
îáðàçóþò ãðàíü-òåòðàýäð, òàê ÷òî, ïðèêëåèâ ê íåìó 2 4-ñèìïëåêñà, ïî-
ëó÷àåì ìíîãîãðàííèê ñ 97 + 28 = 125 ãðàíÿìè.
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×òîáû ïîëó÷èòü NP = 101, ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü ïèðàìèäó íàä
3-îêòàýäðîì è ñäâèíóòü âåðøèíó îêòàýäðà â ñòîðîíó ñîñåäíåé âåðøèíû
òîãî æå îêòàýäðà (è ñäåëàòü òî æå ñàìîå ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû).
Ïîëó÷èì ìíîãîãðàííèê, êîìáèíîòîðíî ýêâèâàëåíòíûé ìíîãîãðàííèêó ñ
âåðøèíàìè (1, 9

10 ,
1
10 , 0), (1,−1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0,−1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 0,−1)

è åù¼ øåñòüþ, ñèììåòðè÷íûìè äàííûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
f -âåêòîð ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàííèêà (12, 36, 38, 14).

Âîçüìåì òåïåðü êóá [−1, 1]4, è 2 ñîñåäíèå ïî ðåáðó âåðøèíû ñäâè-
íåì äðóã ê äðóãó, òî æå ñàìîå ñäåëàåì ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû
(Òî åñòü ïîëó÷èòñÿ ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè (1, 1, 1, 9

10), (1, 1, 1,−
9
10),

(1, 1,−1, 1), (1, 1,−1,−1), (1,−1, 1, 1), (1,−1, 1,−1),(1,−1,−1, 1),(1,−1,−1,−1)
è åù¼ 8, ñèììåòðè÷íûìè äàííûì). Ó ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàííèêà f -
âåêòîð áóäåò (16, 44, 40, 12) è NP = 113. Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî. �

NP = 89
Îòêðûòûì ïîêà îñòàåòñÿ âîïðîñ, äîñòèãàåòñÿ ëè NP = 89. Ïóñòü

ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãîãðàííèê P . Âî-ïåðâûõ, ñèìïëèöèàëüíûå ìíîãî-
ãðàííèêè ïåðåáèðàþòñÿ íà êîìïüþòåðå, äîñòàòî÷íî ãåíåðèðîâàòü, íà-
ïðèìåð, ñëó÷àéíûå òî÷êè íà åäèíè÷íîé ñôåðå è áðàòü èõ âûïóêëóþ
îáîëî÷êó, òàê ÷òî ñèìïëèöèàëüíûå (è ïðîñòûå) ìíîãîãðàííèêè ìîæíî
íå ðàññìàòðèâàòü. Äëÿ íåñèìïëèöèàëüíûõ â ñòàòüå [1] äîêàçàíî íåðà-
âåíñòâî f2 ≥ 3f0+7f3

4 − 2 è, ñîîòâåòñòâåííî, f1 ≥ 7f0+3f3
4 − 2. Îòñþäà

f1 + f2 ≥ 10
4 (f0 + f3) − 4 è f0 + f1 + f2 + f3 ≥ 7

2(f0 + f3) − 4 Çíà÷èò,
PN = 89 ⇒ f0 + f3 ≤ 26. Îêòàýäð íå ïîäõîäèò, ò.ê. ó íåãî NP 6= 89,
ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü 10 ≤ f0 ≤ f3 ≤ 16

Íåñèìïëèöèàëüíûå 4-ìåðíûå ö-ñ ìíîãîãðàííèêè ñ 10 âåðøèíàìè äî-
âîëüíî ïðîñòî óñòðîåíû: âîçüìåì ãðàíü òàêîãî ìíîãîãðàííèêà P , íå
ÿâëÿþùóþñÿ ñèìïëåêñîì. Â íåé 5 âåðøèí, à îñòàëüíûå 5 � â ãðàíè,
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé åé. Òî åñòü äàííûé ìíîãîãðàííèê � ñêðó÷åí-
íàÿ ïðèçìà íàä 3-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì P ′. 3-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêà
ñ 5 âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò 2: 4-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà (òîãäà, åñëè P ′ - ïè-
ðàìèäà íàä ïàðàëëåëîãðàììîì, NP = 81, èíà÷å NP ≥ 93) è áèïèðàìèäà
íàä òðåóãîëüíèêîì. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó NP = 2N ′P + NP ′+P ′ ,
ãäå P ′ + P ′ � ñóììà Ìèíêîâñêîãî P ′ ñ ñîáîé, NP = 42 + NP ′+P ′ , ò.å.
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿNP ′+P ′ = 57. Ïóñòü ABC � òðåóãîëüíèê-îñíîâàíèå
áèïèðàìèäû, D1 è D2 - âåðøèíû. NP ′+P ′ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âû-
ðîæäåííîñòåé âèäà ABD1‖CD2 (êàæäàÿ òàêàÿ âûðîæäåííîñòü ðàâíî-
ñèëüíà "ñêëåèâàíèþ"2-õ áîêîâûõ ãðàíåé P ). Ìàêñèìóì òàêèõ âûðîæ-
äåííîñòåé ìîæåò áûòü 3 (íàïðèìåð, ó ìíîãîãðàííèêà ñ âåðøèíàìè (0, 0, 0),
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) è (1, 1, 1)), ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ f-âåêòîð (10, 32, 16, 14)
è NP = 93.

Çíà÷èò, 12 = l0 ≤ l3 ≤ 14, ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå 10 èç 12 âåðøèí îá-
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ðàçóþò ñêðó÷åííóþ ïðèçìó íàä îäíèì èç âûøåîïèñàííûõ 3-ìåðíûõ ìíî-
ãîãðàííèêîâ, îñòàåòñÿ ðàñïîëîæèòü ïîñëåäíþþ ïàðó öåíòðàëüíî-ñèì-
ìåòðè÷íûõ âåðøèí. Äëÿ ýòîãî ìîæíî, íàïðèìåð ïåðåáðàòü íà êîìïüþ-
òåðå âñåâîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ ïîñëåäíåé ïàðû âåðøèí îòíîñèòåëüíî
óæå èìåþùèõñÿ ãðàíåé äëÿ êàæäîé èç 10-âåðøèííûõ ñêðó÷åííûõ ïðèçì.
Âèäèìî, îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ áóäåò çàêëþ-
÷àòüñÿ â ãåíåðàöèè òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ðàñïîëîæåííûõ îò-
íîñèòåëüíî ãðàíåé, à òàêæå, ñêîðåå âñåãî, âðåìåíåì ðàáîòû ïðîãðàììû
(õîòÿ, íàïðèìåð, ñêðó÷åííóþ ïðèçìó íàä áèïèðàìèäîé íàä òðåóãîëü-
íèêîì ñ 3 âûðîæäåííîñòÿìè, ñêîðåå âñåãî, ðåàëüíî ïåðåáðàòü, à îíà ñ
äîáàâëåííîé ïàðîé âåðøèí - îñíîâíîé ïðåòåíäåíò, ò.ê. åñëè âûðîæäåííî-
ñòåé ìåíüøå, êîëè÷åñòâî ãðàéíåé ðåçêî ðàñòåò. Ëþáîïûòíî, êñòàòè, ÷òî
ýòà ñêðó÷åííàÿ ïðèçìà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê äðóãîé, 14-âåðøèííîé
ñêðó÷åííîé ïðèçìå).

Ðàçìåðíîñòè d ≥ 5

Â ëþáîé ðàçìåðíîñòè ∃P : NP = 3d. Íàïðèìåð, ïîäõîäÿò d-êóá è
äâîéñòâåííûé åìó d-îêòàýäð. Ïî 3d-ãèïîòåçå (íå äîêàçàííîé ïðè d ≥ 5),
@P : NP < 3d. Àíàëîãè÷íî 3- è 4-ìåðíûì ñëó÷àÿì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
NP 6= 3d+4k+2. ×òî èíòåðåñíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è â 3- è 4-ìåíîì
ñëó÷àå âåðíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 3

∃n : ∀k ∈ N
⋃
{0}∃P : NP = n+ 4k.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3

Äëÿ íà÷àëà âîçüìåì d-ìåðíûé îêòàýäð è íà÷íåì ïðèêëåèâàòü ê íåìó
ïàðû d-ñèìïëåêñîâ, êàê ýòî äåëàëîñü â 4-ìåðíîì ñëó÷àå. Ïîëó÷èì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (qn) ìíîãîãðàííèêîâ, ÷üè NP îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ, íà÷èíàþùóþñÿ ñ 3d è ñ øàãîì 2d+1 − 4. Âîçüìåì òåïåðü
àíàëîãè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pn) d − 1-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ è
ïðèáàâèì ê êàæäîìó èç íèõ îòðåçîê (ò.å. âîçüìåì âûïóêëóþ îáîëî÷êó
ïðÿìîé ñóììû ìíîãîãðàííèêà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îòðåçêà). Ïîëó-
÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (p′n) d-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïðè÷åì (Np′n) -
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ øàãîì 3(2d − 4) è ïåðâûì ýëåìåíòîì 3d.
Ïîñêîëüêó ó êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ (p′n) ñðåäè ãðàíåé ñòàðøåé ðàçìåð-
íîñòè åñòü ñèìïëåêñû (áîëåå òîãî, p′i ñèìïëèöèàëüíû), ê êàæäîìó èç
íèõ òàêæå ìîæíî ïðèêëåèâàòü d-ñèìïëåêñû. Çíà÷èò, åñëè îáúåäèíèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (qn) è (p′n) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (rn), ïî÷òè âñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (Nrn) îêàæåòñÿ àðôèìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñ øàãîì
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ÍÎÄ(2d+1− 4, 3(2d− 4))=ÍÎÄ(2d+1− 4, 8). Ïðè ÷åòíîì d ýòîò ÍÎÄ óæå
ðàâåí 4, è èñêîìûå ìíîãîãðàííèêè íàéäåíû. Â íå÷åòíûõ ðàçìåðíîñòÿõ
ïîêà ãàðàíòèðîâàí øàã 8 è îòäåëüíî øàã 12, îäíàêî èç ýòîãî íàïðÿìóþ
íå ñëåäóåò, ÷òî áóäåò øàã 4. Ïîýòîìó ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü åù¼ ìíîãî-
ãðàííèêè, ïîëó÷åííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ó ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ (p′n) âûáåðåì ãðàíü f ñòàðøåé
ðàçìåðíîñòè è ðàñïîëîæèì íàä íåé 2 òî÷êè íà ìàëîé âûñîòå òàê, ÷òîáû
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé èõ, áûë ïàðàëëåëåí îäíîé èç 1-ìåðíûõ ãðàíåé
ãðàíè f . Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ãðàíåé ïðè ýòîì äîáàâèòñÿ. Àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ ñ ïðèêëåèâàíèåì ñèìïëåêñà, íà ìåñòå 2d − 1 ãðàíåé ãðàíè f ïî-
ÿâèòñÿ NPd

− 2 ãðàíåé, ãäå Pd - ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ïðè d = 3 è
ïèðàìèäà íàä Pd−1 ïðè d ≥ 4. Èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî NPd

= 10 · 2d−2 − 1 (äåéñòâèòåëüíî, NP3 = 19, à ïðè ïåðåõîäå îò
ðàçìåðíîñòè d ê ðàçìåðíîñòè d + 1 íàä êàæäîé ãðàíüþ Pd äîáàâëÿåòñÿ
ãðàíü íà 1 áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå äîáàâëÿåòñÿ 1 âåðøèíà. Òàêæå
ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó Pd ðîâíî 4 ãðàíè-ñèìïëåêñà ñòàðøåé
ðàçìåðíîñòè). Èòàê, ïðè ïðèêëåèâàíèè Pd çà ãðàíü-ñèìïëåêñ NP óâåëè-
÷èòñÿ íà (10 · 2d−2− 1)− 2− (2d− 1) = 3 · 2d−1− 2, è íà ñòîëüêî æå, åñëè
ïðèêëåèòü Pd ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, ò.å. âñåãî íà 3 ·2d−4, ïðè÷åì
êîëè÷åñòâî ãðàíåé-ñèìïëåêñîâ ïðè ýòîé îïåðàöèè òîëüêî óâåëè÷èòñÿ, ò.å.
å¼ ìîæíî ïîâòîðÿòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç èëè, íàïðèìåð, êîìáèíèðîâàòü
ñ ïðèêëåèâàíèåì ñèìïëåêñîâ. Â äàíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðèìåíÿòü å¼
ê ýëåìåíòàì (rn), ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (r′n), ó êîòîðîé
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà áóäåò øàã ÍÎÄ(8, 3 · 2d − 4) = 4 �
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