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Êëàññèôèêàöèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ðîäà 1

ñ íå áîëåå ÷åì 5 êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà òàáóëèðîâàíèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ðîäà 1, èìåþùèõ ≤ 5 êëàññè÷å-
ñêèõ ïåðåêðåñòêîâ. Ñíà÷àëà ìû ñòðîèì âñå íåëîêàëüíûå ñòðîãî ïðèìàðíûå óçëû â óòîë-
ùåííîì òîðå T × I, êîòîðûå èìåþò äèàãðàììû ñ ≤ 5 ïåðåêðåñòêàìè è íå äîïóñêàþò äåñòà-
áèëèçàöèé. Çàòåì èñïîëüçóåì îáîáùåííóþ âåðñèþ ïîëèíîìà Êàóôìàíà, ÷òîáû äîêàçàòü,
÷òî âñå íàéäåííûå óçëû ðàçëè÷íû. Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçóåì äèàãðàììû óçëîâ â òîðå T ,
ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì, â äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ óçëîâ íà ïëîñêîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ñ.Â. Ìàòâååâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü
â å¼ ðåøåíèè.

Ââåäåíèå

Òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ áûëà ïðåäëîæåíà Ë. Êàóôìàíîì â 1996, ñì. [7]. Ýòà òåîðèÿ
áëèçêà ê òåîðèè óçëîâ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ âèäà S × I, ãäå S - çàìêíóòàÿ îðèåí-
òèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü è I - îòðåçîê [0, 1]. Ìû òàáóëèðóåì âñå ñòðîãî ïðèìàðíûå óçëû â
óòîëùåííîì òîðå T × I, êîòîðûå èìåþò äèàãðàììû ñ ≤ 5 ïåðåêðåñòêàìè è íå äîïóñêà-
þò äåñòàáèëèçàöèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êóïåðáåðãà â ðàáîòå [9], ýòî ýêâèâàëåíòíî
ñîñòàâëåíèþ òàáëèöû ïðèìàðíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, èìåþùèõ äèàãðàììû ñ ≤ 5 êëàññè-
÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. Òàáóëèðîâàíèþ óçëîâ è çàöåïëåíèé â òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [3,5,6], âèðòóàëüíûõ óçëîâ - [4], ïðîåêöèé òýíãëîâ - ñòàòüÿ [2].

1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Íàïîìíèì, ÷òî âèðòóàëüíûé óçåë - ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ óç-
ëîâ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ðåéäåìåéñòåðà. Âèðòóàëüíûé óçåë òàêæå
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè óçëîâ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòåé è îïåðàöèé ñòàáèëèçàöèé(äåñòàáèëèçàöèé).
Îïåðàöèÿ ñòàáèëèçàöèè (äåñòàáèëèçàöèè) óâåëè÷èâàåò (óìåíüøàåò) ðîä ïîâåðõíîñòè, íå
çàòðàãèâàÿ óçëà, ñì. [10]. Ðîä óçëà K - ýòî íàèìåíüøèé ðîä òàêîé ïîâåðõíîñòè S, ÷òî K
ðàñïîëîæåí â S × I.

Ìû ðàññìàòðèâàåì âèðòóàëüíûå óçëû ðîäà 1, ò.å. òå óçëû â óòîëùåííîì òîðå T × I,
êîòîðûå íå äîïóñêàþò äåñòàáèëèçàöèé.

Óçëû â T × I, êàê è êëàññè÷åñêèå óçëû, ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîåêöèÿìè è äèàãðàììà-
ìè. Ïðîåêöèÿ óçëà K ⊂ T × I ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíûé ãðàô G ⊂ T ñòåïåíè 4, äëÿ
êîòîðîãî ïðîõîæäåíèå âåðøèí ïî ïðàâèëó "ïðÿìî âïåðåä"îïðåäåëÿåò ïîëíûé îáõîä, îòâå-
÷àþùèé óçëó. Äèàãðàììà óçëà K ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî ãðàôà óêàçàíèåì (ïóòåì ðàçðûâîâ
îáõîäà), êàêîé èç ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ó÷àñòêîâ óçëà ðàñïîëîæåí âûøå,
êàêîé - íèæå äðóãîãî â ñìûñëå âåëè÷èíû êîîðäèíàòû t ∈ I. Äâå ïðîåêöèè ñ÷èòàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ãîìåîìîðôèçìîì òîðà íà ñåáÿ. Ýêâè-
âàëåíòíîñòü äèàãðàìì èìååò òîò æå ñìûñë, íî äîïîëíèòåëüíî ðàçðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî
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èçìåíÿòü òèïû âñåõ ïåðåêðåñòêîâ (ïðîõîäû íà ïåðåõîäû è íàîáîðîò), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ãîìåîìîðôèçìó h : T × I → T × I, èíäóöèðîâàííîìó íåòðèâèàëüíîé ñèììåòðèåé ϕ : I → I.

Îïðåäåëåíèå 1. Äèàãðàììà óçëà K ⊂ T × I ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè å¼ ñëîæ-
íîñòü (÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ) íå ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòè êàæäîé äèàãðàììû ëþáîãî óçëà,
ýêâèâàëåíòíîãî K. Ïðîåêöèÿ G ⊂ T ìèíèìàëüíà, åñëè ìèíèìàëüíà õîòÿ áû îäíà èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ åé äèàãðàìì.

Áóäåì íàçûâàòü óçåë K ⊂ T × I ñîñòàâíûì, åñëè K èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ
òèïîâ:

1. K åñòü ñâÿçíàÿ ñóììà íåòðèâèàëüíîãî (ò.å. íå îãðàíè÷èâàþùåãî äèñê) óçëà â T × I è
íåòðèâèàëüíîãî óçëà â S3.

2. K åñòü íåòðèâèàëüíàÿ êðóãîâàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà óçëîâ â T × I, ñì. [13]. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî K ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç çàóçëåííûõ äóã li ⊂ Ai× [0, 1], ñîåäèíÿþùèõ Ai (ãäå Ai
- êîëüöà, i = 1, 2) ïóò¼ì îòîæäåñòâëåíèÿ A1 × {0} ñ A2 × {1}, A1 × {1} ñ A2 × {0}.

Îïðåäåëåíèå 2. Óçåë â T × I - ñòðîãî ïðèìàðíûé, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì è
íå äîïóñêàåò äåñòàáèëèçàöèé.

Ïðîåêöèÿ (èëè äèàãðàììà) ñòðîãî ïðèìàðíà, åñëè îíà îòâå÷àåò íåêîòîðîìó ñòðîãî
ïðèìàðíîìó óçëó â T × I.

Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü òîð T êàê êâàäðàò ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòî-
ðîíàìè. Ìû áóäåì èçîáðàæàòü ïðîåêöèè è äèàãðàììû óçëîâ â T × I â âèäå íàáîðà èç
ñîáñòâåííûõ äóã â êâàäðàòàõ òàê, ÷òî îòîæäåñòâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îïðåäå-
ëÿåò ñîåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöîâ äóã íà ýòèõ ñòîðîíàõ.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò ðîâíî 90 ðàçëè÷íûõ ñòðîãî ïðèìàðíûõ óçëîâ â T×I, èìåþùèõ
äèàãðàììû ñ íå áîëåå ÷åì 5 ïåðåêðåñòêàìè. Äèàãðàììû ýòèõ óçëîâ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 15
â êîíöå ðàáîòû.

Âèðòóàëüíûé óçåë ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñâÿçíîé
ñóììû äâóõ íåòðèâèàëüíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Îïðåäåëåíèå ñâÿçíîé ñóììû âèðòóàëüíûõ
óçëîâ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [12]. Íåòðèâèàëüíûå âèðòóàëüíûå óçëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñî-
ñòàâíûìè, íàçûâàþòñÿ ïðèìàðíûìè.

Èç òåîðåìû Êóïåðáåðãà [9] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó âèð-
òóàëüíûìè óçëàìè ðîäà 1 è óçëàìè â T × I, íå äîïóñêàþùèìè äåñòàáèëèçàöèé. Ïîýòîìó
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû, ýêâèâàëåíòíà Òåî-
ðåìå 1.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóþò ðîâíî 90 ðàçëè÷íûõ ïðèìàðíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ðîäà 1,
èìåþùèõ äèàãðàììû ñ íå áîëåå ÷åì 5 êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. Äèàãðàììû ýòèõ
óçëîâ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 16 â êîíöå ðàáîòû.

2



2. Ïåðå÷èñëåíèå ãðàôîâ è ïðîåêöèé

Ëåììà 1. 1. Ñóùåñòâóþò ðîâíî 5 àáñòðàêòíûõ ðåãóëÿðíûõ ìóëüòèãðàôîâ ñòåïåíè
4, èìåþùèõ 2 è 3 âåðøèíû (âêëþ÷àÿ ìóëüòèãðàôû, ñîäåðæàùèå íå áîëåå 2 ïåòåëü),
ñì. Ðèñ. 1.

2. Ñóùåñòâóþò ðîâíî 11 àáñòðàêòíûõ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ ñòåïåíè 4, èìåþùèõ íå áî-
ëåå 5 âåðøèí è íå ñîäåðæàùèõ ïåòåëü, ñì. Ðèñ. 2. Êàæäûé èç ýòèõ ãðàôîâ (êðîìå
ãðàôà k, êîòîðûé åñòü ïîëíûé ãðàô ñ 5 âåðøèíàìè) èìååò êðàòíîå ðåáðî.

111
1 1

Ðèñ. 1: Ðåãóëÿðíûå ìóëüòèãðàôû ñ 2 è 3 âåðøèíàìè

j k

Ðèñ. 2: Ðåãóëÿðíûå ãðàôû ñ íå áîëåå ÷åì 5 âåðøèíàìè è áåç ïåòåëü

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Gn - ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 4, èìåþùèé n ≤ 5 âåðøèí. Ìû
óòâåðæäàåì, ÷òî, åñëè Gn îòëè÷åí îò ãðàôà k (êîòîðûé åñòü ïîëíûé ãðàô ñ 5 âåðøèíàìè),
òî Gn ñîäåðæèò ïåòëþ èëè êðàòíîå ðåáðî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Gn íå ñîäåðæèò ïåòåëü è
êðàòíûõ ðåáåð, òî Gn âêëàäûâàåòñÿ â ïîëíûé ãðàô Kn ñ n âåðøèíàìè. Ïîñêîëüêó Gn è
Kn èìåþò 2n è n(n − 1)/2 ðåáåð ñîîòâåòñòâåííî, ìû èìååì íåðàâåíñòâî 2n ≤ n(n − 1)/2.
Äëÿ n ≤ 5 ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîëüêî ïðè n = 5, ò.å. Gn = k. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå îñòàëüíûå ðåãóëÿðíûå ãðàôû ñòåïåíè 4 ñ n ≤ 5 âåðøèíàìè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
îêðóæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì îïåðàöèé ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ: 1) äîáàâ-
ëåíèå ïåòëè è 2) îòîæäåñòâëåíèå òî÷êè íà ïåòëå ñ òî÷êîé íà äðóãîì ðåáðå ãðàôà. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè ëåììû 1 íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü âñå ãðàôû, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû èç îêðóæíîñòè âûïîëíåíèåì n = 2 è 3 òàêèõ îïåðàöèé è óñòðàíèòü âñå
äóáëèêàòû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè ëåììû 1 ìû âûïîëíÿåì n = 2, 3, 4, 5 òàêèõ
îïåðàöèé è óñòðàíÿåì âñå äóáëèêàòû è ãðàôû ñ ïåòëÿìè.
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Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò ðîâíî 47 ðàçëè÷íûõ ñòðîãî ïðèìàðíûõ ïðîåêöèé â T ñ íå áîëåå
÷åì 5 âåðøèíàìè, ñì. Ðèñ. 3 .

Ðèñ. 3: Ñòðîãî ïðèìàðíûå ïðîåêöèè ñ íå áîëåå ÷åì 5 âåðøèíàìè â T , êîòîðûé ïðåäñòàâëåí
â âèäå êâàäðàòà ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî øàãîâ.
Øàã 1.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G - ïðîåêöèÿ óçëà â T . Âûáåðåì äèñê D òàêîé, ÷òî G ∩ D
ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáñòâåííûõ äóã l1, l2 ⊂ D.

Ïóñòü l′1, l
′
2 ⊂ D - äâå íîâûå äóãè òàêèå, ÷òî îíè èìåþò òå æå êîíöû è ïåðåñå÷åíèå

l′1 ∩ l′2 ñîñòîèò èç îäíîé íåòðàíñâåðñàëüíîé òî÷êè. Òîãäà äîáàâëåíèå íåòðàíñâåðñàëüíîé
òî÷êè ñîñòîèò â çàìåíå l1, l2 ⊂ D íà l′1, l

′
2 ⊂ D, ñì. Ðèñ. 6. Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ

óñòðàíåíèåì íåòðàíñâåðñàëüíîé òî÷êè.

Ðèñ. 4: Äîáàâëåíèå íåòðàíñâåðñàëüíîé òî÷êè
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Ïóñòü G - ïðîåêöèÿ òèïà a, ñì. Ðèñ. 2. Òîãäà G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïàðà
îêðóæíîñòåé, èìåþùèõ äâå îáùèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òàêèå, ÷òî ðîâíî îäíà èç íèõ òðàíñ-
âåðñàëüíà. Óñòðàíèì íåòðàíñâåðñàëüíóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, èñïîëüçóÿ ìàëóþ èçîòîïèþ
îäíîé îêðóæíîñòè, ñì. Ðèñ. 4. Ìû ïîëó÷èì ïàðó îêðóæíîñòåé, êîòîðûå èìåþò òîëüêî îä-
íó òðàíñâåðñàëüíóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ è ïîýòîìó ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ìåðèäèàí-
ïàðàëëåëü ïàðà äëÿ T . Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü âîññòàíîâèòü G, ïîòîìó
÷òî äîïîëíåíèå ê ýòîé ïàðå â T åñòü äèñê. Ïðèìåíèâ îïåðàöèþ äîáàâëåíèÿ íåòðàíñâåð-
ñàëüíîé òî÷êè ê ñòàíäàðòíîé ìåðèäèàí-ïàðàëëåëü ïàðå äëÿ T , ìû ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ
ïðîåêöèþ 21 òèïà a.

Øàã 2. Ïóñòü Gn , 3 ≤ n ≤ 5 - ïðîåêöèÿ òèïà b, c èëè f (ñì. Ðèñ. 2), ãäå n - ÷èñëî
âåðøèí â Gn. Òîãäà Gn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê öèêëè÷åñêàÿ çàìêíóòàÿ öåïî÷êà
èç n îêðóæíîñòåé òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñî
ñëåäóþùåé îêðóæíîñòüþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîé ïàðû îêðóæíîñòåé òðàíñâåðñàëüíî. Òîãäà
îíè îáðàçóþò ìåðèäèàí-ïàðàëëåëü ïàðó äëÿ T , äîïîëíåíèå ê ýòîé ïàðå â T åñòü äèñê.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ðàñïîëîæèòü â T îñòàâøóþñÿ
÷àñòü Gn. Ìû ïîëó÷àåì ïðîåêöèè 32,41,51 òèïîâ b, c, f ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âñåõ n îáùèõ òî÷êàõ îêðóæíîñòåé ïåðåñå÷åíèå íåòðàíñâåðñàëüíî.
Êàê è â øàãå 1, óäàëèì âñå ýòè òî÷êè. Ìû ïîëó÷èì öèêëè÷åñêèé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
èç îòäåëüíûõ îêðóæíîñòåé â T òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü ñîåäèíåíà ñî ñëåäóþùåé
ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Âñå íåòðèâèàëüíûå îêðóæíîñòè ïàðàëëåëüíû â T , â òî âðåìÿ êàê
òðèâèàëüíûå ëåæàò â îáëàñòÿõ ìåæäó íèìè. Ïóñòü t è τ = n − t - ÷èñëà ñîîòâåòñòâåí-
íî òðèâèàëüíûõ è íåòðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé â íåêîòîðîì íàáîðå èç n îêðóæíîñòåé.
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè òîðà) ñïîñîá ñîåäèíèòü
îêðóæíîñòè, äîáàâèâ íåòðàíñâåðñàëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. Ðèñ. 4) òàê, ÷òîáû êàæäàÿ
îêðóæíîñòü èìåëà ðîâíî 2 òàêèõ òî÷êè. Ïðèìåð ïîêàçàí íà Ðèñ. 5. Ïåðåáîð âñåõ âîçìîæ-
íîñòåé äàåò, ÷òî ñòðîãî ïðèìàðíûå ïðîåêöèè ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî
òðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé íå÷åòíî (3 èëè 1). Ìû èìååì ïðîåêöèè 31,42,43,53,514,520.
Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé 5 òðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé äà¼ò 2 íåïðèìàðíûå ïðîåêöèè (ïåðâàÿ
ñîäåðæèòñÿ â êîëüöå S1 × I, âòîðàÿ - â S2).

1

Ðèñ. 5: Ïðîåêöèÿ 31 ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì íåòðàíñâåðñàëüíûõ òî÷åê

Øàã 3. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñòðîãî ïðèìàðíûõ ïðîåêöèé òèïà d, h èëè i, ñì.
Ðèñ. 2. Äåéñòâèòåëüíî, G èìååò òðîéíîå ðåáðî E, ò.å. äâå åãî âåðøèíû v1, v2 ñîåäèíåíû
òðåìÿ ðåáðàìè. Ñîåäèíèì v1, v2 ïðîñòîé ÷àñòüþ l ⊂ G, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ èëè òðåõ ðåáåð
G. Ìû ïîëó÷èì ðåãóëÿðíûé ãðàô G′ = E∪l ⊂ G òèïà a. Çàìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå ïåðâîãî
è ïîñëåäíåãî ðåáðà l ðàçáèâàåò G. Ñëåäîâàòåëüíî, G′ - ýòî ïðîåêöèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ 21, è
ïîýòîìó äîïîëíåíèå ê íåé ñîñòîèò èç äâóõ äèñêîâ. Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
ïóòè äîáàâèòü îñòàëüíûå ðåáðà G â ýòè äèñêè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòðîãî ïðèìàðíóþ
ïðîåêöèþ.
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Øàã 4. Ðàññìîòðèì ñòðîãî ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ G, èìåþùóþ òèï e, ñì. Ðèñ. 2.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 3, ïóñòü l′′1 , l
′′
2 ⊂ D - äâå íîâûå äóãè òàêèå,

÷òî îíè èìåþò òå æå êîíöû è ïåðåñå÷åíèå l′′1 ∩ l′′2 ñîñòîèò èç äâóõ òðàíñâåðñàëüíûõ
òî÷åê, ò.å. äóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðàâèëó "ïðÿìî âïåðåä". Òîãäà äîáàâëåíèå äâóóãîëüíèêà
ñîñòîèò â çàìåíå l1, l2 ⊂ D íà l′′1 , l

′′
2 ⊂ D, ñì. Ðèñ. 6. Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ

óñòðàíåíèåì äâóóãîëüíèêà.

Ðèñ. 6: Äîáàâëåíèå è óñòðàíåíèå äâóóãîëüíèêà

Øàã 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G èìååò 2 äâóóãîëüíèêà (êîòîðûå íå ñîäåðæàò îáùèõ òî-
÷åê, ïîñêîëüêó G îòâå÷àåò ãðàôó e). Óäàëèì îáà äâóóãîëüíèêà èç G, âîñïîëüçîâàâøèñü
îïåðàöèåé íà Ðèñ. 6. Ìû ïîëó÷èì ïðîåêöèþ (îáîçíà÷èì å¼ G′) ñ 0 âåðøèíàìè, à ïîòîìó
G′ - òðèâèàëüíàÿ èëè íåòðèâèàëüíàÿ îêðóæíîñòü â T . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèþ G ìîæíî
ïîëó÷èòü èç G′, äâàæäû äîáàâèâ äâóóãîëüíèê. Ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíîñòåé äà¼ò ïðîåêöèþ
46 â ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîé îêðóæíîñòè è 49 - â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé.

Øàã 4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G òèïà e ñîäåðæèò òîëüêî îäèí äâóóãîëüíèê. ×òîáû ïî-
ñòðîèòü òàêèå ïðîåêöèè (ýòî 44,45,47,48, ñì. Ðèñ. 3), âîñïîëüçóåìñÿ îïèñàííûì âûøå
ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ äâóóãîëüíèêà. Ñîñòàâèì ñïèñîê L2 âñåõ ïðîåêöèé íåëîêàëüíûõ óçëîâ
ñ n− 2 = 2 ïåðåêðåñòêàìè, èìåþùèìè íå áîëåå äâóõ ïåòåëü (âêëþ÷àÿ ïðîåêöèè ñîñòàâíûõ
óçëîâ, ïðîåêöèè ñ òðèâèàëüíûìè ïåòëÿìè è ïðîåêöèè, ñîäåðæàùèåñÿ â êîëüöå), èñïîëü-
çóÿ ðåãóëÿðíûå ìóëüòèãðàôû a1, b1, èìåþùèå 2 âåðøèíû (ñì. Ðèñ. 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü G′ - ïðîåêöèÿ òèïà a1. Âûáèðàåì íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ â G′ è ðàçðåçàåì G′ âî
âñåõ âåðøèíàõ òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü ýòó îðèåíòàöèþ. Òàê ìû ïîëó÷èì 3 îêðóæíîñòè, íå
èìåþùèå îáùèõ òî÷åê. Êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü ëèáî òðèâèàëüíîé â T , ëèáî íåò. Ïå-
ðåáèðàåì âñå êîìáèíàöèè èõ òèïîâ è ñîåäèíÿåì îêðóæíîñòè îáðàòíî. Òàê ìû ïîëó÷èì 5
ïðîåêöèé, âêëþ÷àÿ 3 ïðîåêöèè ñ òðèâèàëüíûìè ïåòëÿìè. Ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ïðîåêöèÿ
òèïà b1 (ýòî áûëî äîêàçàíî âûøå). Âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû äîáàâèòü äâóóãîëüíèê ê êàæ-
äîé ïðîåêöèè èç ñïèñêà L2 òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ òèïà e, ïîêàçàíû
íà Ðèñ. 7. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîåêöèé òèïà a1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ïóòè,
ñîåäèíÿþùèå ïåòëè.

Ðèñ. 7: Ïðîåêöèè 44 − 48 ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì äâóóãîëüíèêà
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Øàã 4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G òèïà e íå ñîäåðæèò äâóóãîëüíèêà. Â òàêîì
ñëó÷àå å¼ äâîéíûå ðåáðà îïðåäåëÿþò äâå íåòðèâèàëüíûå îêðóæíîñòè â T , íå èìåþùèå
îáùèõ òî÷åê. Êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé ñîäåðæèò äâå âåðøèíû ïðîåêöèè, à èõ îáúåäèíåíèå
ðàçáèâàåò T íà äâà êîëüöà. Îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ðåáðà äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ â ýòèõ êîëüöàõ
(m - â îäíîì, n - â äðóãîì) è ñîåäèíÿòü êàæäóþ âåðøèíó ïåðâîé îêðóæíîñòè ñ êàæäîé
âåðøèíîé âî âòîðîé. Ñóùåñòâóþò òðè âîçìîæíîñòè: (m,n) = (0, 4), (2, 2) è (1, 3). Ìû ïîëó-
÷àåì ïðîåêöèþ, ëåæàùóþ â êîëüöå, è ïðîåêöèþ çàöåïëåíèÿ â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àÿõ,
à ïðîåêöèþ 410 - â òðåòüåì.

Øàã 5. Ïóñòü ïðîåêöèÿ Gn, n=5, èìååò òèï g èëè j.
Øàã 5.1. Ïóñòü Gn ñîäåðæèò äâóóãîëüíèê. Óñòðàíèì åãî èç Gn, âîñïîëüçîâàâøèñü îïå-

ðàöèåé íà Ðèñ. 6. Ìû ïîëó÷èì ïðîåêöèþ G′n−2 ñ n− 2 âåðøèíàìè, à ïîòîìó G′n−2 îòâå÷àåò
îäíîìó èç ãðàôîâ c1 − e1 íà Ðèñ. 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèþ Gn ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ïðîåêöèè G′n−2 äîáàâëåíèåì äâóóãîëüíèêà, ñì. [1].

Ïóñòü L3 - ñïèñîê âñåõ ïðîåêöèé íåëîêàëüíûõ óçëîâ ñ 3 ïåðåêðåñòêàìè, èìåþùèìè íå
áîëåå äâóõ ïåòåëü. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ L3 ìû èñïîëüçóåì ãðàôû c1, d1 è e1 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âñå 9 ïðîåêöèé òèïà c1 (âêëþ÷àÿ 6 ïðîåêöèé ñ òðèâèàëüíûìè ïåòëÿìè) ïîëó÷àþòñÿ òàêæå,
êàê è ïðîåêöèè òèïà a1. Âñå 3 ïðîåêöèè òèïà d1 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðîåêöèè 21 äî-
áàâëåíèåì òðèâèàëüíîé ïåòëè. Âñå 3 ïðîåêöèè òèïà f1, ëåæàùèå â êîëüöå, ñòðîÿòñÿ òàêæå,
êàê è ïðèìàðíûå ïðîåêöèè 31, 32. Èòàê, ñïèñîê L3 ïîëó÷åí è îñòàëîñü ïîñìîòðåòü, âäîëü
êàêèõ äóã ìîæíî äîáàâèòü äâóóãîëüíèê ê êàæäîé ïðîåêöèè èç ýòîãî ñïèñêà òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ñòðîãî ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ òèïà g èëè j. Â ñëó÷àå ïðîåêöèé òèïà c1 äîñòàòî÷-
íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ïóòè, ñîåäèíÿþùèå ïåòëè, òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïðîåêöèè
55 − 59,512,513,516,519 òèïà g. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå ïðîåêöèé òèïà d1 - òîëüêî ïóòè, ñî-
åäèíÿþùèå ïåòëþ ñ äðóãèì ðåáðîì; èìååì ïðîåêöèè 517,518,522,524,525,529,531,532 òèïà
j, ñì. Ðèñ. 9. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ðàññìàòðèâàåì ïóòè, ñîåäèíÿþùèå ïåòëþ ñî ñìåæíûì
åé ðåáðîì, ïîñêîëüêó òàêîé ñëó÷àé äà¼ò ïðîåêöèþ ñîñòàâíîãî óçëà. Âñå âîçìîæíûå ñïî-
ñîáû äîáàâèòü äâóóãîëüíèê ê îñòàâøèìñÿ ïðîåêöèÿì èç ñïèñêà L3 òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïðèìàðíûå ïðîåêöèè òèïà g èëè j, òàêæå ïîêàçàíû íà Ðèñ. 9. Èòàê, ìû èìååì ïðîåêöèè
515,523,526−528,533 òèïà j, ïðîåêöèè 52,54,510,511,521 òèïà g. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ðåáðà e1 â ïðîåêöèè 31 íàéäåòñÿ äðóãîå ðåáðî e2 òàêîå, ÷òî e1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî â e2
âûáîðîì äðóãîãî ìåðèäèàíà (èëè ïàðàëëåëè) â T è çåðêàëüíûì îòîáðàæåíèåì ïðîåêöèè,
ñì. Ðèñ. 8.

ребро ребро

Ðèñ. 8: Ðåáðî e1 ïðåîáðàçóåòñÿ â ðåáðî e2
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Ðèñ. 9: Ïðîåêöèè 52, 54, 510, 511, 515, 517, 518, 521− 529, 531− 533 ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì äâó-
óãîëüíèêà

Øàã 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gn íå ñîäåðæèò äâóóãîëüíèêà.
Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñòðîãî ïðèìàðíîé ïðîåêöèè G áåç äâóóãîëüíèêà, îòâå-

÷àþùåé ãðàôó g, êîòîðûé ñîäåðæèò 3 äâîéíûõ ðåáðà òàêèõ, ÷òî 2 èç íèõ èìåþò îáùóþ
âåðøèíó. Ýòè 6 ðåáåð îïðåäåëÿþò 3 íåòðèâèàëüíûå îêðóæíîñòè â T . Êàæäàÿ èç îêðóæ-
íîñòåé ñîäåðæèò äâå âåðøèíû. Ïóòåé äîáàâèòü îñòàâøèåñÿ ðåáðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ñòðîãî ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ, íå ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ñòðîãî ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ G òèïà j áåç äâóóãîëüíèêîâ. Å¼ äâîéíûå ðåá-
ðà îïðåäåëÿþò íåòðèâèàëüíûå îêðóæíîñòè â T , íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê. Êàæäàÿ èç
îêðóæíîñòåé ñîäåðæèò ïî äâå âåðøèíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíåíèå ê G â T ñîäåðæèò
ãðàíü P ñ 4 âåðøèíàìè òàêóþ, ÷òî P âëîæåíî áåç ïåòåëü. Â ýòîì ñëó÷àå îäíà èç íåòðè-
âèàëüíûõ îêðóæíîñòåé äîëæíà èìåòü îáùåå ðåáðî ñ P , ÷òî äàåò ïðîåêöèþ çàöåïëåíèÿ. Â
ñëó÷àå, êîãäà äîïîëíåíèå ê G â T íå ñîäåðæèò ãðàíè ñ 4 âåðøèíàìè, ïîäñ÷åò õàðàêòåðè-
ñòèêè Ýéëåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äîïîëíåíèå ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå òðè òðèóãîëüíûå
ãðàíè. Îäíà èç ýòèõ ãðàíåé èìååò ïî îáùåìó ðåáðó ñ êàæäîé èç äâóõ äðóãèõ. Ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííûé ïóòü äîáàâèòü îñòàëüíûå ðåáðà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòðîãî ïðèìàðíóþ
ïðîåêöèþ òèïà j (ýòî 530).

Øàã 6. Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîåêöèé òèïà i, ñì. Ðèñ. 2. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü
ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ G òèïà i. Çàìåòèì, ÷òî ãðàô i ñîäåðæèò ðàçáèâàþùóþ âåðøèíó v.
Ðàçðåæåì G ïî âåðøèíå, îòâå÷àþùåé v, òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü äâå ïðîåêöèè, íå èìåþùèå
îáùèõ òî÷åê (îáå îíè ñîîòâåòñòâóþò ãðàôó a). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ òàêîãî
òèïà (ýòî 21). Å¼ äîïîëíåíèå ñîñòîèò èç äâóõ äèñêîâ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ, ÷òî
äâå ïðîåêöèè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
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Øàã 7. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ G òèïà k, ñì. Ðèñ. 2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äîïîëíåíèå ê G â T èìååò ãðàíü P ñ 4 âåðøèíàìè òàêóþ, ÷òî P âëîæåíà áåç ïåòåëü.
Ïóñòü x, y - ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû P , ñì. Ðèñ. 10, a. Òîãäà äî-

первый путь
второй  путь

Ðèñ. 10:

ïîëíåíèå ê x ∪ y ∪ P â T (îáîçíà÷èì åãî Q) - ýòî äèñê. Q ñîäåðæèò îñòàâøóþñÿ âåðøèíó
(îáîçíà÷èì å¼ v). Ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè, ñóùåñòâóþò ðîâíî 2 ñïîñîáà ñîåäèíèòü ïðî-
òèâîïîëîæíûå âåðøèíû P äâóìÿ âëîæåííûìè äóãàìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ðîâíî â îäíîé
òðàíñâåðñàëüíîé òî÷êå (ò.å. âåðøèíå v), ñì. Ðèñ. 10, b. Îíè äàþò ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ
534 è ïðîåêöèþ çàöåïëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíåíèå ê G â T íå ñîäåðæèò ãðàíè ñ 4 âåðøèíàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîäñ÷¼ò õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äîïîëíåíèå ñîäåðæèò õîòÿ áû
3 òðåóãîëüíûå ãðàíè. Îäíà èç ýòèõ òðåóãîëüíûõ ãðàíåé èìååò ïî îäíîìó îáùåìó ðåáðó
ñ êàæäîé èç äâóõ äðóãèõ. Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ïóòü äîáàâèòü îñòàëüíûå ð¼áðà òàê,
÷òîáû ïîëó÷èòü ñòðîãî ïðèìàðíóþ ïðîåêöèþ, ýòî 534.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ïðîåêöèè íà Ðèñ. 3 ðàçëè÷íû. Äëÿ ýòîãî ìû âû÷èñëÿåì ÷èñëî óãëîâ
â êàæäîé ãðàíè äîïîëíåíèÿ ê êàæäîé ïðîåêöèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå íàáîðû ÷è-
ñåë (ñ ó÷¼òîì íàëè÷èÿ îáùèõ âåðøèí è ð¼áåð íåêîòîðûõ ãðàíåé) ðàçëè÷àþò âñå ïðîåêöèè
íà Ðèñ. 3.
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2. Ïåðå÷èñëåíèå äèàãðàìì

Âîññòàíîâèì ïî ïðîåêöèÿì, îïèñàííûì â òåîðåìå 3 (ñì. ðèñ. 3) ñòðîãî ïðèìàðíûå äèà-
ãðàììû óçëîâ â T , óêàçàâ òèï êàæäîãî ïåðåêðåñòêà. Äëÿ ïðîåêöèè ñ n âåðøèíàìè ýòî
ìîæíî ñäåëàòü 2n, òî åñòü â íàøåì ñëó÷àå ≤ 32, ñïîñîáàìè. Îäíàêî, ïåðåáîð êîìáèíàöèé
òèïîâ ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü çà ñ÷åò ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé, ñì [1]:

1. Ïðè îäíîâðåìåííîé ñìåíå òèïîâ âñåõ ïåðåêðåñòêîâ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè óçëà íå ìå-
íÿåòñÿ. Ïîýòîìó òèï îäíîãî ïåðåêðåñòêà ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, ÷òî ñîêðàùàåò
ïåðåáîð â 2 ðàçà.

2. Èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê òèïîâ âåðøèí äâóóãîëüíèêà äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü òîëüêî òå 2, êîòîðûå íå äîïóñêàþò óñòðàíåíèÿ äâóóãîëüíèêà âòîðûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ðåéäåìåéñòåðà. Ïîýòîìó êàæäûé äâóóãîëüíèê ñîêðàùàåò ïåðåáîð åù¼ â 2
ðàçà.

3. Ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà ñïîñîáà óêàçàòü òèïû ïåðåêðåñòêîâ âî ôðàãìåíòàõ ïðîåêöèé,
ïîêàçàííûõ â öåíòðå Ðèñ. 11. Âñå îñòàëüíûå äàäóò íåìèíèìàëüíûå äèàãðàììû.

Ðèñ. 11:

Ðàçëè÷íîñòü âñåõ ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå óçëîâ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ
èõ îáîáùåííûõ ïîëèíîìîâ Êàóôìàíà [8,14], ñì. [1]. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé íîðìàëèçîâàí-
íîé ñêîáêè Êàóôìàíà îò îäíîé ïåðåìåííîé, ìû èñïîëüçóåì äâå ïåðåìåííûå a è x, êîòîðûå
íóæíû äëÿ ó÷åòà ÷èñëà òðèâèàëüíûõ è ÷èñëà íåòðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé â T , ïîëó÷åí-
íûõ ïîñëå ðàçðåøåíèÿ âñåõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû óçëà. Äîïîëíèòåëüíî ìû ïðèìåíÿåì
íåñòàíäàðòíóþ íîðìèðîâêó, ïîëàãàÿ, ÷òî ïîëèíîì òðèâèàëüíîãî óçëà ðàâåí (−a2 − a−2),
à íå 1, êàê îáû÷íî. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî äîâîëüíî ÷àñòî ðàçðåøåíèå ïåðåêðåñòêîâ íå äàåò
òðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé, è ïîëó÷åííûå ïîëèíîìû ïðèøëîñü áû äåëèòü íà (−a2 − a−2).
Òî÷íàÿ ôîðìóëà òàêîâà:

X(K) = (−a)−3w(K)
∑
s

aα(s)−β(s)(−a2 − a−2)γ(s)xδ(s),

ãäå α(s) è β(s) - ÷èñëà ðàçðåøåíèé òèïà A è B â ñîñòîÿíèè s, à γ(s) è δ(s) - ÷èñëà òðèâè-
àëüíûõ è íåòðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé â òîðå, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàçðåøåíèÿ âñåõ
ïåðåêðåñòêîâ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ s. Ðàçóìååòñÿ, ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì âîç-
ìîæíûì ñîñòîÿíèÿì, à w(K) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñêðó÷èâàíèÿ äèàãðàììû. Ñïèñîê, ïîëó÷åí-
íûé ïóòåì ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ, ñì. â Ïðèëîæåíèè. Âñå ïîëèíîìû îêàçàëèñü
ðàçëè÷íûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå óçëû íà Ðèñ. 15 ðàçëè÷íû.
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3. Ïîñòðîåíèå äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ óçëîâ ðîäà 1 íà

ïëîñêîñòè

Âèðòóàëüíûå óçëû ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè: êàê óçëû â óòîë-
ùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ è êàê äèàãðììû íà ïëîñêîñòè, èìåþùèå êëàññè÷åñêèå è âèðòóàëü-
íûå ïåðåêðåñòêè. Íàïîìíèì, ÷òî äâå äèàãðàììû îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå âèðòóàëüíûé
óçåë, åñëè èõ ìîæíî ñâÿçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ðåéäå-
ìåéñòåðà. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ: êëàññè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω3, èõ
âèðòóàëüíûå Ω

′
1,Ω

′
2,Ω

′
3 è ïîëóâèðòóàëüíàÿ Ω

′′
3 âåðñèè, ñì. Ðèñ. 12. Ñì. [11].

Ω
1
' Ω

2
' Ω

3
' Ω

3
''

Ðèñ. 12: Âèðòóàëüíûå Ω
′
1,Ω

′
2,Ω

′
3 è ïîëóâèðòóàëüíàÿ Ω

′′
3 âåðñèè äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà

Òàáëèöó äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ óçëîâ ðîäà 1 íà ïëîñêîñòè (ñì. Ðèñ. 16) íåòðóäíî ïî-
ëó÷èòü èç òàáëèöû óçëîâ â T × I, ñì. Ðèñ. 15, â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà çàìêíåì äèàãðàììû
íà ïëîñêîñòè (ñì. Ðèñ. 15) ïî àíàëîãèè ñ çàìûêàíèåì êîñû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîïàðíî
ñîåäèíèì äóãàìè ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöû íèòåé íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êâàäðà-
òà. Äîáàâëÿåìûå äóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïî âèðòóàëüíûì ïåðåêðåñòêàì. Çàòåì ìû ïðèìåíèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç âèðòóàëüíûõ è ïîëóâèðòóàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ðåéäåìåéñòåðà,
÷òîáû óñòðàíèòü íåêîòîðûå âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè. Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ
ôðàãìåíòîâ äèàãðàììû, êîòîðûå ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ íàèáîëåå ïî-
ëåçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîêàçàíû íà Ðèñ. 13.

Ðèñ. 13: Äâà ïîëåçíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïðèìåð ïîêàçàí íà Ðèñ. 14.

Ðèñ. 14: Ïðèìåð
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Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

1. Â êàæäîì ïîëèíîìå ñòåïåíè ïåðåìåííîé x èìåþò îäíó è òó æå ÷åòíîñòü, êîòîðàÿ çà-
âèñèò òîëüêî îò òîãî, òðèâèàëåí èëè íåò îòâå÷àþùèé óçëó ýëåìåíò ãðóïïû H1(T ;Z2).
Ýòà ÷åòíîñòü ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ óçëà ñî ñìåæíûìè ñòîðîíàìè êâàäðàòà.

2. Òàáëèöà ñîäåðæèò ðîâíî 7 ãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíûõ óçëîâ: 416, 417, 521, 522, 556−558.

3. Òàáëèöà ñîäåðæèò ðîâíî 16 àëüòåðíèðîâàííûõ äèàãðàìì: 32, 410, 416, 56, 512, 513, 517,
521, 531, 544, 546, 549, 551, 553, 556, 568.

4. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ (îíî ðàâíî 6) çàäàþò ïðîåêöèè 53 è 57.
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Ïðèëîæåíèå (ñïèñîê ïîëèíîìîâ)

21: (a−4 + a−6 − a−10)x

31: 2a−6 + a−10 − a−14 + (−a−6 − a−10 + a−14)x2

32: a2 + 2a−2 − a−10 + (−2a−2 + a−6)x2

33: (1 + a2 − a−2 − a−4 + a−8)x

41: (a−4 + a−6 − a−8 − a−10 + a−12 + a−14 − a−18)x

42: (a−8 − 2a−14 + 2a−18)x+ (a−14 − a−18)x3

43: (−a−2 + a−4 + a−14)x+ (a−6 − a−10)x3

44: (1− a6 − a2 + a−2 + a−6)x+ (a2 − a−2)x3

45: (a−8 + a−10 − a−14 + a−18 − a−22)x

46: (−1− a−4 + a−6 − a−8 − a−10)x+ a−4x3

47: (−1− a4 + a2 − a−2 − 2a−4 + a−8)x+ x3

48: (−3a−8 + a−12 + a−14 − a−16 − a−18)x+ a−8x3

49: 2a6 − a−2 + a−6 + (−a6 + a−2 − a−6)x2

410: a2 + a−2 − a−6 + a−14 + (−2a−2 + 2a−6 − a−10)x2

411: (a−4 − a−8 + 2a−12 + a−14 − a−16 − a−18)x

412: (a−14 − 2a−10 − a−8 + a−6 + 2a−4)x

413: (a−16 − a−14 + a−12 + a−10 + a−8)x

414: (2− a−4 + a2 − a6)x

415: (−a−12 − a−10 + a−8 + 2a−6 + a−4 − a−2)x

416: −a−2 + a−6 + a−10 − 2a−14 − a−18 + (−2a−10 + 2a−14)x2

417: a6 − 2a2 − 2a−2 + a−6 + (−a6 + a2 + a−2 − a−6)x2

51: (1 + a−16 − a−12 − a−10 + a−8 + a−6 − a−4 − a−2 + a2)x

52: (−a−24 − a−22 + a−20 + 2a−18 − 2a−14 + a−10 + a−8)x

53: (−1 + a−14 − 2a−10 − a−8 + 2a−6 + 2a−4 − a−2 + a4)x

54: a−18 + a−6 + (−a−18 − a−14 + a−10)x2 + (a−14 − a−10)x4

55: a−22 − a−18 + 2a−10 + (−3a−22 + 3a−18 − a−10)x2 + (a−22 − a−18)x4

56: a−14 + 2a−2 − a6 + (−2a−10 + a−6 − 2a−2 + 2a2)x2 + (a−6 − a−2)x4

57: a−6 + a−2 + (−a−10 − a−6 + a2)x2 + (a−6 − a−2)x4

58: −a−10 + 2a−2 + a2 + (a−10 + 2a−6 − 3a−2 − a2)x2 + (−a−6 + a−2)x4

59: −a−14 + a−10 + 2a−6 − x2a−18 + (a−14 − a−10)x4

510: (a−20 − 2a−16 − a−14 + 2a−12 + a−10 − a−8 − a−6 + a−4 + a−2)x

511: −a−22 + 2a−18 + a−14 − a−10 + a−6 + (a−22 − a−18 − a−14 + a−10 − a−6)x2

512: a−10 + 2a−6 − a−2 + a6 − a10 + (−2a−6 + 2a−2 − a2)x2

513: −a−18 − a−14 + 2a−10 + a−6 + a2 + (2a−14 − 3a−10 + a−6 − a−2)x2

514: −2a−22 + a−18 + 2a−14 + a−6 + (a−22 − 2a−14 + a−10 − a−6)x2

515: −a−14 − a−2 + (a−14 + 2a−6 + a−2)x2 − x4a−6

516: −2a−22 + a−18 + a−14 − 2a−10 + (a−22 − a−14 + 4a−10)x2 − x4a−10

517: a−14 − a−10 − 2a−6 + a−2 − a6 + (−a−10 + 4a−6 − a−2 + 2a2)x2 − x4a−2

518: −a−18 − 2a−14 + a−10 + a−6 − a−2 + (2a−14 − a−10 + 2a−6 + a−2)x2 − x4a−6

519: a−6 − 2a−2 − 2a2 + a6 + (3a−2 + 2a2 − a6)x2 − x4a−2

520: −a−10 − a−6 + (2a−6 + a−2 + a2)x2 − x4a−2

521: a−14 − a−10 − 2a−6 + a−2 − a6 + (−a−10 + 3a−6 − 3a−2 + a2)x2

522: −2a−22 + a−18 + a−14 − 2a−10 + (a−22 − 2a−14 + 2a−10 − a−6)x2

523: (−a−24 + 2a−20 + a−18 − 2a−16 − 3a−14 + a−12 + 2a−10 + a−8)x

524: (−1− a−12 − a−10 + a−8 + 3a−6 + a−4 − 2a−2 + a4)x

525: (3 + a−8 − a−6 − 2a−4 + 2a2 − a4 − a6)x
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526: (a−16 − a−12 − 2a−10 + 2a−6 + a−4)x

527: (2 + a−10 + a−8 − a−6 − 2a−4 − a−2 + a2)x

528: (a−14 + a−12 − 2a−10 − 2a−8 + 2a−4 + a−2)x

529: (2 + a−10 + a−8 − a−6 − 2a−4 − a4 + a8)x

530: −a−26 + a−14 + 2a−10 + (a−26 − a−22 + a−18 − a−14 − a−10)x2

531: −a−22 + 2a−6 + a−2 + (a−18 − a−14 + a−10 − 2a−6)x2

532: (−2a−18 − a−16 + 2a−14 + 3a−12 − 2a−8 + a−4)x

533: (a−20 − a−18 + a−14 + a−12 − 2a−8 + a−4)x+ (−a−16 + a−12)x3

534: (a−16 + a−12 − a−10 − a−8 + a−6)x+ (−a−12 + a−8)x3

535: (3 + a−10 + a−8 − a−6 − a−4 − 2a4)x+ (−1 + a4)x3

536: (2− a−12 − a−2 + a2)x+ (a−8 − a−4)x3

537: (−a−18 + 2a−14 + a−12 − a−8 + a−4 − a−2)x+ (−a−10 + a−6)x3

538: (1 + a−8 + a−6 − a−4 − a6)x+ (−a−2 + a2)x3

539: (−1− 3a−10 + 3a−6 + a−4 − a−2 + a2 + a4)x+ (a−10 − a−6)x3

540: (−1− a−16 − a−12 − a−10 + a−6)x+ (a−12 − a−8 + a−4)x3

541: (−a−12 − a−4 − a−2 + a2 − a4)x+ (1 + a−8 − a−4)x3

542: (2 + a−10 − a−6 − 3a−4 − 2a4)x+ (−1 + a−4 + a4)x3

543: a−22 − a−18 + 2a−10 + (a−26 − 2a−22 + 2a−18 − a−14 − a−10)x2

544: a−14 + 2a−2 − a6 + (−a−10 + 2a−6 − 3a−2 + a2)x2

545: −a−22 + a−18 + 2a−6 + (a−22 − a−18 − a−6)x2

546: −a−18 + a−10 + a−2 + a2 + (a−14 − 2a−10 + 2a−6 − 2a−2)x2

547: (2− a−12 + 2a−8 + a−6 − 2a−4 − 2a−2 + 2a2 − a6)x

548: a−26 − 2a−18 + a−14 + 2a−10 + (−a−22 + 3a−18 − 2a−14 − a−10)x2

549: a−14 − a−10 + a−6 + 3a−2 − a2 − a6 + (a−6 − 4a−2 + 2a2)x2

550: (−1 + a−14 − 2a−10 + 2a−6 + a−4 − 2a−2 + a2 + a4)x

551: −a−22 + a−18 − a−14 − a−10 + 3a−6 + a−2 + (2a−10 − 3a−6)x2

552: −a−10 + 2a−6 + 2a−2 − a2 + (a−10 − a−6 − 2a−2 + a2)x2

553: a−14 − a−10 − a−6 + 3a−2 + a2 − a6 + (−a−10 + 3a−6 − 4a−2 + a2)x2

554: a−18 − 2a−14 + 3a−6 + (−a−18 + 2a−14 − 2a−6)x2

555: −a−18 − 2a−14 + 2a−10 + 3a−6 + (2a−14 − 2a−10 − a−6)x2

556: a−26 − a−22 − 3a−18 + a−14 + a−10 − a−6 + (−a−22 + 4a−18 − 3a−14)x2

557: a−18 − 3a−14 − 2a−10 + 2a−6 + (−a−18 + 2a−14 + a−10 − 2a−6)x2

558: −2a−10 + a−6 + 2a−2 − 2a2 − a6 + (a−10 − 3a−2 + 2a2)x2

559: (1− a−12 − a−10 + 2a−8 + 2a−6 − a−4 − 2a−2 + 2a2 − a6)x

560: (−a−12 + 3a−8 + 2a−6 − 2a−4 − 4a−2 + 2a2 + a4)x

561: (a−8 + a−6 − a−4 − 2a−2 + a2 + a4)x

562: (−1− a−10 + a−8 + 2a−6 − 2a−2 + a2 + a4)x

563: (−a−18 + 2a−14 + a−12 − 2a−10 − 2a−8 + a−6 + 2a−4)x

564: (2 + a−8 − 2a−4 − a−2 + 2a2 − a6)x

565: (a−16 + a−14 − a−12 − 3a−10 − a−8 + 2a−6 + 2a−4)x

566: (3 + a−10 + a−8 − a−6 − 3a−4 − a−2 + 2a2 − a6)x

567: −2a−10 + a−6 + 3a−2 + (a−10 − 3a−2 + a2)x2

568: a−14 − 2a−10 + 4a−2 − a6 + (2a−6 − 5a−2 + 2a2)x2

569: −a−22 − a−18 + 2a−14 + 2a−10 + (2a−18 − 2a−14 − a−10)x2
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Ðèñ. 15: Äèàãðàììû ïðèìàðíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ðîäà 1 ñ íå áîëåå ÷åì 5 ïåðåêðåñòêàìè,
ãäå T ïðåäñòàâëåí â âèäå êâàäðàòà ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè
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Ðèñ. 16: Âèðòóàëüíûå óçëû ðîäà 1, èìåþùèå íå áîëåå 5 êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ
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