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Ìû îáîáùàåì îöåíêó äëÿ ðàíãà ïåðåñå÷åíèÿ ïîäãðóïï â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè
ãðóïï, äîêàçàííóþ ðàíåå Ñ.Â.Èâàíîâûì è Ó.Äèêñîì (àíàëîã íåðàâåíñòâà Õ.Íåéìàí
â ñâîáîäíîé ãðóïïå), íà ñëó÷àé ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï ñ îáúåäèíåííîé
íîðìàëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïîé. Ìû òàêæå äîêàçûâàåì íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åííîé
îöåíêè â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïîé ñîäåðæèò
èíâîëþöèþ.

Câîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïîé, íåðàâåíñòâî Õ.Íåéìàí

1. Ââåäåíèå.

Ïóñòü ñíà÷àëà G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, a H1 è H2 � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû â
G. Â 1954 ãîäó Õàóñîí â ñòàòüå [1] äîêàçàë, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà H1∩H2 òàêæå
êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Äàëåå, â 1957 ãîäó Õ.Íåéìàí â ñòàòüå [2] äîêàçàëà ñëåäóþùóþ
îöåíêó äëÿ ðàíãà ïåðåñå÷åíèÿ ïîäãðóïï â ñâîáîäíîé ãðóïïå (íåðàâåíñòâî Õ.Íåéìàí):

r(H1 ∩H2) 6 2r(H1)r(H2), (1)

ãäå r(H) = max(0, r(H)− 1) � ðåäóöèðîâàííûé ðàíã ïîäãðóïïû H.
Ñ.Â.Èâàíîâ è Ó.Äèêñ â ñòàòüÿõ [3], [4], [8] îáîáùèëè ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé,

êîãäà G � ýòî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï. Âåçäå äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
íåòðèâèàëüíûå ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [4]:

Òåîðåìà 1. (Ó.Äèêñ, Ñ.Â.Èâàíîâ). Ïóñòü G = G1 ∗ G2 � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå
ãðóïï, à H1 è H2 � ïîäãðóïïû â G , òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê
ñîìíîæèòåëÿì G1 è G2 (ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êóðîøà [7], ñâîáîäíûå) è êîíå÷-
íîãî ðàíãà. Òîãäà ðàíã H1 ∩H2 òàêæå êîíå÷åí, ïðè÷¼ì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

r(H1 ∩H2) 6 2
q∗

q∗ − 2
r(H1)r(H2) 6 6r(H1)r(H2), (2)

ãäå q∗ � ìèíèìàëüíûé èç ïîðÿäêîâ ïîäãðóïï ãðóïï G1, G2, áîëüøèõ 2; q∗

q∗−2 = 1,

åñëè q∗ = ∞. Êðîìå òîãî, ïåðâàÿ îöåíêà â (2) íåóëó÷øàåìà, åñëè â G åñòü ýëåìåíò
ïîðÿäêà 2 è G � Z2 ∗ Z2.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòà òåîðåìà îáîáùàåò íåðàâåíñòâî Õ.Íåéìàí. Íàñ áóäåò èíòå-

ðåñîâàòü äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íåðàâåíñòâ (1) è (2) íà ñëó÷àé ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ãðóïï ñ îáúåäèíåííîé íîðìàëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïîé. Ìû òàêæå ðàññìîòðèì
âîïðîñ î íåóëó÷øàåìîñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G = G1 ∗T G2 � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ñ îáúåäèíåííîé
íîðìàëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïîé T , à H1 è H2 � ïîäãðóïïû â G, òðèâèàëüíî ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G1 è G2 (ñëåäîâàòåëüíî, êàê èçâåñòíî,
ñâîáîäíûå) è êîíå÷íîãî ðàíãà. Òîãäà ðàíã H1∩H2 òàêæå êîíå÷åí, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ
îöåíêà

r(H1 ∩H2) 6 2
q∗f

q∗f − 2
|T | · r(H1)r(H2) 6 6|T | · r(H1)r(H2), (3)

ãäå q∗f � ìèíèìàëüíûé èç ïîðÿäêîâ ïîäãðóïï ãðóïï G1/T , G2/T , áîëüøèõ 2;
q∗f
q∗f−2 = 1,

åñëè q∗f = ∞, à |T | � ïîðÿäîê ãðóïïû T . Ïðè ýòîì ïåðâàÿ îöåíêà â (3) íåóëó÷øàåìà,

åñëè â G1/T èëè G2/T åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 è G1/T ∗G2/T � Z2 ∗ Z2.
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2. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè òåîðåìû 2.

Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (3).

Ïîñêîëüêó T � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G1 ∗T G2, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ôàêòî-
ðèçàöèþ ïî íåé

ϕ : G1 ∗T G2 → G1/T ∗G2/T.

Ïóñòü
ϕ(H1) = H ′1, ϕ(H2) = H ′2, ϕ(H1 ∩H2) = L ⊆ H ′1 ∩H ′2

Çäåñü ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó

L = ϕ(H1 ∩H2) ⊆ ϕ(H1) ∩ ϕ(H2) = H ′1 ∩H ′2
Ëåììà 1.

r(H1 ∩H2) ≤ 2
q∗f

q∗f − 2
|H ′1 ∩H ′2 : L| r(H1)r(H2) (4)

(Íèæå, â ëåììå 2, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èíäåêñ |H ′1 ∩H ′2 : L| êîíå÷åí.)
� Ïîñêîëüêó H1 è H2 òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿìè,

îíè, â ÷àñòíîñòè, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïîé, ïîýòîìó

H1 ' H ′1, H2 ' H ′2, H1 ∩H2 ' L,

à, çíà÷èò,

r(H1) = r(H ′1), r(H2) = r(H ′2), r(H1 ∩H2) = r(L).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî H ′1 è H ′2 òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòå-
ëÿì. Òàê êàê H ′1 è H ′2 � ïîäãðóïïû â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè G1/T ∗ G2/T (óæå áåç
îáúåäèíåííîé ïîäãðóïïû), ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1. Èç (2) èìååì:

r(H ′1 ∩H ′2) ≤ 2
q∗f

q∗f − 2
r(H ′1)r(H ′2). (5)

Äàëåå, L - ïîäãðóïïà â ñâîáîäíîé ãðóïïåH ′1∩H ′2, çíà÷èò, ñîãëàñíî ôîðìóëåØðàéåðà
[5], èìååì

r(L) = |H ′1 ∩H ′2 : L| r(H ′1 ∩H ′2)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (4). �

Ëåììà 2.
|H ′1 ∩H ′2 : L| 6 |T | (6)

À èìåííî, âñå ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû H ′1 ∩H ′2 ïî L èìåþò âèä

ϕ(H1 ∩H2t), t ∈ T : H1 ∩H2t 6= ∅ (7)

� a)
⋃
t∈T ϕ(H1 ∩H2t) = H ′1 ∩H ′2

Âêëþ÷åíèå ⊆ âåðíî, òàê êàê ϕ(H1) = H ′1, ϕ(H2t) = ϕ(H2) = H ′2; âêëþ÷åíèå ⊇
âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê

g′ ∈ H ′1 ∩H ′2 ⇒ g′ = ϕ(h1) = ϕ(h2), h1 = h2t, h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, t ∈ T

⇒ g′ ∈ ϕ(H1 ∩H2t)

á) Äëÿ êàæäîãî t ∈ T ϕ(H1 ∩H2t) ëåæèò â îäíîì ëåâîì ñìåæíîì êëàññå ïî L, òàê
êàê

a′, b′ ∈ ϕ(H1 ∩H2t) ⇒ a′ = ϕ(a), b′ = ϕ(b), a, b ∈ H1 ∩H2t, ab−1 ∈ H1 ∩H2

⇒ a′b′−1 = ϕ(ab−1) ∈ ϕ(H1 ∩H2) = L

â) Íàêîíåö, Lϕ(H1 ∩H2t) = ϕ(H1 ∩H2)ϕ(H1 ∩H2t) = ϕ(H1 ∩H2t) �
Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (4), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî r(H1∩H2) êîíå÷åí è îöåíêà (3) âûïîëíÿåòñÿ.
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3. Ãðàô ïîäãðóïïû â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåóëó÷øàåìîñòè îöåíêè òåîðåìû 2 íàì ïîíàäîáèòñÿ êîíñòðóêöèÿ
ãðàôà ïîäãðóïïû â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïï. Ýòà êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçîâàëàñü
òàêæå â ñòàòüÿõ [3], [8], [9], [10]. Çäåñü ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ãðàôå ïîä-
ãðóïïû â íåîáõîäèìîì íàì ñëó÷àå.

Ïóñòü H ⊆ G =
∏∗

Gα - ïîäãðóïïà â G, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ñîïðÿ-
æåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì Gα. Ïîñòàâèì H â ñîîòâåòñòâèå ãðàô Ψ∗(H), óñòðîåííûé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Âåðøèíû ãðàôà Ψ∗(H) áûâàþò 2 òèïîâ:
1) Âåðøèíû 1 ðîäà îòâå÷àþò ïðàâûì ñìåæíûì êëàññàì G ïî H
2) Âåðøèíû 2 ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîìíîæèòåëþ Gα, îòâå÷àþò êëàññàì ýêâè-

âàëåíòíîñòè ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ:
Hg1 ∼ Hg2, åñëè ∃c ∈ Gα : Hg1c = Hg2 (êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü
[Hg1]α).

Äàëåå, ðåáðà ãðàôà Ψ(H) óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøèíà 1 ðîäà Hg1 ñî-
åäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé 2 ðîäà [Hg1]α äëÿ âñåõ α.

Îðèåíòèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âñå ð¼áðà ãðàôà Ψ∗(H) (åñëè e � ðåáðî,
òî ïîä e−1 ìû ïîíèìàåì òî æå ðåáðî ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé) è ðàññòàâèì íà
ð¼áðàõ ìåòêè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü e1 � ðåáðî ñ êîíöîì â âåðøèíå 2 ðîäà [Hg1]α, òîãäà ϕ(e1) � ýòî ýëåìåíò Gα
è ϕ(e−1

1 ) = ϕ(e1)−1.
Âûáåðåì ìåòêè òàê, ÷òî, åñëè Hg1, Hg2 � âåðøèíû 1 ðîäà, ñîåäèí¼ííûå ñ âåðøèíîé

2 ðîäà [Hg1]α ð¼áðàìè e1, e2 ñ ìåòêàìè ϕ(e1), ϕ(e2) ñîîòâåòñòâåííî, òî

Hg1ϕ(e1)ϕ(e2)−1 = Hg2 (8)

(çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îáà ðåáðà îðèåíòèðîâàíû îò âåðøèí 1 ðîäà ê âåðøèíå 2
ðîäà).

Îòìå÷åííîé òî÷êîé íàçîâ¼ì âåðøèíó 1 ðîäà, îòâå÷àþùóþ ïîäãðóïïå H.
Ìåòêîé ïóòè p = e1 . . . em â ãðàôå Ψ∗(H) íàçîâ¼ì ϕ(e1) . . . ϕ(em)
Íåñîêðàòèìûì íàçîâåì ïóòü, íå ñîäåðæàùèé ïîäïóòåé âèäà dd−1, ãäå d � ðåáðî.
Ïóñòü Ψ(H) � ïîäãðàô â ãðàôå Ψ∗(H), ñîñòîÿùèé èç îáúåäèíåíèÿ íåñîêðàòèìûõ

öèêëîâ ãðàôà Ψ∗(H), îáúåäèíåííîãî (ïðè íåîáõîäèìîñòè) òàêæå ñ ïóòåì äî îòìå÷åííîé
òî÷êè.

Ñëåäóþùèå 2 ëåììû äîêàçàíû òàêæå â ñòàòüå [3].

Ëåììà 3. Ïóñòü H ⊆ G =
∏∗

Gα, w � íåïóñòîå íåñîêðàòèìîå ñëîâî â àëôàâèòå⋃
Gα. Òîãäà w ∈ H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Ψ(H) åñòü çàìêíóòûé íåñîêðàòè-

ìûé ïóòü ñ ìåòêîé w ñ íà÷àëîì â îòìå÷åííîé òî÷êå.

� (⇐) w � ìåòêà ïóòè ñ íà÷àëîì è êîíöîì â âåðøèíå 1 ðîäà H, çíà÷èò (ïî
ïîñòðîåíèþ ãðàôà, èç ôîðìóëû (8)) Hw = H, òî åñòü w ∈ H.

(⇒) w = s1 . . . sk, si ∈ Gαi
. Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà Ψ∗(H), â í¼ì åñòü âåðøèíû

1 ðîäà H,Hs1, Hs1s2, . . . ,Hs1s2 . . . sk = H, è åñòü ïóòü, ñîåäèíÿþùèé Hs1s2 . . . sj−1 è
Hs1s2 . . . sj−1sj ñ ìåòêîé sj (ýòî ïóòü èç 2 ðåáåð, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó 2 ðîäà
[Hs1s2 . . . sj−1]αj

= [Hs1s2 . . . sj−1sj ]αj
, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îí èìååò ìåòêó sj , òàê êàê

èíà÷å íàðóøàëîñü áû óñëîâèå, ÷òî ïîäãðóïïà H òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåí-
íûìè ê ñîìíîæèòåëþ Gαi

). ßñíî òàêæå, ÷òî ýòîò ïóòü ëåæèò â îáúåäèíåíèè íåñîêðà-
òèìûõ öèêëîâ ãðàôà Ψ∗(H) (â ñèëó íåñîêðàòèìîñòè ñëîâà w), à ñëåäîâàòåëüíî ëåæèò
â Ψ(H). �

Äàëåå, ïóñòü T � ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî â Ψ(H), à C � ìíîæåñòâî ð¼áåð, íå
âîøåäøèõ â T . Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e èç C íàéäåì (åäèíñòâåííûé) ïóòü ïî äåðåâó T îò
îòìå÷åííîé òî÷êè äî íà÷àëà ýòîãî ðåáðà e è (åäèíñòâåííûé) ïóòü îò êîíöà ðåáðà e äî
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îòìå÷åííîé òî÷êè; ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çàìêíóòûå ïóòè ñ íà÷àëîì â îòìå÷åííîé
òî÷êå:

qeere, e ∈ C (9)

Ëåììà 4. Ïóñòü H ⊆ G =
∏∗

Gα � ïîäãðóïïà, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ñîïðÿ-
æåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì. Òîãäà H ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

ϕ(qeere), e ∈ C. (10)

Êðîìå òîãî, H èìååò êîíå÷íûé ðàíã òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Ψ(H) êîíå÷åí,
è â ýòîì ñëó÷àå

r(H) = −χ(Ψ(H)), (11)

ãäå χ(P ) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ãðàôà P , ðàâíàÿ ðàçíîñòè êîëè÷åñòâà âåðøèí è
êîëè÷åñòâà ð¼áåð ãðàôà P.

� Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [3] è îïèðàåòñÿ íà òîò ôàêò, ÷òî ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà Ψ(H) ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ïóòÿìè âèäà (9). Ôîðìóëà (11) ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî

−χ(Ψ(H)) = |C| − 1,

ïîñêîëüêó â T âõîäÿò âñå âåðøèíû ãðàôà Ψ(H) è ð¼áåð â T íà 1 ìåíüøå, ÷åì âåðøèí
(T � äåðåâî). Íî, ñîãëàñíî (10), |C| = r(H) è (11) âûïîëíÿåòñÿ. �

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïîäãðóïïà H èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G, Ψ(H) =
Ψ∗(H). Ýòî ëåãêî âèäåòü, ïîñêîëüêó, åñëè áû â ãðàôå Ψ∗(H) íàøåëñÿ ïóòü, íå âõîäÿùèé
â îáúåäèíåíèå íåñîêðàòèìûõ öèêëîâ ýòîãî ãðàôà, òî ïî ïîñòðîåíèþ íàøåëñÿ áû òàêîé
áåñêîíå÷íûé ïóòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè èíäåêñà H (âåðøèí 1 ðîäà â Ψ∗(H)
êîíå÷íîå ÷èñëî).

Íåñëîæíî âèäåòü òàêæå, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G, òî ãðàôó Ψ∗(H)
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ãðàô Êýëè ãðóïïû G/H (îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùèõ,
ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè ïðè ôàêòîðèçàöèè ïîðîæäàþùèõ èç Gα), ïðè ýòîì âåðøèíàì
ãðàôà Êýëè ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû 1 ðîäà ãðàôà Ψ∗(H).

4. Äîêàçàòåëüñòâî íåóëó÷øàåìîñòè îöåíêè òåîðåìû 2.

Ñíîâà ðàññìîòðèì ôàêòîðèçàöèþ

ϕ : G = G1 ∗T G2 → G1/T ∗G2/T = G′1 ∗G′2 = G′.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, â G′ åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 è G′ � Z2 ∗ Z2. Ñëåäóþùàÿ ëåììà
äîêàçàíà òàêæå â [4]:

Ëåììà 5. Ïóñòü G′ = G′1 ∗ G′2, q∗f � ìèíèìàëüíûé èç ïîðÿäêîâ ïîäãðóïï ãðóïï

G′1, G
′
2, áîëüøèõ 2. Ïóñòü òàêæå â G′ åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 è G′ � Z2 ∗ Z2. Òîãäà

ëèáî q∗f = ∞, ëèáî q∗f � ïðîñòîå, q∗f > 2, ëèáî q∗f = 4, ïðè÷åì G′ ñîäåðæèò îäíó èç
ñëåäóþùèõ ïîäãðóïï:

Z2 ∗ Z2 ∗ Z2, åñëè q∗f =∞ (12)

Z2 ∗ Zp, åñëè q∗f = p, p− ïðîñòîå, p > 2 (13)

Z2 ∗ Z4 èëè Z2 ∗ (Z2 × Z2), åñëè q∗f = 4. (14)

� Òîò ôàêò, ÷òî q∗f ðàâíî ∞, 4 èëè ïðîñòîå, ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ q∗f è òåîðåì
Ñèëîâà.

Ïóñòü a � ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 â G′, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí ëåæèò â îäíîì èç
ñîìíîæèòåëåé, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè a ∈ G′1. Åñëè q∗f <∞, òî ïóñòü Q � ïîäãðóïïà
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G′1 èëè G
′
2, ñîñòîÿùàÿ èç q

∗
f ýëåìåíòîâ. Òîãäà ïîäãðóïïà 〈bab−1〉∗Q, ãäå b ∈ G′2, b 6= 1,

èìååò èñêîìûé âèä (13) èëè (14).
Åñëè æå q∗f =∞, òî ïîäãðóïïà 〈a〉 ∗ 〈bab−1〉 ∗ 〈cac−1〉, ãäå b, c ∈ G′2, b, c 6= 1, b 6= c,

èìååò èñêîìûé âèä (12) (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â G′2 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå 3 ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòà, òàê êàê G′ � Z2 ∗ Z2). �

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ïåðâàÿ îöåíêà â (3) íåóëó÷-
øàåìà. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïîäãðóïïå âèäà (12), (13) èëè (14) â G′ è ê åå
ïîëíîìó ïðîîáðàçó ïðè ãîìîìîðôèçìå ϕ â G è îãðàíè÷èòü ôàêòîðèçàöèþ ϕ íà ýòîò
ïðîîáðàç. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåóëó÷øàåìîñòü ïåðâîé îöåíêè â (3) (ò.å. ïðè-
âåñòè ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïï H1 è H2) â òîì ñëó÷àå, êîãäà G′ åñòü îäíà
èç ãðóïï âèäà (12), (13) èëè (14).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2 âèäíî, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (3) îáðàùàåòñÿ â ðà-
âåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ðàâåíñòâî îáðàùàþòñÿ íåðàâåíñòâà (5) è (6).
Áóäåì äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî n = |T | ñíà÷àëà äëÿ êàæäîé èç
ãðóïï âèäà (12), (13) è (14) ïîñòðîèì â íåé íåêîòîðûå (ñâîáîäíûå) ïîäãðóïïû êîíå÷-
íîãî èíäåêñà H ′1 è H

′
2, òàêèå, ÷òî äëÿ íèõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî â (5), à çàòåì âûáåðåì

íåêîòîðûì îáðàçîì ïðîîáðàçû ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ýòèõ ïîäãðóïï ïðè ôàêòîðè-
çàöèè ϕ òàê, ÷òîáû äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî â (6) äëÿ ïîëó÷åííûõ ïðîîáðàçîâ H1 è H2.
Áîëåå ñòðîãî ýòîò ïðîöåññ áóäåò îïèñàí äàëåå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ òàêæå â ñòàòüå [4].

Ëåììà 6. Ïóñòü H ′1 è H ′2 - ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà â G′, òðèâèàëüíî ïåðåñåêà-
þùèåñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì, G′ åñòü îäíà èç ãðóïï âèäà (12), (13) èëè
(14). Òîãäà ðàâåíñòâî â (5) äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|G′ : H ′1 ∩H ′2| = |G′ : H ′1| · |G′ : H ′2| (15)

� Çàìåòèì ñïåðâà, ÷òî, â ñèëó (11),

r(H ′) = −χ(Ψ(H ′)) =
1

2

∑
v∈V (Ψ(H′))

(deg v − 2), (16)

ãäå H ′ ⊆ G′, V (Ψ(H ′)) - ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Ψ(H ′). Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç
U(Ψ(H ′)) ìíîæåñòâî âåðøèí 1 ðîäà â Ψ(H ′), à ÷åðåç Vp(Ψ(H ′)) � ìíîæåñòâî âåðøèí
ñòåïåíè p â Ψ(H ′). ßñíî, ÷òî |U(Ψ(H ′))| = |G′ : H ′|.

Çäåñü è äàëåå ïîä ïîäãðóïïîé H ′ ìû áóäåì ïîíèìàòü îäíó èç ïîäãðóïï H ′1, H
′
2

èëè H ′1 ∩H ′2 â G′ (âñå îíè èìåþò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′ è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ
ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà G′ èìååò âèä (13) èëè (14). Òîãäà âåðøèíû 1
ðîäà ãðàôà Ψ(H ′) èìåþò ñòåïåíü 2, âåðøèíû 2 ðîäà ýòîãî ãðàôà, îòíîñÿùèåñÿ ê ñî-
ìíîæèòåëþ Z2, òàêæå èìåþò ñòåïåíü 2, à âåðøèíû 2 ðîäà, îòíîñÿùèåñÿ ê äðóãîìó
ñîìíîæèòåëþ, èìåþò ñòåïåíü p, ãäå p � ïðîñòîå èëè 4. Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû ñòåïåíè
2 íå äàäóò âêëàäà â ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (16), ïîýòîìó ïîëó÷èì

r(H ′) =
p− 2

2
|Vp(Ψ(H ′))|.

Äàëåå, êàæäàÿ âåðøèíà 1 ðîäà ñîåäèíåíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé (2 ðîäà) ñòåïåíè p,
ñëåäîâàòåëüíî,

|G′ : H ′| = |U(Ψ(H ′))| = p|Vp(Ψ(H ′))| = 2p

p− 2
r(H ′).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (15) (äëÿ êàæäîãî èç 3 èíäåêñîâ) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî q∗ = p,
ïîëó÷àåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå (15) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó â (5).
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Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà G′ = Z2 ∗ Z2 ∗ Z2, q
∗ = ∞. Â ýòîì ñëó÷àå âñå

âåðøèíû 2 ðîäà â ãðàôå Ψ(H ′) èìåþò ñòåïåíü 2 è ïîòîìó íå äàþò âêëàäà â ñóììó â
ïðàâîé ÷àñòè (16), à âñå âåðøèíû 1 ðîäà èìåþò ñòåïåíü 3, ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

r(H ′) =
|V3(Ψ(H ′))|

2
=
|U(Ψ(H ′))|

2
=
|G′ : H ′|

2
,

òî åñòü |G′ : H ′| = 2r(H ′). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (15) (äëÿ êàæäîãî èç 3 èíäåê-

ñîâ) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî q∗

q∗−2 = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå (15) ýêâèâàëåíòíî

ðàâåíñòâó â (5). �
Äàëåå, îáùåèçâåñòíà ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 7. Ïóñòü
H ′1 / G

′, H ′1H
′
2 = G′ (17)

Òîãäà |G′ : H ′1 ∩H ′2| = |G′ : H ′1| · |G′ : H ′2|

�
G′/H ′1 = (H ′1H

′
2)/H ′1

∼= H ′2/(H
′
1 ∩H ′2),

òî åñòü |G′ : H ′1| = |H ′2 : H ′1 ∩H ′2|, à çíà÷èò

|G′ : H ′1 ∩H ′2| = |G′ : H ′2| · |H ′2 : H ′1 ∩H ′2| = |G′ : H ′2| · |G′ : H ′1| �

Òàêèì îáðàçîì, èç ëåìì 6 è 7 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèå
(17) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà â (5).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåðàâåíñòâî (6). Êàê âèäíî èç (7), íåðàâåíñòâî (6) îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H1 ∩H2t 6= ∅ ∀t ∈ T (18)

Ïîñëåäíåå æå âåðíî, åñëè
T ⊆ H1H2. (19)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèìåðàõ, êîòîðûå áóäóò ïîñòðîåíû äàëåå, äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (17) è (19), à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî îáå ïîäãðóïïû H ′1 è H

′
2 èìåþò

êîíå÷íûé èíäåêñ â G′ è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì
G′, òîãäà áóäåò äîñòèãàòüñÿ ðàâåíñòâî è â ïåðâîé îöåíêå (3).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîíêðåòíîìó ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ. Ïóñòü |T | = n.
1 ñëó÷àé. Ïóñòü ñíà÷àëà

G′ = Z2 ∗ Zp ∼= 〈a, b | ap = b2 = 1〉,

ãäå p - ïðîñòîå, p > 2.
Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ïîäãðóïïó H ′1.
Ðàññìîòðèì

G′0 = 〈〈(ab)6〉〉 ⊆ G′, R = G′/G′0
∼= 〈a, b | ap = b2 = (ab)6 = 1〉 = T (p, 2, 6).

Ýòî òðåóãîëüíàÿ ãðóïïà; êàê èçâåñòíî, îíà áåñêîíå÷íà, ïîñêîëüêó

1

p
+

1

2
+

1

6
≤ 1 ïðè p ≥ 3.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî òðåóãîëüíûå ãðóïïû ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìû ([6]). Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà M ãðóïïû R ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì èç
R íà êîíå÷íóþ ãðóïïó, èíúåêòèâíûé íà ìíîæåñòâå M .
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Äàëåå, ðàññìîòðèì â ãðóïïå G′0 ñëîâà âèäà

w′1 = (ab)6, w′2 = ((ab)6)ba
−1ba−2

, w′3 = ((ab)6)(ba−1ba−2)2 , ..., w′n = ((ab)6)(ba−1ba−2)n−1

(20)
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Ðàññìîòðèì ÷àñòü ãðàôà Ψ(G′0), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ âåðøèí 2 ðîäà ýòîãî ãðàôà,

ëåæàùèõ íà íåñîêðàòèìûõ ïóòÿõ ñ ìåòêàìè âèäà (20), âìåñòå ñ âûõîäÿùèìè èç íèõ
ðåáðàìè è èõ êîíöàìè � âåðøèíàìè 1 ðîäà. Ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ, îòâå÷àþùèõ
ýòèì âåðøèíàì 1 ðîäà, âîçüìåì â êà÷åñòâå M , òîãäà î÷åâèäíî M åñòü ïîäìíîæåñòâî
ôàêòîðãðóïïû R = G′/G′0, ïðè÷åì 1, a, b ∈M .

Óêàçàííàÿ ÷àñòü ãðàôà Ψ(G′0) äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.
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Ðèñ.1

(Çäåñü âåðøèíû 1 ðîäà îáîçíà÷åíû ñèìâîëîì •, âåðøèíû 2 ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîìíîæèòåëþ 〈b〉2 � ñèìâîëîì ◦, à âåðøèíû 2 ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîìíîæèòåëþ 〈a〉3
� ñèìâîëîì �. Ïðè ýòîì ìåòêà íåòðèâèàëüíîãî ïóòè èç 2 ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå
2 ðîäà, êîòîðàÿ îòâå÷àåò ñîìíîæèòåëþ 〈b〉2, ðàâíà b (è íå îòìå÷åíà íà ðèñóíêå). Ìåòêà
æå íåòðèâèàëüíîãî ïóòè èç 2 ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå 2 ðîäà, êîòîðàÿ îòâå÷àåò
ñîìíîæèòåëþ 〈a〉3, ðàâíà a èëè a2 â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòêàìè íà ðèñóíêå ðÿäîì ñ ýòîé
âåðøèíîé 2 ðîäà è íàïðàâëåíèåì îáõîäà ýòîé âåðøèíû 2 ðîäà (ó íàñ çäåñü è äàëåå
âñå òàêèå îáõîäû ñîâåðøàþòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Òàê, íàïðèìåð, ìåòêà ïóòè (èç 2
ðåáåð) èç v â w ðàâíà b; ìåòêà ïóòè èç u â v ðàâíà a, à ìåòêà ïóòè èç u â y ðàâíà a2.
Îòìå÷åííàÿ òî÷êà çäåñü è äàëåå âûäåëåíà ñèìâîëîì ∗.)

Âñëåäñòâèå ñêàçàííîãî âûøå, ñóùåñòâóåò ôàêòîðèçàöèÿ π : R → S = R/R0, èíúåê-
òèâíàÿ íà ìíîæåñòâå M , ãäå S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà S ∼= G′/H ′1, H

′
1CG

′, G′0 ⊆ H ′1.
Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîäãðóïïà H ′1 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′ (òàê êàê S êî-
íå÷íà). Êðîìå òîãî, H ′1 òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′

(â ÷àñòíîñòè, H ′1 ñâîáîäíà), òàê êàê èíà÷å, â ñèëó íîðìàëüíîñòè H ′1, â íåé ëåæàë áû
ýëåìåíò a èëè b, íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó 1, a, b ∈M è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíî
îòîáðàæàþòñÿ íà S.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå â G′0 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû n ýëå-
ìåíòîâ (20) âõîäèëè â èõ ÷èñëî (äëÿ ýòîãî íóæíî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàòü
ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî â ÷àñòè ãðàôà Ψ(G′0), îòâå÷àþùåé ýëåìåíòàì (20)). Áîëåå òîãî,
ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå â H ′1 òàêæå ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ýëåìåíòû (20) âõîäèëè
â èõ ÷èñëî. Ýòî ñëåäóåò èç èíúåêòèâíîñòè ôàêòîðèçàöèè π íà M : ÷àñòü ãðàôà Ψ(H ′1),
îòâå÷àþùàÿ ýëåìåíòàì (20), áóäåò òàêîé æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ãðàôà Ψ(G′0)
(ñì. ðèñ. 1), è, âûáðàâ òåì æå îáðàçîì ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî â Ψ(H ′1), ìû ïîëó÷èì
òðåáóåìîå. Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû âèäà (20) âõîäÿò â ÷èñëî ñâîáîäíûõ
ïîðîæäàþùèõ H ′1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî (ba)6 = ((ab)6)b ∈ H ′1.

Ïîñòðîèì òåïåðü ïîäãðóïïó H ′2.
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Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó K ⊆ G′, (ñâîáîäíî) ïîðîæäàåìóþ ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

w′1, ..., w
′
n èç (20), (ba)5, (ba)2(ba−1)5(ba)2. (21)

Ãðàô Ψ(K) äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.
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Ðèñ.2

(Çäåñü îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è íà ðèñ.1; íàïðèìåð, ìåòêà ïóòè (èç 2 ðåáåð) èç u â
v ðàâíà a−1.)

Ïîäãðóïïà K òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′, îäíàêî
K èìååò áåñêîíå÷íûé èíäåêñ â G′. Ìîæíî ïîñòðîèòü ïîäãðóïïó H ′2 ⊆ G′, òàêóþ, ÷òî
K ⊆ H ′2, H

′
2 òàêæå òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′ è

H ′2 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òå èç âåðøèí 1 ðîäà ãðàôà
Ψ∗(K), êîòîðûå ñàìè íå ëåæàò â ãðàôå Ψ(K), íî ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ âåðøèíîé 2 ðîäà
ãðàôà Ψ(K). Ïóñòü Z = {zj , j = 1...J} � ìíîæåñòâî ïóòåé äî ýòèõ âåðøèí (1 ðîäà) èç
îòìå÷åííîé òî÷êè ãðàôà Ψ∗(K), ëåæàùèõ â (ôèêñèðîâàííîì) ìàêñèìàëüíîì ïîääåðåâå
ãðàôà Ψ∗(K) (ïî îäíîìó ïóòè äî êàæäîé èç âåðøèí). Ïóñòü

s1 = baba−2b, s2 = ba3ba−4b, ..., s(p−1)/2 = bap−2ba−(p−1)b (22)

Òîãäà â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïïû H ′2 âîçüìåì îáúåäèíåíèå ïîðîæäàþùèõ
(21) ïîäãðóïïû K ñ ìíîæåñòâîì ñëîâ

s
zj
i , i = 1...(p− 1)/2, j = 1...J.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Ψ∗(H ′2) = Ψ(H ′2) è â ýòîì ãðàôå êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí 1 ðîäà,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà H ′2 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′; îñòàëüíûå óñëîâèÿ òàêæå
âûïîëíåíû.

Ïîêàæåì, ÷òî H ′1H
′
2 = G′. Äåéñòâèòåëüíî,

(ba)6 ∈ H ′1, (ba)5 ∈ H ′2 ⇒ (ba)6, (ba)5 ∈ H ′1H ′2 ⇒ ba ∈ H ′1H ′2.

Äàëåå,

(ba)2(ba−1)5(ba)2 ∈ H ′2 ⇒ (ba)2(ba−1)5(ba)2, ba ∈ H ′1H ′2 ⇒ (ba−1)5 ∈ H ′1H ′2.
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Êðîìå òîãî,

(ba−1)6 = ((ab)6)−1 ∈ H ′1 ⇒ (ba−1)5, (ba−1)6 ∈ H ′1H ′2 ⇒ ba−1 ∈ H ′1H ′2.

Òàêèì îáðàçîì, a2 ∈ H ′1H ′2, íî ap = 1, p - íå÷åòíîå, ñëåäîâàòåëüíî, a, b ∈ H ′1H ′2, òî åñòü
H ′1H

′
2 = G′.

Âûáåðåì òåïåðü ïðîîáðàçû ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïï H ′1 è H ′2 ïðè ôàê-
òîðèçàöèè ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ó ýëåìåíòîâ w′1, ..., w

′
n (èç (20)) êàê ïîðîæäàþùèõ

ïîäãðóïïû H ′1 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ïðîîáðàçû w1, ..., wn â G, à ó òåõ æå ýëåìåí-
òîâ w′1, ..., w

′
n êàê ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïïû H ′2 âûáåðåì ïðîîáðàçû w1t1, ..., wntn, ãäå

T = {t1, ..., tn}. Îñòàëüíûå ïðîîáðàçû ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïï H ′1 è H ′2 âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì. Ïîëó÷åííûå ïðîîáðàçû ãðóïï H ′1 è H

′
2 íàçîâåì H1 è H2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà ÿñíî, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå (19). Êðîìå òîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî
ðàíåå, âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå (17), à îáå ïîäãðóïïû H ′1 è H ′2 èìåþò êîíå÷íûé
èíäåêñ â G′ è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âñ¼ äîêàçàíî.

2 ñëó÷àé. Ïóñòü

G′ = Z2 ∗ Z4
∼= 〈a, b | a4 = b2 = 1〉

Ïîñòðîåíèå ïîäãðóïïû H ′1 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ (òðåóãîëü-
íàÿ ãðóïïà T (4, 2, 6) òàêæå áåñêîíå÷íà è ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà).

Ïîñòðîèì ïîäãðóïïó H ′2.
Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó K ⊆ G′, (ñâîáîäíî) ïîðîæäàåìóþ ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

w′1, ..., w
′
n èç (20), (ba)5, (ba)2(ba2)5(ba)2, (ba2)2 (23)

Ãðàô Ψ(K) èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 3.
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Ðèñ.3

(Çäåñü îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è íà ðèñ.1,2; âåðøèíû 2 ðîäà, îòìå÷åííûå îäèíàêîâîé
áóêâîé (p), ñîâïàäàþò.)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîäãðóïïà K òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñîïðÿæåí-
íûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′, îäíàêî K èìååò áåñêîíå÷íûé èíäåêñ â G′. Ñíîâà ìîæíî
ïîñòðîèòü ïîäãðóïïó H ′2 ⊆ G′, òàêóþ, ÷òî K ⊆ H ′2, H

′
2 òàêæå òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåò-

ñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′ è H ′2 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′. Äëÿ ýòîãî
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ðàññìîòðèì òå èç âåðøèí 1 ðîäà ãðàôà Ψ∗(K), êîòîðûå ñàìè íå ëåæàò â ãðàôå Ψ(K),
íî ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ âåðøèíîé 2 ðîäà ãðàôà Ψ(K). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèõ âåðøèí
÷åòíîå ÷èñëî. Ïóñòü Z = {zj , j = 1...2J} � ìíîæåñòâî ïóòåé äî ýòèõ âåðøèí (1 ðîäà) èç
îòìå÷åííîé òî÷êè ãðàôà Ψ∗(K), ëåæàùèõ â (ôèêñèðîâàííîì) ìàêñèìàëüíîì ïîääåðåâå
ãðàôà Ψ∗(K) (ïî îäíîìó ïóòè äî êàæäîé èç âåðøèí). Òîãäà â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùèõ
ïîäãðóïïû H ′2 âîçüìåì îáúåäèíåíèå ïîðîæäàþùèõ (23) ïîäãðóïïû K ñ ìíîæåñòâîì
ñëîâ

z2j−1bz
−1
2j , j = 1...J.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Ψ∗(H ′2) = Ψ(H ′2) è â ýòîì ãðàôå êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí 1 ðîäà,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà H ′2 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′; îñòàëüíûå óñëîâèÿ òàêæå
âûïîëíåíû.

Ïîêàæåì, ÷òî H ′1H
′
2 = G′. Äåéñòâèòåëüíî,

(ba)6 ∈ H ′1, (ba)5 ∈ H ′2 ⇒ (ba)6, (ba)5 ∈ H ′1H ′2 ⇒ ba ∈ H ′1H ′2.

Äàëåå,

(ba)2(ba2)5(ba)2 ∈ H ′2 ⇒ (ba)2(ba2)5(ba)2, ba ∈ H ′1H ′2 ⇒ (ba2)5 ∈ H ′1H ′2.

Êðîìå òîãî,
(ba2)2 ∈ H ′2 ⇒ (ba2)5, (ba2)2 ∈ H ′1H ′2 ⇒ ba2 ∈ H ′1H ′2.

Ñëåäîâàòåëüíî, a, b ∈ H ′1H ′2, òî åñòü H ′1H ′2 = G′.
Âûáèðàÿ ïðîîáðàçû ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïï H ′1 è H

′
2 òåì æå ñïîñîáîì,

êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òàêæå âñå äîêàçàíî.

3 ñëó÷àé. Ïóñòü òåïåðü

G′ = Z2 ∗ (Z2 × Z2) ∼= 〈a, b, c | a2 = b2 = c2 = bcbc = 1〉

Â êà÷åñòâå H ′1 CG
′ âîçüìåì ñëåäóþùóþ ïîäãðóïïó:

H ′1 = 〈〈acac, (ab)n+1〉〉, òîãäà G′/H ′1
∼= Dn+1 × Z2,

ãäå Dn � äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2n. Ãðàô Ψ(H ′1) èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 4.
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Ðèñ.4

(Çäåñü âåðøèíû 1 ðîäà îáîçíà÷åíû ñèìâîëîì •, à âåðøèíû 2 ðîäà � ñèìâîëîì ◦;
îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ àíàëîãè÷íû îáîçíà÷åíèÿì ïðåäûäóùèõ ðèñóíêîâ. Âåðøèíû 2
ðîäà, îòìå÷åííûå îäèíàêîâûìè áóêâàìè (p è q), ñîâïàäàþò.)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî H ′1 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′ è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′. Äàëåå, ðàññìîòðèì â ïîäãðóïïå H ′1 ñëîâà

w′1 = (acac)b, w′2 = (acac)bab, ..., w′n = (acac)(ba)n−1b (24)

Çàìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå âH ′1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû n ýëåìåíòîâ (24)
âõîäèëè â èõ ÷èñëî (äëÿ ýòîãî íóæíî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàòü ìàêñèìàëüíîå
ïîääåðåâî â ÷àñòè ãðàôà Ψ(H ′1), îòâå÷àþùåé ýëåìåíòàì (24)).

Ïóñòü òåïåðü ïîäãðóïïà H ′2 ⊆ G′ ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

w′1, ..., w
′
n èç (24), (ab)acac, acababa, abcac, (ac)(ba)nb (25)
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Ãðàô Ψ(H ′2) èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 5.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî H ′2 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′ è òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′.

Ïîêàæåì, ÷òî H ′1H
′
2 = G′. Äåéñòâèòåëüíî,

acac ∈ H ′1, (ab)acac ∈ H ′2 ⇒ acac, (ab)acac ∈ H ′1H ′2 ⇒ ab ∈ H ′1H ′2.

Äàëåå,
abcac, ab ∈ H ′1H ′2 ⇒ cac, acac ∈ H ′1H ′2 ⇒ a, b ∈ H ′1H ′2.

Íàêîíåö,
acababa, a, b ∈ H ′1H ′2 ⇒ c ∈ H ′1H ′2,

òî åñòü H ′1H
′
2 = G′.

Âûáèðàÿ ïðîîáðàçû ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïï H ′1 è H
′
2 òåì æå ñïîñîáîì,

÷òî è â ïåðâîì ñëó÷àå (òîëüêî íà ýòîò ðàç íàäî áðàòü w′1, ..., w
′
n èç (24)), ïîëó÷àåì, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âñ¼ äîêàçàíî.

4 ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé. Ïóñòü

G′ = Z2 ∗ Z2 ∗ Z2
∼= 〈a, b, c | a2 = b2 = c2 = 1〉

Ïóñòü G′∗, H
′
1∗, H

′
2∗ îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïû G′, H ′1, H

′
2 èç ïðåäûäóùåãî

ñëó÷àÿ. Òîãäà
G′∗ = Z2 ∗ (Z2 × Z2) ∼= G′/〈〈bcbc〉〉

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

H ′1 CG
′, H ′1 = 〈〈bcbc, acac, (ab)n+1〉〉,

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùèõ H ′2 ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ èç (25) è ñëåäóþùèõ
ýëåìåíòîâ:

(bcbc)rj , rj = 1, ba, (ba)2, ..., (ba)n, a, aca. (26)

Òîãäà
G′/H ′1

∼= Dn+1 × Z2
∼= G′∗/H

′
1∗,

è ëåãêî âèäåòü åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôàìè Ψ(H ′1∗),Ψ(H ′2∗) (ãðàôû ïîä-
ãðóïï G′∗) è ãðàôàìè Ψ(H ′1),Ψ(H ′2) (ãðàôû ïîäãðóïï G′) ñîîòâåòñòâåííî.

Íåñëîæíî çàìåòèòü òàêæå, ÷òî ïîäãðóïïû H ′1 è H
′
2 èìåþò êîíå÷íûé èíäåêñ â G′ è

òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ñîïðÿæåííûìè ê ñîìíîæèòåëÿì G′. Äàëåå, òå æå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîêàçûâàþò, ÷òî H ′1H

′
2 = G′.

Âûáèðàÿ ïðîîáðàçû ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïï H ′1 è H ′2 òàê æå, êàê è â
ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ïîëó÷àåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå âñ¼ äîêàçàíî, à çíà÷èò íåóëó÷øà-
åìîñòü ïåðâîé îöåíêè â (3) ïðè óêàçàííûõ â òåîðåìå óñëîâèÿõ äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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