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Àëãåáðà Ëèíäåìáàóìà àðèôìåòèêè Ïåàíî PA ìîæåò áûòü îáîãàùåíà

îïåðàòîðàìè n-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, êîòîðûå ñîïîñòàâëÿþò äàííîé ôîð-

ìóëå óòâåðæäåíèå î å¼ ñîâìåñòíîñòè ñ òåîðèåé PA, ðàñøèðåííîé ìíî-

æåñòâîì âñåõ èñòèííûõ Πn-ïðåäëîæåíèé. Â àëãåáðå Ëèíäåìáàóìà PA èç

1 îïåðàòîðàìè n-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïîðîæäàåòñÿ íèæíÿÿ ïîëóðåø¼òêà.

Ìû äîêàçûâàåì íåðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ýòîé ïîëóðåø¼òêè

è ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèè å¼ ïîäïîëóðåø¼òêè, ïîðîæä¼ííîé

ëèøü îïåðàòîðàìè 0-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è 1-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.
Áèáëèîãðàôèÿ: 16 íàçâàíèé.

1 Ââåäåíèå

Åù¼ â 1949 ãîäó À. Òàðñêèé äîêàçàë ðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ëþáîé
ñ÷¼òíîé áåçàòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû è òåì ñàìûì ýëåìåíòàðíîé òåîðèè àëãåáðû
Ëèíäåìáàóìà L(T ) ëþáîé ñóùåñòâåííî íåðàçðåøèìîé òåîðèè T [13]. À. Ãæåãîð-
÷èê [9] ïîêàçàë íåðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèè êëàññà àëãåáð Ãåéòèíãà è
ýëåìåíòàðíîé òåîðèè àëãåáðû çàìûêàíèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn äëÿ n ≥ 2. Â.Â Ðû-
áàêîâûì áûëà äîêàçàíà íåðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé òîïîáóëåâûõ è
ïñåâäîäîáóëåâûõ àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì ðàñøèðåíèÿì ìîäàëüíîé
ëîãèêè S4 è èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè Int [16].

Ýëåìåíòàðíûå òåîðèè àëãåáð Ìàãàðè, ÿâëÿþùèõñÿ ñåìàíòèêîé äëÿ ëîãèêè
äîêàçóåìîñòè GL, èçó÷àëèñü Ñ.Í. Àðò¼ìîâûì è Ë.Ä. Áåêëåìèøåâûì [1]. Èìè
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ñâîáîäíîé àëãåáðû Ìàãàðè ïîðîæä¼í-
íîé n îáðàçóþùèìè ðàçðåøèìà, åñëè è òîëüêî åñëè n = 0. Â.Þ. Øàâðóêîâûì
[12] áûëà ïîêàçàíà íåðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèè àëãåáðû Ìàãàðè, ïî-
ëó÷åííîé èç àëãåáðû Ëèíäåíáàóìà àðèôìåòèêè Ïåàíî PA äîáàâëåíèåì îïåðà-
òîðà äîêàçóåìîñòè â PA.

Íàïîìíèì, ÷òî L(PA) ýòî � áóëåâà àëãåáðà, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîæåñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé, ôàêòîðèçîâàííîå ïî îòíîøåíèþ
PA-äîêàçóåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Áóëåâû îïåðàöèè íà L(PA) èíäóöèðîâàíû ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ñâÿçêàìè; íàïðèìåð êîíúþíêöèÿ äâóõ
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæä¼ííûõ ïðåäëîæåíèÿìè A è B ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ A&B. Êðîìå òîãî íà-
ïîìíèì, ÷òî âî âñÿêîé áóëåâîé àëãåáðå èìååòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ (òàêîé
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ïîðÿäîê ââîäèòñÿ è âî âñåõ íèæíèõ ïîëóðåø¼òêàõ): x ≤ y
def⇐⇒ x ∧ y = x.

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò áóëåâîé àëãåáðû (åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â
ñìûñëå ≤) ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì 1.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ôèêñèðóåì âûáðàííóþ åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì àðèôìåòè÷åñêóþ ôîðìóëó Conn(x), âûðàæàþùóþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
ðàñøèðåíèÿ PA ôîðìóëîé ñ ã¼äåëåâûì íîìåðîì x è ìíîæåñòâîì âñåõ èñòèí-
íûõ â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Πn-ïðåäëîæåíèé. Ôîðìóëû Conn(x) èíäóöèðóþò
íà L(PA) îïåðàòîðû n-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè 〈n〉, ñîïîñòàâëÿþùèå êëàññó ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôîðìóëû ϕ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóëû Conn(pϕq), ãäå pϕq
îçíà÷àåò ã¼äåëåâ íîìåð ϕ. (ñì.[14]).

Àëãåáðà Gr(PA) = (L(PA); 〈0〉, 〈1〉, . . .) áûëà ââåäåíà â [2]. Â ñèëó ðåçóëüòàòà
Øàâðóêîâà ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ýòîé àëãåáðû íåðàçðåøèìà. Âîïðîñ î ðàçðå-
øèìîñòè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ìèíèìàëüíîé ïîäàëãåáðû C (ïîäàëãåáðû ïîðîæ-
ä¼ííîé èç 1) àëãåáðû Gr(PA), áûë ïîñòàâëåí Ë.Ä. Áåêëåìèøåâûì [5].

Êðîìå àëãåáðû C èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿþò íåêîòîðûå å¼ ïîäñòðóêòóðû.
Â [2] áûëî ðàññìîòðåíî ïîäìíîæåñòâî W ⊂ Gr(PA), ïîðîæä¼ííîå èç 1 îïåðàòî-
ðàìè ∧ è 〈n〉 äëÿ êàæäîãî n. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî ïîäìíîæåñòâî, êàê

ïîëóðåø¼òêó W = (W, =,∧) è êàê àëãåáðó Ŵ = (W, =,∧, 〈0〉, 〈1〉, . . .).
Êàê áûëî îòìå÷åíî â [2], íà ìíîæåñòâå W èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå

ñòðîãîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà<0, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: x <0 y
def⇐⇒

y ≤ 〈0〉x. Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷àþòñÿ ≤0 è ñòàíäàðòíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà
ïîëóðåø¼òêå ≤. Áèíàðíîå îòíîøåíèå <0 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åíèåì òèïà

ε0 = sup{ωω· · ·
ω︸ ︷︷ ︸

n ðàç

| n ∈ ω}. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà Ŵ ñ îïðåäåëèìûì íà íåé

ïîðÿäêîì <0 ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé ñèñòåìîé îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé äî
îðäèíàëà ε0. Äàííàÿ ñòðóêòóðà èñïîëüçîâàëàñü Ë.Ä. Áåêëåìèøåâûì äëÿ îðäè-
íàëüíîãî àíàëèçà òåîðèè PA [2]. Äëÿ îðäèíàëà ε0 èìåþòñÿ è íåêîòîðûå äðóãèå
ñèñòåìû êîíñòðóêòèâíûõ îáîçíà÷åíèé [11]. Âîïðîñ îá èõ ñðàâíåíèè èìååò çíà-
÷åíèå â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé êàíîíè÷íîñòè ñèñòåì îðäèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé â
òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ.

Â ýòîé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì íåðàçðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé ïîëó-
ðåø¼òêè W è àëãåáðû Ŵ. Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçûâàåì, ÷òî îïåðàöèè 〈n〉 âûðà-
çèìû â òåîðèè ïîëóðåø¼òêè W. Êðîìå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäìíîæåñòâî
W1 ⊂ Gr(PA), ïîðîæä¼ííîå èç 1 îïåðàòîðàìè ∧, 〈0〉 è 〈1〉; ìû äîêàçûâàåì ðàç-
ðåøèìîñòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèè Th(W1, =,∧, 〈0〉, 〈1〉). Â òîæå âðåìÿ èç íàøèõ
ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü òåîðèè Th(W2, =,∧), ãäå W2 ⊂ Gr(PA)
ïîðîæäåíî èç 1 îïåðàòîðàìè ∧, 〈0〉, 〈1〉 è 〈2〉.

2 Ëîãèêà äîêàçóåìîñòè GLP

Ïîëèìîäàëüíàÿ ëîãèêà äîêàçóåìîñòè GLP áûëà ââåäåíà Ã.Ê. Äæàïàðèäçå [15];
èì æå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà îá àðèôìåòè÷åñêîé ïîëíîòå è ðàçðåøèìîñòü ýòîé
ëîãèêè. Íàì äàëåå ïîòðåáóåòñÿ äðóãàÿ ôîðìà òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêîé ïîë-
íîòå ëîãèêè GLP , êîòîðàÿ ïîçäíåå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà Ê.Í. Èã-
íàòüåâûì [10].
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ßçûê ëîãèêè GLP ýòî � ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ñ ëîãè÷åñêîé êîí-
ñòàíòîé >(èñòèíà) è ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè x1, x2, . . ., îáîãàù¼í-
íûé ñåìåéñòâîì îäíîìåñòíûõ ñâÿçîê 〈0〉, 〈1〉, . . .. Ëîãèêà GLP çàäà¼òñÿ ñëåäóþ-
ùèìè àêñèîìàìè è ïðàâèëàìè âûâîäà, â êîòîðûõ n è k ïðîáåãàþò âñåâîçìîæ-
íûå, â ðàìêàõ óêàçàííûõ íèæå îãðàíè÷åíèé, íàòóðàëüíûå ÷èñëà:

0. òàâòîëîãèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé;

1. 〈n〉(A ∨B) → (〈n〉A ∨ 〈n〉B);

2. ¬〈n〉¬>;

3. 〈n〉A → 〈n〉(A ∧ ¬〈n〉A);

4. 〈n〉A → 〈k〉A, ãäå k ≤ n;

5. 〈k〉A → ¬〈n〉¬〈k〉A, ãäå k < n;

6.
A A → B

B
;

7.
A → B

〈n〉A → 〈n〉B
.

Âûâîäèìîñòü ôîðìóëû A â ýòîì èñ÷èñëåíèè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ` A. Ìíî-
æåñòâî âñåõ êîððåêòíî ïîñòðîåííûõ ôîðìóë ÿçûêà ëîãèêè GLP ìû îáîçíà÷àåì
L(GLP ).

Àðèôìåòè÷åñêîé îöåíêîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v èç ìíîæåñòâà âñåõ ôîðìóë
ÿçûêà GLP â ìíîæåñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäëîæåíèé, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

1. v(A ∗B) = v(A) ∗ v(B), ãäå ∗ ∈ {∧,∨,→};

2. v(¬A) = ¬v(A);

3. v(〈n〉A) = Conn(pv(A)q);

4. PA ` v(>).

Òåîðåìà Äæàïàðèäçå îá àðèôìåòè÷åñêîé ïîëíîòå óòâåðæäàåò, ÷òî â ëîãèêå
GLP âûâîäèìû òå è òîëüêî òå ôîðìóëû A, äëÿ êîòîðûõ ïðè ïðîèçâîëüíîé
îöåíêå v â PA âûâîäèìî ïðåäëîæåíèå v(A).

Àëãåáðîé Ëèíäåíáàóìà L(GLP) ëîãèêè GLP íàçûâàåòñÿ áóëåâà àëãåáðà, íî-
ñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî L(GLP), ôàêòîðèçîâàííîå ïî îòíîøå-
íèþ GLP -äîêàçóåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à îïåðàöèè êîòîðîé èíäóöèðîâàíû ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ñâÿçêàìè. Äëÿ êàæäîãî n íà àëãåáðó
Ëèíäåìáàóìà GLP èíäóöèðóþòñÿ îïåðàòîðû 〈n〉. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî
V ⊂ L(GLP ), ïîðîæä¼ííîå èç åäèíèöû îïåðàòîðàìè ∧ è 〈n〉 äëÿ âñåõ n. Èç

òåîðåìû Äæàïàðèäçå ñëåäóåò, ÷òî ñòðóêòóðû W è Ŵ èçîìîðôíû ñòðóêòóðàì
(V, =,∧) è (V, =,∧, 〈0〉, 〈1〉, . . .), ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì ìû ïåðåõîäèì îò
èññëåäîâàíèÿ àëãåáðû Gr(PA) ê èññëåäîâàíèþ àëãåáðû L(GLP).
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3 Ïîëóðåø¼òêà GLP-ñëîâ

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñëîâà â àëôàâèòå N ñòðî÷íûì ãðå÷åñêèìè áóêâàìè. Ìû
ñ÷èòàåì ñëîâà α è β ðàâíûìè, åñëè îíè ãðàôè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ãîâîðÿ î ñèì-
âîëàõ ñëîâà k1k2 . . . kn, ìû áóäåì èìåòü ââèäó ÷èñëà k1,k2,. . .,kn. Âûðàæåíèå
αβ áóäåò îáîçíà÷àòü êîíêàòåíàöèþ ñëîâ α è β. Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âñÿ-
êîå ñëîâî âèäà k1k2 . . . kn ñ ôîðìóëîé 〈k1〉〈k2〉 . . . 〈kn〉> ∈ L(GLP). Â ÷àñòíîñòè,
ïóñòîå ñëîâî Λ ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ ôîðìóëîé >. Ñëîâà, òàêèì îáðàçîì îòîæ-
äåñòâë¼ííûå ñ ôîðìóëàìè, ìû áóäåì íàçûâàòü GLP-ñëîâàìè. Äàëåå, äîïóñêàÿ
âîëüíîñòü ðå÷è, ìû, ãîâîðÿ î ñëîâàõ, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü GLP -ñëîâà. Îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îòíîøåíèÿ GLP -ýêâèâàëåíòíîñòè
íà ìíîæåñòâî ñëîâ:

α ∼ β
def⇐⇒ ` α ↔ β.

Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî âñÿêèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èç V ïîðîæä¼í íåêîòî-
ðûì GLP -ñëîâîì. Òåì ñàìûì âìåñòî ýëåìåíòîâ V ìû ÷àñòî áóäåì èìåòü äåëî
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëîâàìè.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1. S � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ;

2. Sn � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ëþáîé ñèìâîë êîòîðûõ ≥ n;

3. Bn = {nα | α ∈ Sn} ∪ {>};

4. B =
⋃

n∈ω

Bn.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå <k íà
ìíîæåñòâå S:

α <k β
def⇐⇒ ` β → 〈k〉α.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ α1 ∼ α2 è β1 ∼ β2 ìû
èìååì: α1 <k β1 ⇐⇒ α2 <k β2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ k áèíàðíîå îòíîøåíèå
<k ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîæåñòâà S/∼ è Sk/∼.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ñëîâàõ, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [2, 3].

Ôàêò 1. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k áèíàðíîå îòíîøåíèå <k ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå óïîðÿäî÷åíèåì ïîðÿäêîâîãî òèïà ε0 íà ìíîæåñòâå Sk/∼.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå ñëîâî α ∈ Sk ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå α = α1kα2k . . . kαn, ãäå αi ∈ Sk+1. Îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ k ∈ N
çàäàäèì ôóíêöèè ok : Sk → ε0 ñëåäóþùåé ñèñòåìîé òîæäåñòâ:

1. ok(〈k〉n>) = n;

2. ok(α1k...kαn) = ωok+1(αn) + ... + ωok+1(α1), ãäå αi ∈ Sk+1 äëÿ êàæäîãî i ∈
{1, . . . n} è ñóùåñòâóåò l ∈ {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî αl 6= >.

Ââåä¼ì ñîêðàùåíèå o : S → ε0 äëÿ ôóíêöèè o0.

Ôàêò 2. [3, Ëåììà 15] [3, Ñëåäñòâèå 7] Äëÿ âñÿêîãî k ôóíêöèÿ ok ñîãëàñîâàíà ñ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ è çàäà¼ò èçîìîðôèçì (Sk/∼, <k) è îðäèíàëà
ε0 ñî ñòàíäàðòíûì ïîðÿäêîì (ε0, <).

4



Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî NF âñåõ ñëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå.
Çàäàäèì ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâ ê NF èíäóêöèåé ïî äëèíå.

1. > ∈ NF .

2. Ïóñòü ìèíèìàëüíûé ñèìâîë ñëîâà α 6= > ðàâåí k è α = α1kα2k . . . kαn,
ãäå âñå αi ∈ Sk+1. Òîãäà α ∈ NF , åñëè è òîëüêî åñëè α1, . . . , αn ∈ NF è
αi+1 6<k+1 αi ïðè i îò 1 äî n− 1.

Ôàêò 3. [3, Ñëåäñòâèå 5] Äëÿ êàæäîãî ñëîâà α ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ýêâèâàëåíòíîå åìó ñëîâî β ∈ NF . Òàêîå β íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé α.

Ïðèâåä¼ì çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðîöåäóðó ïðèâåäåíèÿ ñëîâà ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî ïåðåñòðîåííîé ïðîöåäóðîé èç äî-
êàçàòåëüñòâà [3, Ïðåäëîæåíèå 3]. Áóäåì ñâîäèòü ïîñòðîåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû
ñëîâà ê ïîñòðîåíèþ íîðìàëüíûõ ôîðì ñëîâ ìåíüøåé äëèíû. Ïóñòîå ñëîâî óæå
ïðèâåäåíî ê íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ íåïóñòîãî ñëîâà α. Ïóñòü
ìèíèìàëüíûé ñèìâîë ñëîâà α ðàâåí k è îíî èìååò âèä α = α1k . . . kαn, ãäå
α1, . . . , αn ∈ Sk+1. Ïðèâåä¼ì ñëîâà α1 è α2k . . . kαn ê íîðìàëüíîé ôîðìå � ýòî
áóäóò ñëîâà β1 è β2k . . . kβm ñîîòâåòñòâåííî, ãäå β1, . . . , βm ∈ Sk+1. Ïîëîæèì
A = {s | 2 ≤ s ≤ m, βs 6<k+1 β1}. Åñëè ìíîæåñòâî A íå ïóñòî, òî íîðìàëüíàÿ
ôîðìà α ðàâíà β1kβlk . . . kβm, ãäå l = min(A), èíà÷å íîðìàëüíàÿ ôîðìà α ðàâíà
β1.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ñëîâî ïðèíàäëåæèò Sk, òî è åãî íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïðè-
íàäëåæèò Sk.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ t : S → (N ∪ {−1}), ïåðåâîäÿùóþ ñëîâî â åãî ïåðâûé
ñèìâîë:

1. t(>) = −1;

2. t(k1 . . . kn) = k1.

Ôàêò 4. [3, Ëåììà 1] Ïóñòü ñëîâà α è β òàêîâû, ÷òî α ∈ Sk è t(β) < k. Òîãäà
` α ∧ β ↔ αβ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî â GLP âåðíà òåîðåìà 〈k〉〈k〉A → 〈k〉A ìû ïîëó÷àåì

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè α ∈ Bk, òî ` 〈k〉α → α.

Ôàêò 5. Ïóñòü α, β ∈ Bk. Òîãäà ëèáî ` α → β, ëèáî ` β → α. Ïðèòîì α <k β
âëå÷¼ò ` β → α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [3, Ñëåäñòâèå 6] ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî ` α → β, ëèáî
` β → α. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α <k β. Ïî îïðåäåëåíèþ <k ìû èìååì ` β → 〈k〉α.
Òåì ñàìûì ñ ïîìîùüþ çàìå÷àíèÿ 2 ìû ïîëó÷àåì ` β → α.

Ôàêò 6. [3, Ëåììà 9] Äëÿ ëþáûõ ñëîâ α, β ∈ Sk ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ ñëîâî
γ ∈ Sk òàêîå, ÷òî ` α ∧ β ↔ γ.
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Äëÿ äàííîãî ñëîâà α îáîçíà÷èì ÷åðåç [α] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè: [α] = {β ∈
S | α ∼ β} ∈ S/∼.

Ìíîæåñòâî S âëîæåíî â L(GLP), òåì ñàìûì ôàêòîð ìíîæåñòâî S/∼ êàíîíè-
÷åñêèì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â L(GLP): [α] 7−→ {A ∈ L(GLP) | GLP ` A ↔ α}.
Â ñèëó ôàêòà 6 òàêîå âëîæåíèå åñòü áèåêöèÿ ìåæäó S/∼ è V . Òàêèì îáðàçîì, ñ

V íà S/∼ ïåðåíîñÿòñÿ îïåðàöèè ∧, 〈0〉, 〈1〉,. . .. Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðû W è Ŵ
èçîìîðôíû ñòðóêòóðàì (S/∼, =,∧) è (S/∼, =,∧, 〈0〉, 〈1〉, . . .), ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåä¼ì îïåðàöèþ êîíúþíêöèè ñëîâ. Ïóñòü α è β � ñëîâà, à γ � åäèíñòâåííîå
ñëîâî èç NF òàêîå, ÷òî ` α ∧ β ↔ γ. Ïîëîæèì α ∧ β = γ. Îòìåòèì, ÷òî
[α] ∧ [β] = [α ∧ β] è 〈n〉[α] = [nα] ïðè âñåõ n.

4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëóðåø¼òêè ñëîâ

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N çàäàäèì ôóíêöèþ hk : S → Sk. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ñëîâà α ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå α = βγ, ãäå β ∈ Sk,
à t(γ) < k. Ïîëîæèì hk(α) = β.

Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî ñëîâà α

t(α) = min({k | hk(α) ∼ >})− 1. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî hk(α) 6= > òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ≤ t(α).
Òàêæå äëÿ âñÿêîãî β: β = > ⇐⇒ β ∼ >. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâî
(4.1).

Ëåììà 2. Ïóñòü ñëîâà α è β òàêîâû, ÷òî α ∼ β. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî k âûïîë-
íÿåòñÿ hk(α) ∼ hk(β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî hk(α) ∼ hk(β) èíäóêöèåé ïî k. Ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè äëÿ k = 0 î÷åâèäíî âûïîëíåíî; ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ k > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hk(α) ∼ hk(β) è äîêàæåì, ÷òî hk+1(α) ∼ hk+1(β). Ñëî-
âî hk(α) èìååò âèä hk(α) = hk+1(hk(α))kα1kα2k . . . kαn, ãäå α1, . . . , αn ∈ Sk+1.
Çàìåòèì, ÷òî hk+1(α) = hk+1(hk(α)) è òåì ñàìûì hk(α) = hk+1(α)kα1k . . . kαn.

Ïóñòü ñëîâî γ � íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñëîâà hk(α). Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå γ
ïî îïèñàííîé ðàíåå ïðîöåäóðå. Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà α1kα2k . . . kαn èìååò
âèä γ1kγ2k . . . kγm, ãäå âñå γi ∈ Sk+1, à íîðìàëüíàÿ ôîðìà hk+1(α) ðàâíà ñëîâó γ0.
Èñõîäÿ èç ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû ñëîâà ìû âûâîäèì, ÷òî
ëèáî γ = γ0kγlk . . . kγm äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
l ≤ m, ëèáî γ = γ0. Ñëåäîâàòåëüíî, hk+1(γ) = γ0 ∼ hk+1(α).

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ β è íîðìàëüíîé ôîðìû ñëîâà hk(β),
ðàâíîé δ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî hk+1(δ) ∼ hk+1(β). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè íîðìàëü-
íîé ôîðìû ñëîâà è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè γ = δ. Òåì ñàìûì hk+1(α) ∼
hk+1(β), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ïî ëåììå 2 ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (4.1) ñîõðàíÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå ïðè çàìåíå
ñëîâà α íà ýêâèâàëåíòíîå, òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè α ∼ β, òî t(α) = t(β).
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Èç çàìå÷àíèÿ 1 è ñëåäñòâèÿ 1 ìû âûâîäèì

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ñëîâî α ïðèíàäëåæèò Bk, òî è åãî íîðìàëüíàÿ ôîðìà
ïðèíàäëåæèò Bk.

Ëåììà 3. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ëþáûõ ñëîâ α è β

hk(α ∧ β) ∼ hk(α) ∧ hk(β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì òàêîå ÷èñëî n > k è ñëîâà α0, β0 ∈ B0, α1, β1 ∈ B1, . . .,
αn, βn ∈ Bn, ÷òî α = αnαn−1 . . . α0 è β = βnβn−1 . . . β0. Ïðè i îò 0 äî n ïîëîæèì
γi = αi ∧ βi. Èç ôàêòà 5 è ñëåäñòâèÿ 2 ìû äëÿ âñåõ γi ïîëó÷àåì, ÷òî γi ∈ Bi.
Èñïîëüçóÿ ôàêò 4 ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

α ∧ β ∼ αn ∧ . . . ∧ α0 ∧ βn ∧ . . . ∧ β0 ∼ γn ∧ . . . ∧ γ0 ∼ γn . . . γ0

hk(α) ∧ hk(β) ∼ αn ∧ . . . ∧ αk ∧ βn ∧ . . . ∧ βk ∼ γn ∧ . . . ∧ γk ∼ γn . . . γk

hk(α ∧ β) ∼ hk(γn . . . γ0) ∼ γn . . . γk ∼ hk(α) ∧ hk(β).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü α è β ñëîâà. Òîãäà t(α ∧ β) = max(t(α), t(β)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3 ïðè ïðîèçâîëüíîì k: hk(α ∧ β) ∼ > ⇐⇒
hk(α) ∼ > è hk(β) ∼ >. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Íàçîâ¼ì ñëîâî α ðàçëîæèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñëîâà β � α è γ � α,
÷òî β ∧ γ ∼ α.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ñëîâî α ∈ NF . Òîãäà α íåðàçëîæèìî, åñëè è òîëüêî
åñëè α ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α 6∈ B, äîêàæåì, ÷òî α ðàçëîæèìî. Ïðåäñòàâèì α â
âèäå α = ht(α)(α)β, ãäå β 6= > è t(β) < t(α). Ðàññìàòðèâàÿ ïðîöåäóðó ïðèâå-
äåíèÿ ñëîâà ê íîðìàëüíîé ôîðìå, ìû çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîâà äëèíà
åãî íîðìàëüíîé ôîðìû íå ïðåâîñõîäèò åãî ñîáñòâåííîé äëèíû. Òåì ñàìûì íîð-
ìàëüíûå ôîðìû ñëîâ ht(α)(α) è β íå ñîâïàäàþò ñî ñëîâîì α. Ñëåäîâàòåëüíî
α � ht(α)(α) è α � β, ïðè òîì α ∼ ht(α)(α) ∧ β. Òàêèì îáðàçîì, α ðàçëîæèìî.

Ïóñòü α ∈ B, äîêàæåì, ÷òî α íåðàçëîæèìî. Âûáåðåì òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî k, ÷òî α ∈ Bk. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ñëîâà β è γ òàêèå, ÷òî α ∼ β∧γ.
Èç ëåììû 3 ìû âûâîäèì, ÷òî hk(β)∧hk(γ) ∼ hk(α) = α. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 3 ìû èìååì t(hk(β)) ≤ k è t(hk(γ)) ≤ k. Ñëåäîâàòåëüíî hk(β) ∈ Bk

è hk(γ) ∈ Bk. Òåì ñàìûì â ñèëó ôàêòà 5 ëèáî hk(β) ∧ hk(γ) ∼ hk(β), ëèáî
hk(β)∧hk(γ) ∼ hk(γ). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî hk(β)∧
hk(γ) ∼ hk(β). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ` α ↔ hk(β), ` β → hk(β) è ` α → β.
Ñëåäîâàòåëüíî α ∼ β. Ïîñëåäíåå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ñëîâ β è γ,
îçíà÷àåò íåðàçëîæèìîñòü ñëîâà α.

Ëåììà 4. Ïóñòü äëÿ ïàðû ñëîâ (α, β) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. 0 α → β;
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2. äëÿ âñÿêîãî ñëîâà γ � α òàêîãî, ÷òî ` γ → α èìååò ìåñòî ` γ → β.

Òîãäà α <0 β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñëîâà α è β â âèäå α = h1(α)α1, β = h1(β)β1.
Çàìåòèì, ÷òî α1, β1 ∈ B0. Â ñèëó ôàêòîâ 4 è 5 ìû èìååì

` h1(α)0α → h1(α)0h1(α)α1

→ h1(α) ∧ 〈0〉(h1(α)α1)

→ h1(α) ∧ 〈0〉(h1(α) ∧ α1)

→ h1(α) ∧ 〈0〉α1

→ h1(α) ∧ α1

→ α.

Ïîñêîëüêó o(h1(α)0α) > o(α), ìû èìååì h1(α)0α � α. Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü
óñëîâèåì 2, ìû ïîëó÷àåì ` h1(α)0α → β. Òåì ñàìûì ìû èìååì

h1(α) ∼ h1(h1(α)0α) ∼ h1(h1(α)0α ∧ β) ∼ h1(h1(α)0α) ∧ h1(β) ∼ h1(α) ∧ h1(β).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α 6<0 β. Òàê êàê α � β è <0 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñòðî-
ãîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ìû èìååì β <0 α. Èñïîëüçóÿ ôàêò 5 è òî, ÷òî β1 <0 0β
ìû ïîëó÷àåì ` 〈0〉β → β1. Ïîñêîëüêó ` α → 〈0〉β, ìû èìååì ` α → β1. Êðî-
ìå òîãî ` α → h1(α) è ` h1(α) → h1(β), ñëåäîâàòåëüíî ` α → h1(β). Òàê êàê
β ∼ h1(β)∧β1, ìû èìååì ` α → β, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 1. Ñîîòâåòñòâåííî
α <0 β, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 5. Äëÿ âñÿêîãî ñëîâà α ïàðà (α, 〈0〉α) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû
4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1. Ñ ïîìîùüþ ôàêòà 5
èç o(00α) > o(0α) ìû ïîëó÷àåì 0 〈0〉α → 〈0〉〈0〉α. Òàêèì îáðàçîì, 0 α → 〈0〉α.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëî-
âî γ � α, ÷òî ` γ → α è äîêàæåì, ÷òî ` γ → 〈0〉α. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ <0 α.
Îò ñþäà ìû ïîëó÷àåì

` α → 〈0〉γ
→ 〈0〉α.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî α <0 α, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò èðåôëåêñèâíîñòè <0. Òàêèì
îáðàçîì, α <0 γ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü α, β ∈ Sk. Òîãäà α <k β, åñëè è òîëüêî åñëè α <0 β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå ñëåäóåò èç ôàêòà 2 è îïðåäåëåíèé ôóíêöèé ok è
o.

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîãî k è α ∈ Sk èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôàêòû:

1. α <0 〈k〉α;

2. åñëè α ∈ Bk, òî ∀β ∈ Sk(α <0 β ⇒ ` β → α);
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3. åñëè ` 〈k〉α → α, òî α ∈ Bk.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç àêñèîìû 4 ëîãèêè GLP .
2. Ïóñòü α ∈ Bk, à β ïðîèçâîëüíîå ñëîâî èç Sk òàêîå, ÷òî α <0 β. Äîêàæåì,

÷òî ` β → α. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3 ìû èìååì α <k β. Òàê êàê ` β → 〈k〉α è
` 〈k〉α → α ìû èìååì òðåáóåìîå ` β → α.

3. Ïóñòü ` 〈k〉α → α. Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 3 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî t(α) ≤
t(kα) = k. Ñëåäîâàòåëüíî ëèáî α íà÷èíàåòñÿ ñ k, ëèáî α = >. Òåì ñàìûì
α ∈ Bk.

5 Îïðåäåëèìîñòü â òåîðèè ïîëóðåø¼òêè ñëîâ

Ðàññìîòðèì ïîëóðåø¼òêó S = (S/∼, =,∧), êîòîðàÿ, ÷òî óæå áûëî îòìå÷åíî
ðàíåå, èçîìîðôíà ïîëóðåø¼òêå W. Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó
íåðàçðåøèìîñòè Th(S), ìû ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé òåîðèè ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå
åñòåñòâåííûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ.

Ïðè âñåõ k ∈ N îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà B̂, B̂k, Ŝk ìíîæåñòâà S/∼. Äëÿ
âñÿêîãî k è α ∈ NF : [α] ∈ B̂(B̂k, Ŝk)

def⇐⇒ α ∈ B(Bk, Sk). Ïðè âñÿêîì k ôóíêöèè
ok, tk è ïðåäèêàò <k ñîãëàñîâàííû ñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ è òàêèì
îáðàçîì ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà S. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî k ∈ N íà S

èíäóöèðóåòñÿ ôóíêöèÿ hk : S/∼ → S/∼, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì,
èìåþùèì ìåñòî äëÿ âñåõ α ∈ S: hk([α]) = [hk(α)].

Ðàññìîòðèì Sk � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ëþáîé ñèìâîë êîòîðûõ ìåíüøå èëè
ðàâåí k. Ïðèíàäëåæíîñòü ê Sk, êàê âèäíî èç çàìå÷àíèÿ 4, èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíûõ çàìåí. Òåì ñàìûì êîððåêòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

ìíîæåñòâà Ŝk ⊂ S/∼:
[α] ∈ Ŝk def⇐⇒ α ∈ Sk.

Çàìå÷àíèå 4. Ïóñòü α � ñëîâî, à k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà α ∈ Sk, åñëè
è òîëüêî åñëè α <0 〈k + 1〉>.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè o, çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå â

α ñèìâîëîâ áîëüøèõ k ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî o(α) ≥ ωω· · ·
ω︸ ︷︷ ︸

k + 1 ðàç

= o(〈k +1〉>).

Çàìå÷àíèå 5. Â ôîðìóëàõ êîíúþíêöèþ, êàê ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ñâÿçêó, ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì &, à êîíúþíêöèþ, êàê ôóíêöèþ èç ñèãíàòóðû ïî-
ëóðåø¼òêè, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∧.

Ïðåäëîæåíèå 2. Â òåîðèè Th(S) äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k îïðåäå-
ëèìû ñëåäóþùèå ôóíêöèè, áèíàðíûå îòíîøåíèÿ è êëàññû:

1. êëàññ B̂;

2. ôóíêöèÿ 〈0〉 è áèíàðíîå îòíîøåíèå <0;

3. êëàññû B̂k;

4. ôóíêöèè hk;
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5. êëàññû Ŝk;

6. ôóíêöèè 〈k〉 è áèíàðíûå îòíîøåíèÿ <k;

7. êëàññû Ŝk.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîíÿòèå íåðàçëîæèìîãî ñëîâà ôîðìàëèçóåòñÿ â ÿçûêå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé òåîðèè:

α íåðàçëîæèìîå ñëîâî ⇐⇒ ∀x∀y([α] = x ∧ y ↔ ([α] = x ∨ [α] = y)).

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ìû ïîëó÷àåì îïðåäåëèìîñòü êëàññà B̂.
2. Äëÿ âñÿêèõ ñëîâ α è β ìû èìååì

[β] ≤ 〈0〉[α] ⇐⇒ ` β → 〈0〉α ⇐⇒ [α] <0 [β].

Òåì ñàìûì íàì îñòàëîñü âûðàçèòü ôóíêöèþ 〈0〉. Äëÿ âñÿêîãî ñëîâà α

〈0〉[α] = max
≤
{x ∈ S | x ≤ 〈0〉[α]} = max

≤
{x ∈ S | [α] <0 x}.

Çàäàäèì ôîðìóëó A(x, y) ÿçûêà òåîðèè Th(S) òàêóþ, ÷òî âñÿêàÿ ïàðà ñëîâ
(β, γ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 4, åñëè è òîëüêî åñëè S |= A([β], [γ]):

A(x, y)
def⇐⇒ x 6≤ y&∀z < x(z ≤ y).

Ïî ëåììå 4 ìíîæåñòâî {y ∈ S | A([α], y)} âêëþ÷åíî â ìíîæåñòâî {y ∈ S |
[α] <0 y}. Ïðè òîì ïî ëåììå 5 ìàêñèìóì âòîðîãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ â
ïåðâîì. Ñëåäîâàòåëüíî 〈0〉[α] = max≤({y | A([α], y)}). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
〈0〉, à òåì ñàìûì è îòíîøåíèå <0 îïðåäåëèìû â òåîðèè Th(S).

3. Ïîñëåäîâàòåëüíî, â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ k, ïîñòðîèì îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ

B̂k. Ïóñòü ïîñòðîåíû îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ B̂0, B̂1,. . .,B̂k−1. Ïîñòðîèì îïðåäå-

ëåíèå êëàññà B̂k. Ïîëîæèì Ĝk =
⋃
i≥k

B̂i. ßñíî, ÷òî B̂k ⊂ Ĝk ⊂ Ŝk. Ïðè òîì

Ĝk = (B̂ \
⋃

0≤i<k

B̂i) ∪ {[>]} è òåì ñàìûì ìíîæåñòâî Ĝk îïðåäåëèìî. Ïîëüçóÿñü

ëåììîé 6 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

[α] ∈ B̂k ⇐⇒ [α] ∈ Ĝk & ∀x ∈ Ĝk([α] <0 x → x ≤ [α]).

4. Ïóñòü α è β ñëîâà. Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå hk([α]) = hk([β]) ýêâèâà-
ëåíòíî ïðåäëîæåíèþ:

∃x0 ∈ B̂0 . . . ∃xk−1 ∈ B̂k−1([α] ∧ xk−1 ∧ . . . ∧ x0 = [β] ∧ xk−1 ∧ . . . ∧ x0). (5.1)

Â ñèëó ëåììû 3 è òîãî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i < k è x ∈ Bi èìååò ìåñòî hk(x) =
[>], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èç ïðåäëîæåíèÿ (5.1) ñëåäóåò hk([α]) = hk([β]).

Ïóñòü òåïåðü hk([α]) = hk([β]). Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî (5.1). Ðàññìîòðèì
òàêèå ñëîâà α0, β0 ∈ B0, . . ., αk−1, βk−1 ∈ Bk−1, ÷òî α = hk(α)αk−1 . . . α0, β =

hk(β)βk−1 . . . β0. Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî [αi] ∧ [βi] ∈ B̂i ïðè
i < k. Çàìåòèì, ÷òî [α] ∧

∧
0≤i<k

([αi] ∧ [βi]) = hk([α]) ∧
∧

0≤i<k

([αi] ∧ [βi]) = hk([β]) ∧
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∧
0≤i<k

([αi]∧ [βi]) = [β]∧
∧

0≤i<k

([αi]∧ [βi]). Òåì ñàìûì, âûáèðàÿ [αi]∧ [βi] â êà÷åñòâå

xi, ìû âûâîäèì ïðåäëîæåíèå (5.1). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè òðåáóåìóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî hk([α]) = max≤{x ∈ S | hk(x) = hk([α])}. Òàêèì îáðàçîì, â
ñèëó äîêàçàííîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèÿ hk îïðåäåëèìà.

5. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîâà α ∈ NF

α ∈ Sk ⇐⇒ α = hk(α),

à ñëåäîâàòåëüíî
[α] ∈ Ŝk ⇐⇒ [α] = hk([α]).

Òåì ñàìûì êëàññ Ŝk îïðåäåëèì.
6. Ïîêàæåì, ÷òî âûðàçèìà ôóíêöèÿ x 7→ 〈k〉hk(x). Ïóñòü α ñëîâî. Òàê êàê

hk([α]) ∈ Ŝk è íà ìíîæåñòâå Ŝk îòíîøåíèÿ <0 è <k ñîâïàäàþò ìû ïîëó÷àåì,

÷òî 〈k〉hk([α]) = min<0{x ∈ Ŝk | hk([α]) <0 x}. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè èñêîìóþ
âûðàçèìîñòü.

Ïóñòü α ñëîâî è ñëîâà α0 ∈ B0 ∩ NF , . . . , αk−1 ∈ Bk−1 ∩ NF òàêîâû, ÷òî
α ∼ hk(α) ∧ αk−1 ∧ . . . ∧ α0. Ìû èìååì 〈k〉[α] = [〈k〉(hk(α) ∧ αk−1 ∧ . . . ∧ α0)] =
[〈k〉hk(α)]∧ [〈k〉αk−1]∧ . . .∧ [〈k〉α0] = [〈k〉hk(α)]∧ ([〈k〉>]∧ [αk−1])∧ . . .∧ ([〈k〉>]∧
[α0]) = 〈k〉hk([α]) ∧ [αk−1] ∧ . . . ∧ [α0]. Êðîìå òîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî α
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íàáîð α0, . . . , αk−1, îáëàäàþùèé óêàçàííûìè
âûøå ñâîéñòâàìè. Òåì ñàìûì ìû ìîæåì âûðàçèòü ôóíêöèþ 〈k〉 òàêèì îáðàçîì:

x = 〈k〉[α] ⇐⇒ ∃y0 ∈ B̂0 . . . ∃yk−1 ∈ B̂k−1(([α] = hk([α]) ∧ yk−1 ∧ . . . ∧ y0)&(x =
〈k〉hk([α])∧yk−1∧ . . .∧y0)). Ïîðÿäîê <k îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ 〈k〉: [α] <k

[β] ⇐⇒ [β] ≤ 〈k〉[α].
7. Èç ïóíêòîâ 2 è 6 ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ è çàìå÷àíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé òåîðèè êëàññ Ŝk ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[α] ∈ Ŝk ⇐⇒ [α] <0 〈k + 1〉([>]).

Êàê èçâåñòíî, äëÿ âñÿêîãî îðäèíàëà a > 0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî åãî
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êàíòîðîâñêîé íîðìàëüíîé ôîðìû:

a = ωa1 + ωa2 + · · ·+ ωan , ãäå a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ r : On → On:

1. r(0) = 0;

2. ïóñòü êàíòîðîâñêàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà îðäèíàëà a > 0 èìååò âèä ωa1 +
· · ·+ ωan , òîãäà r(a) = an.

Ïî òåîðåìå î êàíòîðîâñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Ëåììà 7. [4, Ëåììà 3.3] Ïóñòü a, b è c � îðäèíàëû. Åñëè b < a è c < ωr(a),
òî b + c < a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè b < a, òî b + ωr(a) ≤ a � èç ýòîãî ôàêòà
ñëåäóåò èñêîìîå. Ïóñòü b < a è êàíòîðîâñêàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà a èìååò âèä
ωa1 + · · · + ωan−1 + ωan . Åñëè b < ωa1 + · · · + ωan−1 , òî äîêàçûâàåìîå î÷åâèäíî.
Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b = ωa1 + · · · + ωan−1 + c, ãäå îðäèíàë
òàêîâ, ÷òî 0 < c < ωan . Ïóñòü êàíòîðîâñêàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà îðäèíàëà c
èìååò âèä ωc1 + · · · + ωcm . Çàìåòèì, ÷òî c1 < an, à ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò
òàêîé îðäèíàë d ≥ 1, ÷òî c1 + d = an. Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

c+ωr(a) = ωc1 + · · ·+ωcm +ωc1+d ≤ ωc1 ·m+ωc1 ·ωd = ωc1 ·(m+ωd) = ωc1 ·ωd = ωan

b + ωr(a) = ωa1 + · · ·+ ωan−1 + c + ωr(a) ≤ ωa1 + · · ·+ ωan−1 + ωan = a.

Èç ôàêòà 2 è îïðåäåëåíèÿ NF âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 6. Ïóñòü ñëîâà α1, . . . , αn òàêîâû, ÷òî α1, . . . , αn ∈ Sk+1 ∩ NF .
Òîãäà α1kα2k . . . kαn ∈ NF , åñëè è òîëüêî åñëè ok+1(α1) ≤ ok+1(α2) ≤ . . . ≤
ok+1(αn).

Ïðîñòîé ïðîâåðêîé ìû ïîëó÷àåì

Çàìå÷àíèå 7. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà n ≥ 1, k, ñëîâî α ∈ Sk \ {>} è ñëîâà
α1 ∈ Sk+1, . . . , αn ∈ Sk+1 òàêîâû, ÷òî α = α1k . . . kαn. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî m îò
1 äî n èìååò ìåñòî ok(α) = ok(αmk . . . kαn) + ωok+1(αm−1) + · · ·+ ωok+1(α1).

Ëåììà 8. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò ôîðìóëà Ink(x, y)
ÿçûêà òåîðèè Th(W), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Äëÿ âñÿêîãî [β] ∈ Ŝk ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè [α] ∈ Ŝk+1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ Ink([α], [β]).

2. Äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Ŝk+1 ñóùåñòâóåò [β] ∈ Ŝk òà-

êîé, ÷òî âñÿêèé [α] ∈ Ŝk+1 ïðèíàäëåæèò A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ink([α], [β]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Ink(x, y):

Ink(x, y)
def⇐⇒ y 6= [>] & ∃z ∈ Ŝk(hk+1(z) = x & z ≤k y <k (x ∧ 〈k〉z)).

Óñòàíîâèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîâà β ∈ Sk ∩ NF âèäà α1k . . . kαn, ãäå αi ∈
Sk+1∩NF ïðè i îò 1 äî n, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî {α ∈ Sk+1∩NF | Ink([α], [β])} =
{α1, . . . , αn}. Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå îáîèõ óñëîâèé íà ïðå-
äèêàò. Òåïåðü äîêàæåì òðåáóåìîå ïðåäëîæåíèå. Åñëè β = >, òî îáà ìíîæåñòâà
ïóñòû. Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå β 6= > äëÿ âñÿêîãî α ∈ Sk+1 ∩ NF ìû èìååì

α ∈ {α1, . . . , αn} ⇐⇒ Ink([α], [β]).

⇒: Ïóñòü α ∈ {α1, . . . , αn}. Ïîêàæåì, ÷òî Ink([α], [β]). Ïóñòüm ìèíèìàëüíûé
èíäåêñ èç {1, . . . , n} òàêîé, ÷òî α = αm. Â êà÷åñòâå ñëîâà, ïîðîæäàþùåãî òðåáó-
åìûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè y, âîçüì¼ì ñëîâî γ = αmk . . . kαn. Òàêèì îáðàçîì,
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òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî hk+1([γ]) = [α], [γ] ≤k [β] è [β] <k ([α]∧〈k〉[γ]). Âûïîëíå-
íèå ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé î÷åâèäíî. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 6 è ìèíèìàëüíîñòè m äëÿ
âñÿêîãî i îò 1 äî m−1 ìû èìååì ok+1(αi) < ok+1(αm). Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ
ëåììó 7, ìû ïîëó÷àåì ok(β) = ok(αmk . . . kαn) + ωok+1(αm−1) + · · · + ωok+1(α1) <
ok(αmk . . . kαn) + ωok+1(αm) = ok(αmkγ) = ok(α ∧ 〈k〉γ). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿ-
åòñÿ îñòàâøååñÿ óñëîâèå [β] <k ([α] ∧ 〈k〉[γ]).

⇐: Âîçüì¼ì ñëîâî α ∈ (Sk+1 ∩ NF ) \ {α1, . . . , αn} è äîêàæåì, ÷òî íå âûïîë-
íÿåòñÿ Ink([α], [β]). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ñëîâî
γ ∈ Sk∩NF , ÷òî hk+1([γ]) = [α], [γ] ≤k [β] è [β] <k ([α]∧〈k〉[γ]). Â ñèëó çàìå÷àíèÿ
6 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî s ≤ n òàêîå, ÷òî ∀i ≤ s(ok+1(αi) < ok+1(α)),
à ∀i > s(ok+1(αi) > ok+1(α)). Ïîñêîëüêó [γ] ≤k [β] è ok(γ) ≥ ok(α), ìû èìå-
åì ok(α) ≤ ok(β). Ñëåäîâàòåëüíî [α] ≤k+1 [αn] è òåì ñàìûì s < n. Ðàçáåð¼ì
âîçìîæíûå âàðèàíòû ñðàâíåíèÿ ok(γ) è ok(αs+1k . . . kαn):

1. ok(γ) < ok(αs+1k . . . kαn). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r(ok(αs+1k . . . kαn)) = ok+1(αs+1)
è ëåììó 7, ìû èìååì ok(α ∧ 〈k〉γ) = ok(γ) + ωok+1(α) < ok(αs+1k . . . kαn) ≤ ok(β).
Òåì ñàìûì ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì [β] <k ([α] ∧ 〈k〉[γ]).

2. ok(γ) = ok(αs+1k . . . kαn). Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ðàâåíñòâà α = hk+1(γ) =
hk+1(αs+1k . . . kαn) = αs+1, íî α ∈ (Sk+1 ∩ NF ) \ {α1, . . . , αn} � ïðîòèâîðå÷èå.

3. ok(γ) > ok(αs+1k . . . kαn). Ó÷èòûâàÿ ëåììó 7 è òî, ÷òî r(ok(γ)) = ok+1(α),
ìû ïîëó÷àåì ok(β) = ok(αs+1k . . . kαn) + ωok+1(αs) + · · · + ωok+1(α1) < ok(γ), à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ [γ] ≤k [β].

Òàêèì îáðàçîì, íè îäèí èç ñëó÷àåâ íå âîçìîæåí è ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-
÷èþ, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

6 Íåðàçðåøèìûå òåîðèè

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè Th(S) íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü äðó-
ãóþ íåðàçðåøèìóþ òåîðèþ è ïîñòðîèòü å¼ èíòåðïðåòàöèþ â Th(S).

Ðàññìîòðèì ñëàáóþ ìîíàäè÷åñêóþ òåîðèþ âòîðîãî ïîðÿäêà WS1S (ñì.[6]).
Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà F îáîçíà÷èì Pfin(F ) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîä-
ìíîæåñòâ F . ßçûê L0 òåîðèè WS1S ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ
äâóìÿ ñîðòàìè ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííûå x, y, z, . . . ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî N, ïå-
ðåìåííûå X, Y, Z, . . . ïðîáåãàþò Pfin(N). Â ÿçûêå L0 èìååòñÿ ïðåäèêàò ðàâåíñòâà
x = y äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ S(x) = x + 1 èç íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíûå è ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíîñòè x ∈ Y ÷èñëà x ìíîæåñòâó
Y . Òàêèì îáðàçîì, íàìè òàêæå áûëà çàäàíà ìîäåëü M0 = (N,Pfin(N), =, S,∈)
ÿçûêà L0. Òåîðèÿ WS1S ñîñòîèò èç âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà L0, èñòèííûõ â
ìîäåëè M0.

Îïðåäåëèì òåîðèþ U , êîíñåðâàòèâíî ðàñøèðÿþùóþ WS1S. ßçûê L1 òåî-
ðèè U ðàñøèðÿåò ÿçûê L0 íîâûì ñîðòîì ïåðåìåííûõ Γ, ∆, Θ, . . ., ïðîáåãàþùèìè
ìíîæåñòâî Pfin(Pfin(N)). Òàêæå ÿçûê L1 ñîäåðæèò ïðåäèêàò ∈1 ïðèíàäëåæíî-
ñòè ýëåìåíòîâ Pfin(N) ýëåìåíòàì Pfin(Pfin(N)). Òàêèì îáðàçîì, ìû òàêæå çàäà-
ëè ìîäåëü M1 = (N,Pfin(N),Pfin(Pfin(N)), =,∈,∈1) ÿçûêà L1. Òåîðèÿ U ñîñòîèò
èç âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà L1, èñòèííûõ â ìîäåëè M1.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òåîðèÿ WS1S ðàçðåøèìà [6]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ëåãêî
âèäåòü, ÷òî òåîðèÿ U íåðàçðåøèìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåä¼ì ïðîñòîå
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ðàññóæäåíèå, ïîêàçûâàþùåå ýòî.

Ëåììà 9. Òåîðèÿ U íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáîãàùåíèå òåîðèè WS1S ôóíêöèåé h(x) = 2x.
Ýòà òåîðèÿ, êàê èçâåñòíî, íåðàçðåøèìà [8]. Ïîñòðîèì ýôôåêòèâíóþ èíòåðïðå-
òàöèþ ýòîé òåîðèè â U , òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì íåðàçðåøèìîñòü U .

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü äâîè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà n ôóíêöèþ ζn : N → {0, 1} òà-
êóþ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ïðè âñåõ l > k èìååò ìåñòî ζn(l) = 0 è

∑
i≤k

2iζn(i) = n.

Êàê íåñëîæíî âèäåòü, äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà åãî äâîè÷íàÿ çàïèñü, â
îïèñàííîì âûøå ñìûñëå, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòàìè Pfin(N):

n 7→ nI := {k | ζn(k) = 1}.

Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ìíîæåñòâàìè,
ñîñòàâëåííûìè èç ïðåäñòàâëåíèé èõ ýëåìåíòîâ:

X 7→ XI := {nI | n ∈ X}.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïðåòàöèè íàì îñòàëîñü îïðåäå-
ëèòü èíòåðïðåòàöèè SI(X) è hI(X) ôóíêöèé S(x) è h(x) ñîîòâåòñòâåííî. Âû-
ðàçèì ôóíêöèþ hI(X):

hI(X) = Y
def⇐⇒ 0 6∈ Y & ∀x(x ∈ X ↔ S(x) ∈ Y ).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Tran : Pfin(N) → Pfin(N), çàäàâàåìóþ ñëåäóþùåé ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ, âûïîëíåííîé äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è k:

k ∈ Tran(nI)
def⇐⇒ ζn(k) 6= ζn+1(k).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Tran(X) îïðåäåëèìà â U :

Tran(X) = Y ⇐⇒ 0 ∈ Y & ∀x(S(x) ∈ Y ↔ x ∈ Y & x ∈ X).

Òåïåðü âûðàçèì ôóíêöèþ SI(X):

SI(X) = Y
def⇐⇒ x ∈ Y ↔ (x ∈ X & x 6∈ Tran(X)) ∨ (x 6∈ X & x ∈ Tran(X)).

Ëåììà 10. Òåîðèÿ Th(S) íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî òåîðèÿ U ýôôåêòèâíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â òåî-
ðèè Th(S) è òåì ñàìûì ïî ëåììå 9 ìû ïîëó÷èì íåðàçðåøèìîñòü Th(S). Ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ýëåìåíò 〈2〉n[>]. Çàìå-
òèì, ÷òî ýëåìåíòó x ∈ S ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ Ŝ2 ∩ Ŝ2. Ïðåäèêàò ðàâåíñòâà äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
èíòåðïðåòèðóåòñÿ ðàâåíñòâîì äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ. Ôóíêöèÿ S
èíòåðïðåòèðóåòñÿ ôóíêöèåé 〈2〉. Ìíîæåñòâà Pfin(N) è Pfin(Pfin(N)) ìû áóäåì
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èíòåðïðåòèðîâàòü ìíîæåñòâàìè Ŝ1 è Ŝ0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäèêàò ∈ ìû áóäåì
èíòåðïðåòèðîâàòü ïðåäèêàòîì In1. Çàäàäèì ïðåäèêàò ∈I

1, èíòåðïðåòèðóþùèé
∈1:

y ∈I
1 x

def⇐⇒ ∃z ∈ Ŝ1(In0(z, x)&∀w ∈ Ŝ2 ∩ Ŝ2(In1 (w , y) ↔ In1(w, z))).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè Ir1 : Ŝ1 → Pfin(N) è Ir2 : Ŝ0 → Pfin(Pfin(N)):

Ir1(x) = {n ∈ N | In1(〈2〉n[>], z)}

Ir2(x) = {Ir1(y) | y ∈ Ŝ1, In0(y, x)}.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 8 ôóíêöèè Ir1 è Ir2 êîððåêòíî îïðåäåëåíû è ñþ-
ðüåêòèâíû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôîðìóëó A(x1, . . . , xn1 , X1, . . . , Xn2 , Γ1, . . . Γn3) ÿçû-
êà L1, ìû ïîñòðîèëè å¼ èíòåðïðåòàöèþ AI(y1, . . . , yn1 , z1, . . . , zn2 , w1, . . . , wn3) �
ôîðìóëó ÿçûêà òåîðèè Th(S). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s1, . . . , sn1 ∈ N,
[α1], . . . , [αn2 ] ∈ Ŝ1 è [β1], . . . , [βn3 ] ∈ Ŝ0 ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

S |= AI(〈2〉s1 [>], . . . , 〈2〉sn1 [>], [α1], . . . , [αn2 ], [β1], . . . , [βn3 ])

M1 |= A(s1, . . . , sn1 , Ir1([α1]), . . . , Ir1([αn2 ]), Ir2([β1]), . . . , Ir2([βn3 ])).

Ïîêàæåì òðåáóåìîå èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû A. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëå-
íèÿìè Ir1 è Ir2 ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå äëÿ àòîìàðíûõ A. Åñëè A èìååò âèä ¬B
èëè B ∗C, ãäå ∗ ∈ {&,∨,→}, òî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè î÷åâèäíî âûïîëíåíî.
Åñëè A íà÷èíàåòñÿ ñ êâàíòîðà, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ìû
ïîëüçóåìñÿ ñþðüåêòèâíîñòüþ Ir1 è Ir2.

Òåì ñàìûì, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì ôàêòîì äëÿ çàìêíóòûõ ôîðìóë
A, ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíîñòü ïîñòðîåííîé íàìè èíòåðïðåòàöèè U â Th(S).

Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì ñòðóêòóð S è W ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó 1.

Òåîðåìà 1. Òåîðèè Th(W) è Th(Ŵ) íåðàçðåøèìû.

Òåîðåìà 1 ìîæåò áûòü óñèëåíà.
Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è m, ÷òî n ≥ m ≥ 0, ìû ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ:

1. Sn
m = Sm ∩ Sn;

2. Bn
m = Bm ∩ Sn;

3. Bn = B ∩ Sn.

Òåîðåìà 2. Òåîðèÿ Th(W2, =,∧) íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðå-
÷èñëèì íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Òðåáóåòñÿ äîêà-
çàòü çàìêíóòîñòü S2 îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè. Íóæíî èçìåíèòü îáëàñòü äåé-
ñòâèÿ êâàíòîðîâ ñ S íà S2 â îïðåäåëåíèè ðàçëîæèìîãî ñëîâà, ÷òî íå ïîâëè-
ÿåò íà äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. Â ëåììå 4 íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
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α, β ∈ S2 è êðîìå òîãî, ÷òîáû â ïóíêòå 2 ñëîâî γ ∈ S2. Àíàëîãè÷íî ïîäìíîæå-

ñòâàì B̂, B̂k, Ŝk ìíîæåñòâà S/∼ ââîäÿòñÿ ïîäìíîæåñòâà B̂2, B̂2
k, Ŝ2

k ìíîæåñòâà
S2/∼. Ìîäèôèöèðóåòñÿ ïðåäëîæåíèå 2: òåïåðü îíî ãîâîðèò î âûðàçèìîñòè â
Th(S2/∼, =,∧), òåïåðü k ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2}, â ïóíêòàõ
1, 3 è 5 ìíîæåñòâà B̂, B̂k è Ŝk çàìåíÿþòñÿ íà ìíîæåñòâà B̂2, B̂2

k è Ŝ2
k , ñîîò-

âåòñòâåííî, ïóíêò 7 ñòàíîâèòñÿ íå íóæåí. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè
îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ âñå îïðåäåëåíèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñîõðàíÿþòñÿ
è äëÿ òåîðèè Th(S2/∼, =,∧). Â ëåììå 8 íóæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëîâàìè èç S2 è
k ∈ {0, 1}. Ýòèõ èçìåíåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
2.

7 Ñëîâà èç äâóõ ñèìâîëîâ

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 4 ìíîæåñòâî S1 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíûõ çàìåí
ñëîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî S1 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè. Çàìå-
òèì, ÷òî âñÿêîå ñëîâî α ïðèíàäëåæèò S1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò
âèä βγ, ãäå β ∈ B1

1 , à γ ∈ B1
0 . Ïóñòü α1 = β1γ1, α2 = β2γ2, ãäå β1, β2 ∈ B1

1 ,
à γ1, γ2 ∈ B1

0 . Òîãäà α1 ∧ α2 ∼ (β1 ∧ β2) ∧ (γ1 ∧ γ2) ∼ βi ∧ γj ∼ βiγj, äëÿ
íåêîòîðûõ i, j ∈ {1, 2}. Ñëåäîâàòåëüíî α1 ∧ α2 ∈ S1. Òåì ñàìûì àíàëîãè÷íî
S/∼ íà S1/∼ ââîäÿòñÿ ôóíêöèè ∧, 〈0〉, 〈1〉. Îò ñþäà âìåñòå ñ òåîðåìîé Äæà-
ïàðèäçå îá àðèôìåòè÷åñêîé ïîëíîòå ëîãèêè GLP ñëåäóåò èçîìîðôèçì àëãåáð
(S1/∼, =,∧, 〈0〉, 〈1〉) è (W1, =,∧, 〈0〉, 〈1〉).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè òåîðèè Th(W1, =,∧, 〈0〉, 〈1〉) ìû äàëåå ïî-
ñòðîèì èíòåðïðåòàöèþ òåîðèè Th(S1/∼, =,∧, 〈0〉, 〈1〉) â òåîðèè Th(ωω, =,≤, +),
êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî ðàçðåøèìà [7].

Ëåììà 11. Â òåîðèè Th(ωω, =,≤, +) îïðåäåëèìû ñëåäóþùèå ôóíêöèè è ìíî-
æåñòâà:

1. ìíîæåñòâî {ωx | 1 ≤ x < ω};

2. îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå {ωx | 1 ≤ x < ω}, ôóíêöèÿ óìíîæåíèÿ íà ω
ñïðàâà x 7→ x · ω;

3. ìíîæåñòâî {x ∈ ωω | r(x) = 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî a ∈ ωω

a ∈ {ωx | 1 ≤ x < ω} ⇐⇒ a 6= 0 & a 6= 1 & ∀x < a(∀y < a(x + y < a)).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè a ∈ {0, 1}, òî îáå ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ëîæíû. Òåì ñàìûì ìû ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ a 6∈ {0, 1}.

Èìïëèêàöèÿ ñëåâà íàïðàâî èìååòñÿ â ñèëó ëåììû 7.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ ñïðàâà íàëåâî. Ïóñòü a 6∈ {ωx | 1 ≤ x < ω}. Íàéä¼ì

îðäèíàëû b, c < a òàêèå, ÷òî b + c ≥ a. Ðàññìîòðèì êàíòîðîâñêóþ íîðìàëüíóþ
ôîðìó a = ωa1 + · · · + ωan , ãäå a1 ≥ . . . ≥ an è n ≥ 2. Çàìåòèì, ÷òî (ωa1 + · · · +
ωan−1) + (ωa1 + · · · + ωan−1) ≥ ωa1 + · · · + ωan−1 + ωa1 ≥ ωa1 + · · · + ωan = a. Òåì
ñàìûì ìû ìîæåì ïîëîæèòü b = c = ωa1 + . . . + ωan−1 .
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2. ωa · ω = b ⇐⇒ b = min({ωx | 1 ≤ x < ω} ∩ {x|x > ωa}).
3. r(a) = 0 ⇐⇒ a = 0 ∨ ∃x(a = x + 1).

Òåîðåìà 3. Òåîðèÿ Th(W1, =,∧, 〈0〉, 〈1〉) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü òåîðèè Th(S1/∼, =,∧, 〈0〉, 〈1〉), ïî-
ñòðîèâ å¼ ýôôåêòèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåîðèè Th(ωω, =,≤, +) è äàëåå âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ðàçðåøèìîñòüþ ïîñëåäíåé. Äëÿ âñÿêîãî α ∈ S ïðåäñòàâèì [α]
ïàðîé (o(α), o(h1(α))). Çàìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè èíúåêöèþ èç
S1/∼ â ωω×ωω. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïàð îðäèíàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñëîâàì, ðàâíî {(x + y, y) | r(x) = 0, y ∈ {ωz | 1 ≤ z < ω} ∪ {0}}.

Çàäàäèì ôóíêöèè 〈0〉I : (ωω ×ωω) → (ωω ×ωω) è 〈1〉I : (ωω ×ωω) → (ωω ×ωω)
ñëåäóþùèìè òîæäåñòâàìè: 〈0〉I(a, b) = (a + 1, 0), 〈1〉I(a, b) = (a + (1 + b) · ω, (1 +
b) · ω). Çàìåòèì, ÷òî 〈0〉I è 〈1〉I ÿâëÿþòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèé 〈0〉 è 〈1〉
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ ∧I : (ωω×ωω)2 → (ωω×ωω). Ïóñòü îðäèíàëû
a1, a2, b1, b2 ∈ ωω. Åñëè a2 > a1, òî ïîëîæèì (a1, b1)∧I (a2, b2) = (a2, b2)∧I (a1, b1).
Òåì ñàìûì ìû äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî a1 ≥ a2. Åñëè b1 ≥ b2, òî ïîëîæèì (a1, b1) ∧I

(a2, b2) = (a1, b1), èíà÷å ïîëîæèì (a1, b1)∧I (a2, b2) = (a1 +b2, b2). Òàêèì îáðàçîì,
ìû îïðåäåëèëè îïåðàöèþ ∧I íà âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî êîììóòàòèâíî îãðàíè÷åíèå ∧I íà ïàðû îðäèíàëîâ, ÿâëÿþùèå-
ñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè êàêèõ-òî ñëîâ. Ðàññìîòðèì ñëîâà α1, α2 è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ïàðû îðäèíàëîâ (a1, b1) = (o(α1), o(h1(α1))), (a2, b2) = (o(α2), o(h1(α2))). Äî-
êàæåì, ÷òî (a1, b1) ∧I (a2, b2) = (a2, b2) ∧I (a1, b1). Åñëè a1 6= a2, òî ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ. Åñëè a1 = a2, òî b1 = o(h1(α)) =
o(h1(β)) = b2. Ñëåäîâàòåëüíî (a1, b1) ∧I (a2, b2) = (a1, b1) = (a2, b2) = (a2, b2) ∧I

(a1, b1).
Ïóñòü ïàðû (a1, b1), (a2, b2) è (a3, b3) ïðåäñòàâëÿþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

[α1], [α2] è [α] ∧ [β] ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî ñîâïàäàþò ïàðû (a3, b3) è
(a4, b4) = (a1, b1) ∧I (a2, b2), òåì ñàìûì ìû ïîêàæåì, ÷òî ∧I èíòåðïðåòèðóåò
êîíúþíêöèþ. Èç ëåììû 3 è ôàêòà 5 ñëåäóåò, ÷òî b3 = b4. Ïåðåéä¼ì ê äîêàçà-
òåëüñòâó òîãî, ÷òî a3 = a4. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè îãðàíè÷åíèÿ ∧I ìû áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî o(α1) ≥ o(α2) . Ïóñòü β ∈ B1

0 òàêîâî,
÷òî α2 = h1(α2)β. Çàìåòèì, ÷òî o(α1) ≥ o(α2) ≥ o(β), à ñëåäîâàòåëüíî èç ïóíêòà
2 ëåììû 6 ìû ïîëó÷àåì ` α1 → β. Òàêèì îáðàçîì, [α1] ∧ [α2] = [α1] ∧ [h1(α2)].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b1 ≥ b2. Îò ñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî [α1] ≤ [h1(α1)] ≤
[h1(α2)]. Ñëåäîâàòåëüíî [α1]∧ [α2] = [α1]. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå a3 = a4.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî b1 < b2. Ïóñòü γ ∈ B1
0 òàêîâî, ÷òî α1 = h1(α1)γ.

Ìû èìååì [α1] ∧ [α2] = [α1] ∧ [h1(α2)] = [h1(α1)] ∧ [γ] ∧ [h1(α2)] = [h1(α2)] ∧
[γ] = [h1(α2)γ]. Çàìåòèì, ÷òî o(h1(α2)γ) = o(h1(α2)0h1(α1)γ). Â ñèëó çàìå÷àíèÿ
7 èìååòñÿ ðàâåíñòâî o([α1] ∧ [α2]) = o(h1(α2)γ) = o(h1(α2)0h1(α1)γ) = o(α1) +
ωo1(h1(α2)) = o(α1) + o(h1(α2)). Òàêèì îáðàçîì, a3 = o([α1] ∧ [α2]) = o(α1) +
o(h1(α2)) = a4. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ∧I èíòåðïðåòèðóåò êîíúþíêöèþ
íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ.

Â ñèëó ëåììû 11 âñå ïîñòðîåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ôîðìàëèçóþòñÿ â ÿçû-
êå Th(ωω, =,≤, +). Òåì ñàìûì áûëà ïîñòðîåíà òðåáóåìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, èç ÷å-
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ãî ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü òåîðèé Th(S1/∼, =,∧, 〈0〉, 〈1〉) è Th(W1, =,∧, 〈0〉, 〈1〉).
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