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Çàäà÷à ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà áåñêîíå÷íîìåðíîé óíèòàðíîé
ãðóïïå ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà óíèòàðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, çàìåíÿþùèõ íåñóùåñòâóþùåå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå
è çàâèñÿùèõ îò äâóõ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ (Îëüøàíñêèé, 2003).
Äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàçëàãàþùàÿ ìåðà äîïóñêàåò îïè-
ñàíèå â òåðìèíàõ äåòåðìèíàíòíûõ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ (Áîðîäèí è
Îëüøàíñêèé, 2005). Öåëü ðàáîòû � îïèñàíèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ öåëûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ; òîãäà ñïåêòð ðàçëîæåíèÿ ðåçêî ìåíÿåòñÿ. Ïî-
õîæèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðàíåå äëÿ áåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû (Âåðøèê, Êåðîâ è Îëüøàíñêèé, 2004), íî ñëó÷àé óíèòàðíîé
ãðóïïû îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå. Âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé äî-
êàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ (Ãóñòàôñîí, 1987).

0 Ââåäåíèå

Ãðóïïà U(∞), ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå óíèòàðíûå ìàò-
ðèöû U = [Uij ], i, j = 1, 2, . . ., äëÿ êîòîðûõ Uij = δij äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî i+ j, íàðÿäó ñ ãðóïïîé S(∞), ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ”áîëüøîé“ ãðóïïû.
Ñîãëàñíî èäåå, ðàçâèâàåìîé â ðàáîòàõ [4], [5], îñíîâíîé çàäà÷åé ãàðìîíè÷å-
ñêîãî àíàëèçà íà òàêîé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå íàèáîëåå ”åñòåñòâåí-
íûõ“ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû íà íåïðèâîäèìûå.

Ïóñòü G = U(∞)×U(∞),K � äèàãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, èçîìîðôíàÿ
U(∞). Òîãäà (G, K) ÿâëÿåòñÿ ïàðîé Ãåëüôàíäà. Â ðàáîòå [4] áûëî ïîñòðî-
åíî ñåìåéñòâî Tzw ïðåäñòàâëåíèé, çàâèñÿùåå îò äâóõ êîìïëåêñíûõ ïàðà-
ìåòðîâ z è w, ñâÿçàííûõ óñëîâèåì Re(z + w) > − 1

2 . Äëÿ ëþáûõ òàêèõ z è
w ïðåäñòàâëåíèå Tzw ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîãî èíòåãðàëà
áåç êðàòíîñòåé îò íåïðèâîäèìûõ ñôåðè÷åñêèõ (ò.å. îáëàäàþùèõ âûäåëåí-
íûì öèêëè÷åñêèì K-èíâàðèàíòíûì âåêòîðîì) ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G,
êîòîðûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà Ω, îïðåäåëÿåìîãî â ðàçäå-
ëå 1. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw ïîëíîñòüþ
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îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ìåð íà Ω. Ïîñëåäíèé íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðàëüíûì òèïîì ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw.

Ñïåêòðàëüíûé òèï Tzw ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè z è
w öåëûìè. Ñëó÷àé íåöåëûõ z è w áûë èññëåäîâàí â ðàáîòå [1]. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå ðàçîáðàí ñëó÷àé öåëûõ z è w. Ïðåäñòàâëåíèå Tzw ðàçëàãàåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðåäñòàâëåíèé Tpqrs, êîòîðûå ìû íàçûâàåì áëîêàìè Tzw.
Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé òèï Tzw îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ìåð
íà êîíå÷íîìåðíûõ ãðàíÿõ Ω(p, q; r, s) ⊂ Ω, îïðåäåëåííûõ â ðàçäåëå 1. Àíà-
ëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ãðóïïû S(∞) è îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
ïðåäñòàâëåíèé Tz äëÿ öåëîãî z áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [5].

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí Ã. È. Îëüøàíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è Â. Ãîðèíó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.

1 Õàðàêòåðû è ãðàô Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ õà-
ðàêòåðîâ ïðîèçâîëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï è áåñêîíå÷íîìåðíîé óíèòàð-
íîé ãðóïïû â ÷àñòíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, ïðèâîäèìûõ â ðàç-
äåëàõ 1 è 2, ìîæíî íàéòè â [4] è ññûëêàõ âíóòðè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Ê � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà. Õàðàêòåðîì ýòîé
ãðóïïû áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíóþ êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ χ íà
K, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

(1) χ öåíòðàëüíà, ò.å. ïîñòîÿííà íà êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè K;

(2) χ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å. äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ g1, . . . , gn ãðóïïû K ìàòðèöà [χ(g−1

j gi)]1≤i,j≤n ýðìèòîâà è íåîòðè-
öàòåëüíà;

(3) χ(e) = 1, ãäå e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû K.

Ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû K îáîçíà÷èì ÷åðåç X(K). Î÷åâèä-
íî, ÷òî X(K) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ýòîãî
ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè õàðàêòåðàìè.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå K áóäåò âûñòóïàòü áåñêîíå÷íîìåðíàÿ óíè-
òàðíàÿ ãðóïïà U(∞) = ∪N≥1U(N), ÿâëÿþùàÿñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì
óíèòàðíûõ ãðóïï U(N), ñîñòîÿùèõ èç óíèòàðíûõ ìàòðèö ðàçìåðà N × N .
Ïðè ýòîì âëîæåíèå U(N) â U(N + 1) óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìû
îòîæäåñòâëÿåì U(N) ñ ïîäãðóïïîé â U(N + 1) òåõ ìàòðèö, êîòîðûå îñòàâ-
ëÿþò íåïîäâèæíûì (N+1)-ûé áàçèñíûé âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì, U(∞) åñòü
ãðóïïà áåñêîíå÷íûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö U = [Uij ], i, j = 1, 2, . . ., ó êîòîðûõ
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ Uij îòëè÷íî îò δij . Ñíàáäèì U(∞) òîïîëî-
ãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà. Â ýòîé òîïîëîãèè U(∞) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
êîìïàêòíîé ãðóïïîé.

Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû U(N) ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñïåê-
òðîì óíèòàðíûõ ìàòðèö, ò.å. íåóïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
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u1, . . . , uN ïî ìîäóëþ ðàâíûõ 1. Î÷åâèäíî òîãäà, ÷òî êëàññû ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû U(∞) ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñ÷åòíûìè íàáîðàìè êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë (u1, . . . , un, . . .), èç êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îòëè÷íî îò 1;
óïîðÿäî÷èâàíèå ui íåñóùåñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∞ ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîïèé R è ïîëîæèì

R4∞+2 = R∞ × R∞ × R∞ × R∞ × R× R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ⊂ R4∞+2 ïîäìíîæåñòâî òàêèõ øåñòåðîê

ω = (α+, β+;α−, β−; δ+, δ−),

÷òî

α± = (α±1 ≥ α
±
2 . . . ≥ 0) ∈ R∞, β± = (β±1 ≥ β

±
2 . . . ≥ 0) ∈ R∞,

∞∑
i=1

(α±i + β±i ) <∞, β+
1 + β−1 ≤ 1.

Ïîëîæèì

γ± = δ± −
∞∑
i=1

(α±i + β±i ) ≥ 0.

Äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω îïðåäåëèì ôóíêöèþ χ(ω) íà U(∞):

χ(ω)(U) =
∏

u∈SpecU

{
eγ

+(u−1)+γ−(u−1−1)

∞∏
i=1

1 + β+
i (u− 1)

1− α+
i (u− 1)

1 + β−i (u−1 − 1)
1− α−i (u−1 − 1)

}
,

ãäå U � ìàòðèöà èç U(∞), à ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì åå ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì. Âñå êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíû
1, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ïî u â äåéñòâèòåëüíîñòè êîíå÷íî. Ïðîèçâåäåíèå
ïî i ñõîäèòñÿ, òàê êàê ñóììà ïàðàìåòðîâ êîíå÷íà. α±i , β

±
i è γ± (èëè δ±)

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè Âîéêóëåñêó (ñì. [6]).

Òåîðåìà 1.1. Ôóíêöèè χ(ω), ãäå ω ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Ω, åñòü â òî÷-
íîñòè ýêñòðåìàëüíûå õàðàêòåðû ãðóïïû U(∞).

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû U(∞) ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííà òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Ω, ÷òî

χ(U) =
∫

Ω

χ(ω)(U)P (dω), U ∈ U(∞)

P íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðîé õàðàêòåðà χ.
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Ïóñòü p, q, r, s � öåëûå ÷èñëà. Åñëè âñå îíè íåîòðèöàòåëüíû, òî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Ω(p, q; r, s) ⊂ Ω ïîäìíîæåñòâî òåõ ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ

α+
p+1 = α+

p+2 = . . . = 0, β+
q+1 = β+

q+2 = . . . = 0,

α−r+1 = α−r+2 = . . . = 0, β−s+1 = β−s+2 = . . . = 0,

δ+ =
∑

(α+
i + β+

i ), δ− =
∑

(α−i + β−i ).

Åñëè æå p, r, s ≥ 0, q < 0 è s ≥ −q, òî ÷åðåç Ω(p, q; r, s) ⊂ Ω îáîçíà÷èì
ïîäìíîæåñòâî òåõ ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ

α+
p+1 = α+

p+2 = . . . = 0, β+
1 = β+

2 = . . . = 0,

α−r+1 = α−r+2 = . . . = 0, β−1 = . . . = β−−q = 1, β−s+1 = β−s+2 = . . . = 0,

δ+ =
∑

(α+
i + β+

i ), δ− =
∑

(α−i + β−i ).

Â ñëó÷àå p, r, q ≥ 0, s < 0 è q ≥ −s îïðåäåëåíèå Ω(p, q; r, s) äàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî. Â ëþáîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü Ω(p, q; r, s) ðàâíà p+ q + r + s.

Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû U(N) ïàðàìåòðèçóþòñÿ óïîðÿäî-
÷åííûìè íàáîðàìè èç N öåëûõ ÷èñåë λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λN , êîòîðûå íàçûâà-
þòñÿ ñèãíàòóðàìè. Ïðè ýòîìN íàçûâàåòñÿ äëèíîé ñèãíàòóðû λ. Ìíîæåñòâî
âñåõ ñèãíàòóð äëèíû N îáîçíà÷èì ÷åðåç GTN . Ãðàôîì Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà
íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûé ãðàô GT = t∞N=0GTN . Äâå âåðøèíû λ ∈ GTN
è ν ∈ GTN+1 ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè λ ≺ ν, ò.å. âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
ïåðåìåæàåìîñòè:

ν1 ≥ λ1 ≥ ν2 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λN ≥ νN+1.

Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî GT0 ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, îáîçíà÷àåìîãî
÷åðåç ∅, è ÷òî ýòîò ýëåìåíò ñîåäèíåí ðåáðîì ñî âñåìè λ ∈ GT1.

Ñîîòíîøåíèå ïåðåìåæàåìîñòè λ ≺ ν âîçíèêàåò â ïðàâèëå âåòâëåíèÿ
Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà äëÿ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ óíèòàðíûõ ãðóïï:

χν |U(N) =
∑

λ : λ≺ν

χλ,

ãäå χλ � õàðàêòåð òîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû U(N), êîòî-
ðîå îòâå÷àåò ñèãíàòóðå λ. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå Âåéëÿ:

DimN λ =
∏

1≤i<j≤N

λi − λj + j − i
j − i

.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèãíàòóð λ ∈ GTN è ν ∈ GTN+1 ïîëîæèì

q(λ, ν) =

{
DimN λ

DimN+1 λ
, λ ≺ ν

0, λ 6≺ ν.
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Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî q(∅, λ) = 1 äëÿ ëþáîé ñèãíàòóðû λ ∈ GT1.
×èñëà q(ν, λ) íàçûâàþòñÿ êîïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ãðàôà Ãåëüôàíäà-
Öåòëèíà è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:∑

λ∈GTN

q(λ, ν) = 1 äëÿ ëþáîé ν ∈ GTN+1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî N = 0, 1, . . . çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PN
íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå GTN . Ñåìåéñòâî {PN} íàçûâàåòñÿ êîãåðåíòíîé
ñèñòåìîé ìåð, åñëè

PN (λ) =
∑

ν∈GTN+1

q(λ, ν)PN+1(ν), N = 0, 1, . . . , λ ∈ GTN .

Òåîðåìà 1.3. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå χ↔ {PN}
ìåæäó õàðàêòåðàìè ãðóïïû U(∞) è êîãåðåíòíûìè ñèñòåìàìè ìåð íà ãðà-
ôå Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà. Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåòñÿ ñîòíîøåíèåì

χN =
∑

λ∈GTN

PN (λ)χ̃λ, χN = χ|U(N), N = 1, 2, . . . ,

ãäå χ̃λ(u) = χλ(u)
χλ(e)

� íîðìèðîâàííûé õàðàêòåð.

Çàìå÷àíèå 1.4. Ïóñòü χ � ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
öåëîãî k ôóíêöèÿ χ ⊗ detk(·), îïðåäåëåííàÿ êàê ïîòî÷å÷íîå ïðîèçâåäåíèå
χ(U) detk(U), òàêæå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì. Ïðè ýòîì, åñëè χ ýêñòðåìàëåí,
òî è χ ⊗ detk(·) òàêæå ýêñòðåìàëåí. Â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ Âîéêóëåñêó
óìíîæåíèå íà det(·) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ:

β+ → (1− β−1 , β
+
1 , β

+
2 , . . .), β− → (β−2 , β

−
3 , . . .).

Â òåðìèíàõ êîãåðåíòíûõ ñèñòåì óìíîæåíèå íà det(·) ýêâèâàëåíòíî ïðåîá-
ðàçîâàíèþ PN (λ)→ PN (λ+ (1, . . . , 1)).

Äëÿ çàäàííîé ñèãíàòóðû λ ∈ GTN îáîçíà÷èì ÷åðåç λ+ è λ− åå ïîëî-
æèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè. Îíè ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììàìè Þíãà,
ñâÿçàííûìè óñëîâèåì l(λ+) + l(λ−) ≤ N , ãäå l(·) � êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ
ñòðîê â äèàãðàììå Þíãà. Äëÿ äèàãðàììû Þíãà µ îáîçíà÷èì ÷åðåç d(µ)
êîëè÷åñòâî êëåòîê â äèàãîíàëè µ è ââåäåì ìîäèôèöèðîâàííûå êîîðäèíàòû
Ôðîáåíèóñà:

p̄i(µ) = µi − i+
1
2
, q̄i(µ) = µ′i − i+

1
2
, i = 1, . . . , d(µ),

ãäå µ′ � ñîïðÿæåííàÿ ê µ äèàãðàììà Þíãà. Ïîëîæèì

p̄i(µ) = q̄i(µ) = 0, i = d(µ) + 1, d(µ) + 2, . . . .
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Äëÿ ëþáîãî N = 1, 2, . . . âëîæèì ìíîæåñòâî GTN â Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì:

GTN 3 λ 7→ ω = (ᾱ+, ᾱ−, β̄+, β̄−, δ̄+, δ̄−) ∈ Ω,

ᾱ± =
p̄i(λ±)
N

, β̄± =
q̄i(λ±)
N

(i = 1, 2, . . .), δ̄± =
|λ±|
N

,

ãäå |µ| îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî êëåòîê â äèàãðàììåÞíãà µ. Äàííîå âëîæåíèå
îáîçíà÷èì ÷åðåç ı̄N .

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü χ � ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð U(∞), P � åãî ñïåê-
òðàëüíàÿ ìåðà è {PN} � êîãåðåíòíàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ χ. Òî-
ãäà îáðàçû ìåð PN ïðè âëîæåíèè ı̄N ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ìåðå P .

Ïóñòü G = U(∞)×U(∞),K � äèàãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà âG, êàíîíè÷åñêè
èçîìîðôíàÿ U(∞), è T � óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â íåêîòîðîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Âåêòîð ξ ∈ H íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ âåêòîðîâ T (g)ξ, g ∈ G, ïëîòíà â H. Åñëè âåêòîð
ξ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû
K è ||ξ|| = 1, òî ïàðà (T, ξ) íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì. Ïðè
ýòîì âåêòîð ξ íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì âåêòîðîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà G, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè, K-áèèíâàðèàíòíûìè è íîðìèðîâàí-
íûìè â åäèíèöå e ãðóïïû G. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè. Åñëè (T, ξ) � ñôåðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïàðû (G,K), òî ìàò-
ðè÷íûé êîýôôèöèåíò

ϕ(g) = (T (g)ξ, ξ), g ∈ G,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñôåðè÷åñêîìó âåêòîðó, ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Îòîáðàæåíèå (T, ξ) 7→ ϕ îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé è ñôåðè÷å-
ñêèìè ôóíêöèÿìè. Ïðè ýòîì ýêñòðåìàëüíûì ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ñîîò-
âåòñòâóþò íåïðèâîäèìûå ñôåðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ìåæäó ìíîæåñòâîì õàðàêòåðîâ X(K) = X(U(∞)) è ìíîæåñòâîì ñôå-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé Φ òàêæå ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,
çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ(U) = ϕ(U, 1), ϕ(U1, U2) = χ(U1U
−1
2 ), U, U1, U2 ∈ U(∞).

Ïðè ýòîì áèåêöèÿ χ ↔ ϕ ÿâëÿåòñÿ òàêæå èçîìîðôèçìîì âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíûì õàðàêòåðàì ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðå-
ìàëüíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Òàê êàê (G,K) ÿâëÿåòñÿ ïàðîé Ãåëüôàíäà, òî äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìî-
ãî óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T ãðóïïû G ïðîñòðàíñòâî K-èíâàðèàíòíûõ
âåêòîðîâ èìååò ðàçìåðíîñòü 0 èëè 1. Çíà÷èò, åñëè T îáëàäàåò íåíóëåâûì
K-èíâàðèàíòíûì âåêòîðîì ξ, òî ξ åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî. Ïðè ýòîì ýòîò âåêòîð ξ àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, òàê
êàê ïðåäñòàâëåíèå T íåïðèâîäèìî è ξ 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ ||ξ|| = 1,
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ïîëó÷àåì ñôåðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (T, ξ). Íååäèíñòâåííîñòü âûáîðà âåê-
òîðà ξ çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â âîçìîæíîñòè åãî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ïî ìîäó-
ëþ ðàâíîå 1, ÷òî íå âëèÿåò íà ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕ(g) = (T (g)ξ, ξ). Èç
âñåãî âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî íåïðèâîäèìûå ñôåðè÷åñêèå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïàðû (G,K) ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè ω ∈ Ω.

2 Êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëåíèé Tzw

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

G(N) = U(N)× U(N) ⊂ G, K(N) = diagU(N) ⊂ K, N = 1, 2, . . . .

G(N) äåéñòâóåò íà U(N) ïî ïðàâèëó:

(U, (U1, U2)) 7→ U−1
2 UU1, U ∈ U(N), (U1, U2) ∈ G(N).

Ïóñòü N ≥ 2. Ìàòðèöó U ∈ U(N) çàïèøåì â áëî÷íîì âèäå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì ðàçáèåíèþ N = (N − 1) + 1:

U =
[
A B
C D

]
,

ò.å. D = UNN � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, A � ìàòðèöà ðàçìåðà (N−1)× (N−1).
Ïîëîæèì

pN (U) =

{
A−B(1 +D)−1C, D 6= −1
A, D = −1.

Ëåììà 2.1. Îòîáðàæåíèå pN îïðåäåëÿåò ïðîåêöèþ U(N) → U(N − 1),
êîììóòèðóþùóþ ñ äåéñòâèåì G(N−1), ò.å. ñ ëåâûìè è ïðàâûìè ñäâèãàìè
íà ýëåìåíòû U(N − 1).

Ìû áóäåì íàçûâàòü pN êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé. pN íåïðåðûâíà íà îò-
êðûòîì ïîäìíîæåñòâå U(N), ñîñòîÿùåì èç òåõ ìàòðèö U , äëÿ êîòîðûõ
UNN 6= −1, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé ãðóïïå U(N). Òåì íå ìå-
íåå, pN ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì îòîáðàæåíèåì, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé áîðåëåâ-
ñêîé ìåðû íà U(N) îïðåäåëåí åå îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè pN , ÿâëÿþùèéñÿ
áîðåëåâñêîé ìåðîé íà U(N − 1).

Ïóñòü µN � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Õààðà íà U(N). Òîãäà èç ëåììû 2.1
ñëåäóåò, ÷òî îáðàç µN ïðè îòîáðàæåíèè pN ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðîé íà U(N − 1), à çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ µN−1.

Ïóñòü D = {D ∈ C : |D| ≤ 1} � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå

εN : U(N)→ D, U 7→ D = UNN .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç νN îáðàç ìåðû µN ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè. Òîãäà νN �
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà D.
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Ëåììà 2.2.

νN (dD) = const(1− |D|2)N−2l(dD),

ãäå l � ìåðà Ëåáåãà íà D.

Îáúåäèíèì pN è εN â îäíî îòáðàæåíèå:

p̃N : U(N)→ U(N − 1)×D.

Ëåììà 2.3. Îáðàç µN ïðè îòîáðàæåíèè p̃N ñîâïàäàåò ñ µN−1 × νN .

Ïîëîæèì HN = L2(U(N), µN ) è îáîçíà÷èì ÷åðåç RegN áèðåãóëÿðíîå
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G(N) â HN :

(RegN (g)f)(U) = f(U−1
2 UU1), f ∈ HN , U ∈ U(N), g = (U1, U2) ∈ G(N).

Ïóñòü HN
0 ⊂ HN � ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò p̃N (·).

Ëåììà 2.4. HN
0 ÿâëÿåòñÿ G(N − 1)-èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ èçîìåòðèÿ

HN
0 ' HN−1 ⊗WN , WN = L2(D, νN ).

Èç ëåììû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé åäèíè÷íûé âåêòîð v ∈WN îïðåäåëÿåò
âëîæåíèå RegN−1 → RegN :

HN−1 3 f 7→ f ⊗ v ∈ HN
0 ⊂ HN .

Ïóñòü U(N)′ ⊂ U(N) � ïîäìíîæåñòâî òåõ óíèòàðíûõ ìàòðèö, ìíîæå-
ñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ íå ñîäåðæèò −1. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë z è w ôóíêöèÿ

fz,w;N (U) = det((1 + U)z(1 + U−1)w)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà U(N)′. Ïðè ýòîì, åñëè u1, . . . , uN � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ U , òî

fz,w;N (U) =
N∏
k=1

(1 + uk)z(1 + ūk)w.

Íà äîïîëíåíèè ê U(N)′, ÿâëÿþùèìñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü îòíîñèòåëüíî
ìåðû Õààðà, äîîïðåäåëèì ýòó ôóíêöèþ íóëåì.

Ëåììà 2.5. Îáðàç U(N)′ ïðè îòîáðàæåíèè pN ñîâïàäàåò ñ U(N − 1)′.

Ëåììà 2.6. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû U ∈ U(N)′ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà:

fz,w;N (U) = fz,w;N−1(pN (U))(1 +D)z(1 + D̄)w,

ãäå D = UNN = εN (U) ∈ D \ {−1}.
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Ëåììà 2.7. Ôóíêöèÿ vz,w;N (D) = (1 + D)z(1 + D̄)w ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó L2(D, νN ), åñëè 2 Re z + 2 Rew +N > 0. Ïðè ýòîì

||vz,w;N ||2 =
∫

D

|(1 +D)z(1 + D̄)w|2νN (dD) =
Γ(N)Γ(N + z + z̄ + w + w̄)
Γ(N + z + w̄)Γ(N + z̄ + w)

.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü Re z+Rew > − 1
2 . Òîãäà ôóíêöèÿ fz,w;N ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó HN = L2(U(N), µN ), è

||fz,w;N ||2 =
N∏
k=1

Γ(k)Γ(k + z + z̄ + w + w̄)
Γ(k + z + w̄)Γ(k + z̄ + w)

.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå z, w ∈ C. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N (N >
−2 Re z − 2 Rew) âåêòîð vz,w;N ∈WN êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ïîëîæèì

v′z,w;N =
vz,w;N

||vz,w;N ||
.

Òîãäà ||v′z,w;N || = 1, è, ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.4, ìîæíî îïðåäåëèòü èçîìåòðè-

÷åñêîå âëîæåíèå LNz,w : HN−1 → HN :

HN−1 3 f 7→ f ⊗ v′z,w;N ∈ HN ,

êîììóòèðóþùåå ñ äåéñòâèåì G(N−1). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî H, ÿâëÿþùååñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì H = lim−→HN , è óíèòàðíîå

ïðåäñòàâëåíèå lim−→RegN â ïðîñòðàíñòâå H. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåäñòàâëåíèå
÷åðåç Tz,w.

Åñëè Re z + Rew > − 1
2 , òî âñå ôóíêöèè fz,w;N ∈ HN , è ìû ìîæåì

íîðìèðîâàòü èõ:

f ′z,w;N =
fz,w;N

||fz,w;N ||
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé âåêòîð

ξ0 = lim−→ f ′z,w;N ∈ H.

Îí ÿâëÿåòñÿ K-èíâàðèàíòíûì, òàê êàê âñå ôóíêöèè fz,w;N ïîñòîÿííû íà
êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå âûäåëåííîãî âåêòîðà
èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè Re z + Rew > − 1

2 .

Ëåììà 2.9. Ïóñòü Re z + Rew > − 1
2 . Òîãäà

f ′z,w;N =
∑

λ∈GTN

az,w;N (λ)χλ,

ãäå

az,w;N (λ) = Cz,w;N DimN λ

N∏
i=1

1
Γ(z − λi + i)Γ(w +N + 1 + λi − i)

, (1)
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ãäå

Cz,w;N =
N∏
i=1

√
Γ2(z + w + i)Γ2(i)Γ(i+ z̄ + w)Γ(i+ z + w̄)

Γ(i)Γ(i+ z + z̄ + w + w̄)
.

Ëåììà 2.10.

χz,w|U(N) =
∑

λ∈GTN

PN (λ | z, w)χ̃λ,

ãäå PN (λ | z, w) = |az,w;N (λ)|2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

χz,w(U) = (Tz,w(U, 1)ξ0, ξ0) =
∫
U(N)

f ′z,w;N (V U)f ′z,w;N (V )µN (dV ) =

=
∑
λ,µ

az,w;N (λ)az,w;N (µ)
∫
U(N)

χλ(V U)χµ(V )µN (dV ) =
∑
λ

|az,w;N (λ)|2χ̃λ(U)

Çàìå÷àíèå 2.11. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

PN (λ+ (1, . . . , 1) | z + 1, w − 1) = PN (λ | z, w).

Çíà÷èò, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.4 èìååì χz+1,w−1 = χz,w ⊗ det(·).

3 Êîììóòàíò è ðàçëîæåíèå íà áëîêè

Ïóñòü PN : H → HN � îðòîïðîåêòîð íà HN , H(λ) ⊂ HN � ïðîñòðàíñòâî
ïðåäñòàâëåíèÿ πλ × (πλ)∗ è P (λ) : H → H(λ) � îðòîïðîåêòîð íà H(λ).
Ïðîåêòîðû P (λ), λ ∈ GTN , ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, è èõ ñóììà ðàâíà PN .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A êîììóòàíò ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw, ò.å. àëãåáðó âñåõ îãðà-
íè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H, êîììóòèðóþùèõ ñ ïðåäñòàâëåíèåì Tzw.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Êîììóòàíò A ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A, B ∈ A. Äëÿ ëþáîãî N îïåðàòîðû PNAPN è
PNBPN , ðàññìàòðèâàåìûå êàê îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå HN , êîììóòè-
ðóþò ñ ïðåäñòàâëåíèåì RegN . Ïîñêîëüêó êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ êàæäîãî
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â RegN ðàâíà 1, òî êîììóòàíò ïðåäñòàâëå-
íèÿ RegN êîììóòàòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî,

PNAPNBPN = PNBPNAPN äëÿ âñåõ N = 1, 2, . . . . (2)

Ïðîåêòîðû PN ñèëüíî ñõîäÿòñÿ ê 1 ïðè N →∞. Òàê êàê îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèÿ íåïðåðûâíà â ñèëüíîé îïåðòîðíîé òîïîëîãèè íà êàæäîì îïåðàòîðíîì
øàðå, à íîðìû îïåðàòîðîâ â ðàâåíñòâå (2) íå ïðåâîñõîäÿò ìàêñèìóìà èç
÷èñåë 1, ||A||, ||B||, òî, ïåðåõîäÿ â (2) ê ïðåäåëó ïðè N →∞, ïîëó÷àåì, ÷òî
AB = BA.
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Îòîæäåñòâèì èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå LNzw : HN → HN+1 ñ ÷àñòè÷íî
èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì LNzwPN â H. Äëÿ ëþáûõ λ ∈ GTN è ν ∈ GTN+1

òàêèõ, ÷òî λ ≺ ν, çàôèêñèðóåì èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå E(λ, ν) : H(λ) →
H(ν), êîììóòèðóþùåå ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G(N). Âûáîð E(λ, ν) åäèíñòâå-
íåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïî ìîäóëþ ðàâíîãî 1. Îòîæäåñòâèì E(λ, ν)
ñ ÷àñòè÷íî èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì E(λ, ν)P (λ), äåéñòâóþùèì âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå H.

Äëÿ ëþáîé ïàðû ñèãíàòóð λ ∈ GTN è ν ∈ GTN+1 ðàññìîòðèì îïåðàòîð
P (ν)LNzwP (λ). Ýòîò îïåðàòîð ñïëåòàåò ïðåäñòàâëåíèÿ πλ × (πλ)∗ è (πν ×
(πν))∗|G(N). Çíà÷èò, îí ðàâåí 0, åñëè λ ⊀ ν. Åñëè λ ≺ ν, òî ýòîò îïåðàòîð
ïðîïîðöèîíàëåí E(λ, ν):

P (ν)LNzwP (λ) = αzw(λ, ν)E(λ, ν), λ ≺ ν.

Ïîëîæèì
pzw(λ, ν) = |αzw(λ, ν)|2, λ ≺ ν.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà E(λ, ν). Äëÿ ëþáîãî ξ ∈
H(λ) èìååì

||P (ν)ξ||2 =

{
pzw(λ, ν)||ξ||2, åñëè λ ≺ ν
0, èíà÷å.

Òàê êàê ïðîåêòîðû P (ν), ν ∈ GTN+1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è â ñóììå
äàþò PN+1, òî ∑

ν�λ

pzw(λ, ν) = 1 ∀λ ∈ GTN .

Ìû áóäåì íàçûâàòü pzw(λ, ν) ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw.

Òåîðåìà 3.2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðåõîäíîé ôóíêöèè
ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw:

pzw(λ, ν) =
|azw(ν)|2

|azw(λ)|2
dimλ

dim ν
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξλ, λ ∈ GTN , âåêòîð â H(λ) ⊂ HN ⊂ H,
ñîîòâåòñòâóþùèé χλ ïðè îòîæäåñòâëåíèè HN ∼= L2(U(N), µN1 ). Îí èìååò
åäèíè÷íóþ äëèíó è K(N)-èíâàðèàíòåí. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèãíàòó-
ðû ν ∈ GTN+1 âåêòîð ξν äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

ξν =
∑
λ≺ν

ξλν ,

ãäå âåêòîðû ξλν ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, K(N)-èíâàðèàíòíû,

(ξλν , ξλν) =
dimλ

dim ν

è ξλν ïîä äåéñòâèåì G(N) ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëåíèå πλ × (πλ)∗.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü H(πν) � ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ πν ãðóïïû
U(N + 1), à EndH(πν) � àëãåáðà îïåðàòîðîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(A,B) =
trAB∗

dim ν

Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû G(N + 1) íà EndH(πν) ôîðìóëîé:

g ·A = πν(g1)Aπν(g−1
2 ), A ∈ EndH(πν), g = (g1, g2) ∈ G(N + 1).

Îòîáðàæåíèå ̂ : EndH(πν) → H(ν), ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðó

A ∈ EndH(πν) ôóíêöèþ Â(u) = tr (Aπν(u)), ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå è êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì G(N + 1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1ν òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H(πν). Åãî
îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè A 7→ Â ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ξν . Äëÿ ëþáîé ñèãíà-
òóðû λ ≺ ν îáîçíà÷èì ÷åðåç 1λν ∈ EndH(πν) îðòîïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî òåõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ïîä äåéñòâèåì U(N) ⊂ U(N + 1) ïðåîáðàçóþòñÿ
ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ πλ. Îïðåäåëèì ξλν êàê îáðàç îïåðàòîðà 1λν ïðè
îòîáðàæåíèè A 7→ Â. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû ξλν óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðå-
áóåìûì ñâîéñòâàì.

Ïóñòü z /∈ Z, w /∈ Z. Òîãäà az,w;N (λ) 6= 0 äëÿ ëþáîé λ ∈ GTN . Ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ξ0 ïî ξλ, λ ∈ GTN , è ïî ξν , ν ∈ GTN+1:

ξ0 =
∑

λ∈GTN

azw(λ)ξλ =
∑

ν∈GTN+1

azw(ν)ξν .

Çàìåíÿÿ ξν íà
∑
λ≺ν ξλν , ïîëó÷àåì, ÷òî∑
λ∈GTN

azw(λ)ξλ =
∑

λ∈GTN

∑
ν�λ

azw(ν)ξλν .

Ñðàâíèâàÿ êîìïîíåíòû â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ
ñîãëàñíî çàäàííîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ G(N) ⊂ G(N + 1), ìû
âèäèì, ÷òî

azw(λ)ξλ =
∑
ν�λ

azw(ν)ξλν , äëÿ ëþáîéλ ∈ GTN .

Çíà÷èò,

Pνξλ =
azw(ν)
azw(λ)

ξλν , ν � λ,

ñëåäîâàòåëüíî,

pzw(λ, ν) =
|azw(ν)|2

|azw(λ)|2
||ξλν || =

|azw(ν)|2

|azw(λ)|2
dimλ

dim ν
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ã ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñíîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé A(λ) íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà GT\{∅}, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ

A(λ) =
∑
ν�λ

pzw(λ, ν)A(ν) äëÿ âñåõ ∅ 6= λ ∈ GT. (3)

Ã ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ||A|| = supλ |A(λ)|.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Êîììóòàíò A ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw êàê áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ñ îáû÷íîé îïåðàòîðíîé íîðìîé èçîìåòðè÷åí ïðîñòðàíñòâó Ã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ A è ëþáîãîN = 1, 2, . . . èìååì

AN := PNAPN =
∑

λ,µ∈GTN

P (λ)AP (µ)

Îïåðàòîð P (λ)AP (µ) ñïëåòàåò ïðåäñòàâëåíèÿ πµ × (πµ)∗ è πλ × (πλ)∗. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îí ìîæåò áûòü íåíóëåâûì òîëüêî ïðè λ = µ. Â ýòîì ñëó÷àå
îïåðàòîð P (λ)AP (λ) ïðîïîðöèîíàëåí P (λ). Îáîçíà÷àÿ êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè ÷åðåç A(λ) ïîëó÷àåì, ÷òî

PNAPN =
∑

λ∈GTN

A(λ)P (λ).

Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî

||PNAPN || = sup
λ∈GTN

|A(λ)|,

îòêóäà
||A|| = sup

N
||PNAPN || = sup

λ∈GT
|A(λ)| = ||A(·)||.

Ïóñòü λ ∈ GTN , ν ∈ GTN+1. Îïåðàòîð P (ν) êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì
ãðóïïûG(N) ⊂ G(N+1). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð P (λ)P (ν)P (λ), êîììóòè-
ðóþùèé ñ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì πλ× (πλ)∗ ãðóïïû G(N), ïðîïîð-
öèîíàëåí P (λ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè,
çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ ∈ H(λ) èìååì P (λ)ξ = ξ, à çíà÷èò,

(P (λ)P (ν)P (λ)ξ, ξ) = (P (ν)ξ, ξ) = (P (ν)ξ, P (ν)ξ) =

{
pzw(λ, ν)(ξ, ξ), λ ≺ ν
0, èíà÷å

ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåõîäíîé ôóíêöèè. Òàê êàê (P (λ)ξ, ξ) = (ξ, ξ), òî èñêî-
ìûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí pzw(λ, ν), åñëè λ ≺ ν, è 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å.

P (λ)P (ν)P (λ) =

{
pzw(λ, ν)P (λ), åñëè λ ≺ ν
0, èíà÷å.
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Òàê êàê P (λ)P (ν)P (µ) = 0, åñëè λ, µ ∈ GTN è µ 6= λ, òî

PNP (ν)PN =
∑
λ≺ν

pzw(λ, ν)P (λ) ∀ν ∈ GTN+1.

Çíà÷èò, âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

∑
λ∈GTN

A(λ)P (λ) = AN = PNAN+1PN = PN

 ∑
ν∈GTN+1

A(ν)P (ν)

PN =

=
∑

λ∈GTN

P (λ)
∑
ν�λ

A(ν)pzw(λ, ν),

îòêóäà

A(λ) =
∑
ν�λ

A(ν)pzw(λ, ν).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå A â ïðîñòðàíñòâî Ã.
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè A(·) ∈ Ã ïîëîæèì

AN =
∑

λ∈GTN

A(λ)P (λ).

Òîãäà èç óñëîâèÿ (3) ïîëó÷àåì, ÷òî

AN = PNAN+1PN ,

à èç óñëîâèÿ ||A(·)|| ñëåäóåò, ÷òî

sup
N
||AN || = ||A(·)|| <∞.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

A = w− lim
N→∞

AN ,

ãäå w-lim îáîçíà÷àåò ïðåäåë â ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè. Òàê êàê AN
êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G(N), òî îïåðàòîð A ñîäåðæèòñÿ â êîì-
ìóòàíòå A.

Äëÿ ÷åòâåðêè öåëûõ ÷èñåë (p, q; r, s) îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî

GT(p, q; r, s) = {λ ∈ GT |λp ≥ q, λp+1 < q + 1)
λN−r+1 ≤ −s, λN−r > −s− 1} ⊂ GT.

GT(p, q; r, s) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ïîäãðàôîì â ãðàôå Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà. Äà-
ëåå, ïóñòü Apqrs � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà GT(p, q; r, s).
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Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü q − p = k, s− r = l, p, r ≥ 0, k + l ≥ 0. Òîãäà
(1) Ôóíêöèÿ Apqrs(·) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3) äëÿ z = k, w = l.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Apqrs â êîììóòàíòå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Tkl.

(2) Îïåðàòîð Apqrs ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì íà íåêîòî-
ðîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hpqrs ⊂ H. Ïîäïðîñòðàíñòâà Hpqrs ïîïàðíî îðòî-
ãîíàëüíû, è èõ ïðÿìàÿ ñóììà åñòü âñå ïðîñòðàíñòâî H. Òàêèì îáðàçîì,
îíè îïðåäåëÿþò ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Tkl â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðåä-
ñòàâëåíèé:

Tkl =
⊕

q−p=k,s−r=l,p≥0,r≥0

Tpqrs

(3) Îáîçíà÷èì ÷åðåç RegNpqrs, ãäå N äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïîäïðåäñòàâ-

ëåíèå ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ RegN , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
òåõ êîìïîíåíò πλ × (πλ)∗, äëÿ êîòîðûõ λ ∈ GT(p, q; r, s). Ïóñòü HN

pqrs

� ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî â HN . Òîãäà èçîìåòðè÷åñêîå âëî-
æåíèå LNkl : HN → HN+1 îòîáðàæàåò HN

pqrs â HN+1
pqrs , è ïðåäñòàâëåíèå

Tpqrs ⊂ Tkl ñîâïàäàåò ñ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì ïðåäñòàâëåíèé RegNpqrs.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äëÿ ëþáîé ñèãíàòóðû λ ∈ GTN (p, q; r, s) èìååì

Apqrs(λ) = 1 =
∑
ν�λ

pkl(λ, ν) =
∑
ν�λ

pkl(λ, ν)Apqrs(ν),

òàê êàê pkl(λ, ν) = 0, åñëè ν /∈ GTN+1(p, q; r, s).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Apqrs(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3) è îãðàíè-

÷åíà. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî îíà îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Apqrs, ëå-
æàùèé â êîììóòàíòå ïðåäñòàâëåíèÿ Tkl.

(2) Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Apqrs ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
âñåõ N = 1, 2, . . .

PNApqrsPN =
∑

λ∈GTN (p,q;r,s)

P (λ). (4)

Ïîñêîëüêó PNApqrsPN ÿâëÿåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì äëÿ ëþáîãî N , òî îïåðà-
òîð Apqrs òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðîåêòîðû Apqrs ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è èõ ñóììà ðàâíà åäèíè÷íîìó îïå-
ðàòîðó.

(3) Òàê êàê âñå òðè îïåðàòîðà PN , Apqrs è PNApqrsPN ÿâëÿþòñÿ îðòîïðî-
åêòîðàìè, òî PN è Apqrs êîììóòèðóþò. Îòñþäà è èç (4) ñëåäóåò, ÷òî îïåðà-
òîð PNApqrs = ApqrsPN ïðîåöèðóåò HN íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
HN
pqrs.Òàê êàê PN+1 ≥ PN , òîHN

pqrs ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì âHN+1
pqrs .

4 Ïîñòðîåíèå âåêòîðà vpqrs

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z è w ïðîñòðàíñòâî
Vzw K-èíâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Fzw ôóíêöèé íà

15



GT, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïñåâäîãàðìîíè÷íîñòè è óñëîâèþ òèïà Õàð-
äè, ïðè÷åì â ñëó÷àå öåëûõ z è w ýòîò èçîìîðôèçì õîðîøî ñîãëàñîâàí ñ
ðàçëîæåíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw íà áëîêè, ïîëó÷åííûì â ðàçäåëå 3. Â ýòîì
ñëóà÷å ñ ïîìîùüþ ýòîãî èçîìîðôèçìà ìû ïîñòðîèì K-èíâàðèàíòíûé âåê-
òîð vpqrs â êàæäîì èç áëîêîâ Tpqrs. Â ðàçäåëå 5 áóäåò äîêàçàíà öèêëè÷íîñòü
ýòèõ âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ ëþáûõ N ≥ 1, λ ∈ GTN è ν ∈ GTN+1

(ξλ, ξν) =

{
azw(ν)
azw(λ) ·

DimN λ
DimN+1 ν

, λ ≺ ν,
0, èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qλ ïðîåêòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íà èçîòèïè÷åñêóþ êîìïîíåíòó πλ × (πλ)∗ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Tzw|G(n). Çàìåòèì, ÷òî Pλ ≤ Qλ è Qλξλ = ξλ. Èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî

(Qλξν , Qλξν) =

{
dimλ/dim ν, åñëè λ ≺ ν,
0, èíà÷å.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè óñëîâèå λ ≺ ν íå âûïîëíåíî, òî Qλξν = 0 è (ξλ, ξν) = 0.
Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð Qλ ê ðàçëîæåíèþ

ξ0 =
∑

λ∈GTN

(ξ0, ξλ)ξλ =
∑

ν∈GTN+1

(ξ0, ξν)ξν ,

ïîëó÷àåì, ÷òî

Qλξ0 = (ξ0, ξλ) =
∑
ν�λ

(ξ0, ξν)Qλξν .

Çàôèêñèðóåì ν � λ. Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ξν , ïîëó÷èì

(ξ0, ξλ)(ξλ, ξν) = (ξ0, ξν)(Qλξν , ξν),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî (Qλξν′ , ξν) = 0 äëÿ ëþáîé ν′ 6= ν, ÷òî â
ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî QλH(ν) ⊂ H(ν) äëÿ ëþáîé ν ∈ GTN+1.
Òàê êàê

(Qλξν , ξν) = (Qλξν , Qλξν) =
dimλ

dim ν
,

(ξ0, ξλ) = azw(λ) è (ξ0, ξν) = azw(ν), òî

(ξλ, ξν) =
azw(ν)
azw(λ)

· DimN λ

DimN+1 ν
.

Ñëåäñòâèå 4.2. Äëÿ ëþáûõ N ≥ 1, öåëûõ z è w, λ ∈ GTN è ν ∈ GTN+1

(ξν , ξλ) = Cz,w;N,N+1

∏N
i=1 Γ(z − λi + i)Γ(w +N + 1 + λi − i)∏N+1
i=1 Γ(z − νi + i)Γ(w +N + 2 + νi − i)

,
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ãäå

C2
z,w;N,N+1 =

C2
z,w;N+1

C2
z,w;N

=
(N + z + w)!4N !
(N + 2z + 2w)!

.

Çàìå÷àíèå 4.3. Öåëûå ÷èñëà z − λi + i è z − νi + i ìîãóò áûòü íåïîëîæè-
òåëüíûìè, è òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ãàììà-ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â áåñêî-
íå÷íîñòü. Òàê êàê λ ≺ ν, òî z − λi + i ≥ z − νi + i ïðè ëþáîì 1 ≤ i ≤ N .

Ïîýòîìó îòíîøåíèå Γ(z−λi+i)
Γ(z−νi+i) ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Òàêæå ìû

ïîëàãàåì 1
Γ(z−νN+1+N+1) ðàâíûì 0, åñëè z − νN+1 +N + 1 ≤ 0. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ
∏N
i=1 Γ(w+N+1+λi−i)∏N+1
i=1 Γ(w+N+2+νi−i)

.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fzw ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé f(λ) íà âåðøèíàõ λ 6= ∅ ãðàôà Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ñëåäóþùèì äâóì ñâîéñòâàì.

(1) Ïñåâäîãàðìîíè÷íîñòü: äëÿ âñåõ λ ∈ GTN âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

f(λ) =
∑
ν�λ

f(ν)(ξν , ξλ). (5)

(2) Óñëîâèå òèïà Õàðäè: äëÿ ëþáîãî N = 1, 2, . . .

||f ||2 := sup
N

∑
λ∈GTN

|f(λ)|2 <∞.

Íà ñàìîì äåëå, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ,
äëÿ ïñåâäîãàðìîíè÷íîé ôóíêöèè ñóììà

∑
λ∈GTN |f(λ)|2 íå óáûâàåò ïðè

N →∞, ïîýòîìó

||f ||2 := lim
N→∞

∑
λ∈GTN

|f(λ)|2.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Îòîáðàæåíèå

v 7→ fv, fv(λ) = (v, ξλ)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñîõðàíÿþùèì íîðìó èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ Vzw
K-èíâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw è ïðîñòðàíñòâà Fzw.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V N � ïîäïðîñòðàíñòâî K(N)-èíâàðèàíòíûõ âåê-
òîðîâ â HN . Îòìåòèì, ÷òî V N íå ñîäåðæèòñÿ â Vzw, íî PNVzw ⊆ V N è
PNV

N+1 ⊆ V N , ãäå PN � îðòîïðîåêòîð èç H íà HN . Âåêòîðû ξλ, λ ∈ GTN ,
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V N . Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ

vN =
∑

λ∈GTN

a(λ)ξλ ∈ V N è vN+1 =
∑

ν∈GTN+1

b(ν)ξν ∈ V N+1

èìååì

vN = PNvN+1 ⇐⇒ a(λ) =
∑
ν�λ

b(ν)(ξν , ξλ) ∀λ ∈ GTN . (6)
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Çàìåòèì, ÷òî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî∑
λ∈GTN

|a(λ)|2 = ||vN ||2 ≤ ||vN+1||2 =
∑

ν∈GTN+1

|b(ν)|2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî v ∈ Vzw è vN = PNv ïðè N = 1, 2, . . .. Òîãäà

fv(λ) = (v, ξλ) = (vN , ξλ), λ ∈ GTN .

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ fv óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïñåâäîãàðìîíè÷íî-
ñòè è

||fv||2 := sup
N
||vN ||2 = lim

N→∞
||vN ||2 = ||v||2 <∞,

ñëåäîâàòåëüíî fv ∈ Fzw. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå v 7→ fv ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷å-
ñêèì âëîæåíèåì Vzw → Fzw.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Fzw ïîëîæèì

vN =
∑

λ∈GTN

f(λ)ξλ, N = 1, 2, . . . .

Òîãäà vN ∈ V N , vN = PNvN+1 è

lim
n→∞

||vN ||2 = sup
N
||vN ||2 = ||f ||2.

Ïîýòîìó âåêòîðû vN ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó v ∈ H. Äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî M âåêòîð v ÿâëÿåòñÿ K(M)-èíâàðèàíòíûì, ïîñêîëüêó âåêòîðû
vN îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì ïðè âñåõ N ≥M . Çíà÷èò, v ∈ Vzw è f = fv.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vpqrs = V ∩Hpqrs ïðîñòðàíñòâî âñåõ K-èíâàðèàíòíûõ
âåêòîðîâ â áëîêå Hpqrs è ÷åðåç Fpqrs ïîäïðîñòðàíñòâî Fkl ôóíêöèé, íîñè-
òåëü êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â GT(p, q; r, s). Ðàçëîæåíèå

Fkl =
⊕

q−p=k,s−r=l,p≥0,r≥0

Fpqrs

ñîãëàñîâàíî ñ ðàçëîæåíèåì

Vkl =
⊕

q−p=k,s−r=l,p≥0,r≥0

Vpqrs.

Òàê êàê âûäåëåííûé âåêòîð ξ0 ëåæèò â ïðîñòðàíñòâåH
N ïðè ëþáîì N è

ÿâëÿåòñÿ K-èíâàðèàíòíûì, òî ôóíêöèÿ azw(λ) = (ξ0, ξλ) ëåæèò â ïðîñòðàí-
ñòâå Fzw. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k è l òàêèõ, ÷òî k + l ≥ 0, è ñèãíàòóðû
λ ∈ GT(p, q; r, s), ãäå p + r ≥ 1, q − p = k è s − r = l, akl(λ) = 0. Ïðè ýòîì
ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðå λ

azw(λ) = (z − k)p(w − l)rãzw(λ),
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ãäå ãzw(λ) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, akl ∈ F0k0l.
Çàôèêñèðóåì öåëûå z è w, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ z+w ≥ 0. Ïóñòü p

è r � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, q = z+p, s = w+r è N ≥ r+p. Äëÿ ñèãíàòóðû
λ ∈ GT(p, q; r, s) ∩GT(N) îïðåäåëèì λ1, λ2, λ3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ1 = (λ1 − q, . . . , λp − q, 0, . . . , 0)

λ2 = (λp+1, . . . , λN−r)

λ3 = (−λN − s, . . . ,−λN−r+1 − s, 0, . . . , 0)

Ïðè ýòîì λ1 è λ3 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèãíàòóðû ñ N + w + q è
N +z+s ñòðîêàìè ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè λ ≺ ν, òî λi ≺ νi, i =
1, 2, 3, è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé g1, g2 è g3 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∑
ν�λ

g1(ν1)g2(ν2)g3(ν3) =

 ∑
ν1<λ1

g1(ν1)

( ∑
ν2�λ2

g2(ν2)

) ∑
ν3<λ3

g3(ν3)

 ,

(7)

ãäå ν < λ îçíà÷àåò, ÷òî ν � λ è ν èìååò ñòîëüêî æå íåíóëåâûõ êîìïîíåíò,
ñêîëüêî è λ.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü q − p = z, s − r = w, p, r ≥ 0. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå
Hpqrs ñóùåñòâóåò K-èíâàðèàíòíûé âåêòîð òàêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ åìó ôóíêöèÿ fpqrs(λ) = fvpqrs(λ) â ïðîñòðàíñòâå Fpqrs ôóíêöèé íà
GT(p, q; r, s) ðàâíà

f(λ) = DNf1(λ1)f2(λ2)f3(λ3),

ãäå

f1(λ1) = B−p;N+w+q(λ1),

f3(λ3) = B−r;N+z+s(λ3),

f2(λ2) = aq,s;N−r−p(λ2),

B−p;N (λ) := C−p,0;N
(−1)|λ|(N − 1)↓p(N − 2)↓p . . . (N − p)↓p Dimp λ

(N + λ1)↑p(N + λ2 − 1)↑p . . . (N + λp − p+ 1)↑p

è DN âûáðàíû òàê, ÷òî

DN

DN+1
=

Cz,w;N,N+1

Cq,s;N−r−p,N−r−p+1C−p,0;N+w+q,N+w+q+1C−r,0;N+z+s,N+z+s+1
×

× 1
(N + w + q)↓p(N + z + s)↓r

. (8)

Ïóñòü ϕpqrs(g) � ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåêòîðó vpqrs,

ϕpqrs(g) =
(Tzw(g)vpqrs, vpqrs)

||vpqrs||2
=

(Tpqrs(g)vpqrs, vpqrs)
||vpqrs||2

,
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è σpqrs � ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà íà Ω, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè ϕpqrs.
Òîãäà íîñèòåëåì ìåðû σpqrs ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Ω(p, q; r, s), è ýòà

ìåðà èìååò ïëîòíîñòü

V 2({α+
i })V 2({α−k })V 2({β+

j })V 2({β−l })
∏

(1− β+
j − β

−
l )2∏

(1 + α+
i )2p

∏
(1 + α−k )2r

îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà Ω(p, q; r, s). Çäåñü è äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, èíäåêñû i, j, k è l ìåíÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, 1 ≤ k ≤ r, 1 ≤ l ≤ s

â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíûõ q è s è â ïðåäåëàõ:

1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, 1 ≤ k ≤ r, −q + 1 ≤ l ≤ s

â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî q (ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîãî s ðàññìàòèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî), à V (x) äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë x = x1, . . . , xn îáîçíà÷à-
åò îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà:

V (x) =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj).

Çàìå÷àíèå 4.6. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ z è w, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
Re z + Rew > −1/2, azw(λ) = a(z+k)(w−k)(λ+ (k, . . . , k)), òî

fpqrs(λ) = fp(q+k)r(s−k)(λ+ (k, . . . , k)).

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ëåìì. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç GTN (p) ⊂ GTN ìíîæåñòâî òàêèõ ñèãíàòóð λ ∈ GTN , ÷òî
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp ≥ 0, λp+1 = . . . = λN = 0.

Ëåììà 4.7. Ôóíêöèÿ a−p,0;N =
∏
λ(−p−c(b))∏
λ(N+c(b)) ·DimN λ·C−p,0;N óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ

a−p,0;N (λ)
C−p,0;N,N+1

=
∑
ν<λ

a−p,0;N (ν)
∏
ν\λ

(−p− cν(b))
∏
λ(N + cλ(b))∏

ν(N + 1 + cν(b))
, (9)

ãäå N ≥ 2p, λ ∈ GTN (p), ν ∈ GTN+1(p) è

C−p,0;N =
(

(2p− 1)!(2p− 2)! . . . p!
(N − p)↓p(N − p+ 1)↓p . . . (N − 1)↓p(p− 1)!(p− 2)! . . . 0!

)1/2

,

à çàïèñü
∏
λ çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì êëåòêàì b ∈ λ.

Ñîäåðæàíèå cλ(b) êëåòêè b = (i, j) îïðåäåëÿåòñÿ êàê j − i.

Çàìå÷àíèå 4.8. Ôóíêöèÿ az,w;N áûëà îïðåäåëåíà â ëåììå 2.9 òîëüêî ïðè
Re z+ Rew > − 1

2 . Îäíàêî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè z → −p è w = 0 â âûðà-
æåíèè (1), ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ a−p,0;N , îïðåäåëåííóþ âûøå, è ïîýòîìó
ñîõðàíÿåì äëÿ íåå îáîçíà÷åíèå az,w;N .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

a−p,0;N (λ) =
∏
λ(−p− c(b))∏
λ(N + c(b))

·DimNλ · C−p,0;N =

= (−1)|λ| ·
∏
λ(p+ c(b))∏
λ(N + c(b))

·
∏
λ(N + c(b))∏

λ h(b)
· C−p,0;N =

= (−1)|λ| ·
∏
λ(p+ c(b))∏

λ h(b)
· C−p,0;N = (−1)|λ|C−p.0;NDimpλ, (10)

ãäå h(b) � äëèíà êðþêà êëåòêè b, ò.å. h(b) = λi + λ′j − i − j + 1, ãäå b =
(i, j), à λ′ � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê λ äèàãðàììà Þíãà. Çíà÷èò, óñëîâèå (9)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(−1)|λ|Dimpλ =
∑
ν<λ

(−1)|ν|Dimpν
∏
ν\λ

(−p− c(b))
∏
λ(N + c(b))∏

ν(N + 1 + c(b))
C2
−p,0;N,N+1

(11)

Ïðè ýòîì C2
−p,0;N,N+1 = (N−p)...(N−2p+1)

N...(N−p+1) . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (11)

ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ãóñòàôñîíà (ñì. [3, Theorem 1.11]).

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü K = 1, 2, . . ., κ = (κj) ïðîáåãàåò ZK , α = (αr) ∈
CK+1, β = (βr) ∈ CK+1, ε = (εj) ∈ CK è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Re(
∑
βr −

∑
αr) > K,

(ii) ÷èñëà εj, ãäå j = 1, . . . ,K, ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
(iii) ÷èñëà αr + εj è 1− βr − εj íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè

íè äëÿ êàêèõ r è j.
Òîãäà

∑
κ∈ZK

∏
1≤i<j≤K

(
(κi + εi)− (κj + εj)

εi − εj

)K+1∏
r=1

K∏
j=1

(αr + εj)↑κj

(βr + εj)↑κj

=
Γ(−K +

∑K+1
r=1 (βr − αr))

∏K+1
r=1

∏K
j=1 Γ(1− αr − εj)Γ(βr + εj)∏K+1

r,s=1 Γ(βr − αs)
∏

1≤i<j≤K Γ(1− εi + εj)Γ(1 + εi − εj)
(12)

Âûáåðåì ñëåäóþùóþ ñïåöèàëèçàöèþ ïàðàìåòðîâ ôîðìóëû (12):

K = p, κj = νj − λj , εj = λj − jθ, j = 1, . . . , p
αr = −λr + (r + 1)θ, βr = −λr + rθ + 1, r = 1, . . . , p (13)

αp+1 = p+ 1, βp+1 = N + 2

Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû Ãóñòàôñîíà. Óñëîâèå (i) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
Re(p(1− θ)) +N − p+ 1 > p, à ýòî âåðíî ïðè Re θ < 1. Óñëîâèå (ii) î÷åâèäíî
âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì òåïåðü òðåòüå óñëîâèå.

αr + εj = −λr + λj + (r + 1)θ − jθ
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Ýòî âûðàæåíèå ïðèíèìàåò öåëîå çíà÷åíèå ïðè âñåõ θ òîëüêî ïðè j = r+ 1,
íî òîãäà

αr + εr+1 = λr+1 − λr ≤ 0

Òàêæå ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ïðè íåêîòîðûõ r è j ïðè êîíå÷íîì
÷èñëå çíà÷åíèé θ, íî íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåë ïðè θ → 1, ïîýòîìó ýòî íå
ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåì. Äàëåå,

1− (βr + εr+1) = 1− (1 + rθ − λr + λj − jθ) = λr − λj + jθ − rθ

Ýòî âûðàæåíèå ïðèíèìàåò öåëîå çíà÷åíèå ïðè âñåõ θ òîëüêî ïðè j = r,
íî òîãäà îíî ðàâíî 0. Òàêæå ñíîâà ïðèõîäèòñÿ èñêëþ÷èòü êîíå÷íîå ÷èñëî
çíà÷åíèé θ. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû ïðè Re θ < 1 çà èñêëþ-
÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé θ.

Òàê êàê αr+εr+1 = λr+1−λr ÿâëÿåòñÿ öåëûì íåïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì,
òî (αr + εr+1)κr+1 = 0 ïðè κr+1 > λr − λr+1, ò.å. ïðè νr+1 > λr. Äàëåå, òàê
êàê βr + εr = 1, òî 1

(βr+εr)κr
= 0 ïðè κr < 0, ò.å. ïðè νr < λr.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå Ãóñòàôñîíà ñ ïàðàìåòðàìè
(13) áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî ñèãíàòóðàì ν < λ, èìåþùèì íå áîëåå p íåíóëåâûõ
êîìïîíåíò. Òàê êàê 1− εj = 1− λj + jθ = βj , òî∏K

r=1

∏K
j=1 Γ(1− αr − εj)Γ(βr + εj)∏K

r,s=1 Γ(βr − αs)
∏

1≤i<j≤K Γ(1− εi + εj)Γ(1 + εi − εj)
=

=

∏K
r=1

∏K
j=1 Γ(βj − αr)Γ(1 + εj − εr)∏K

r,s=1 Γ(βr − αs)
∏K
i,j=1, i 6=j Γ(1− εi + εj)

=
K∏

i=j=1

Γ(1− εi + εj) = 1

è ∏K
j=1 Γ(1− αK+1 − εj)∏K
r=1 Γ(βr − αK+1)

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííîé ñïåöèàëèçàöèè ôîðìóëà (12) ïåðåïèñûâàåòñÿ â
âèäå

∑
ν�λ

∏
1≤i<j≤p

νi − νj + (j − i)θ
λi − λj + (j − i)θ

p∏
r=1

p∏
j=1

(λj − λr + (r + 1− j)θ)↑(νj−λj)

(λj − λr + (r − j)θ + 1)↑(νj−λj)
×

p∏
j=1

(p+ 1 + λj − jθ)↑(νj−λj)

(N + 2 + λj − jθ)↑(νj−λj)
=

Γ(N − 2p+ 1 + p(1− θ))Γ(N + 2 + λj − jθ)
Γ(N + 2 + λj − jθ)Γ(N − p+ 1)

Òàê êàê, î÷åâèäíî, ðÿä â ëåâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî θ íà îò-
ðåçêå [ 1

2 ; 1], òî ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè θ → 1. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî ìû ïîëó÷àåì ïðè ýòîì íóæíóþ íàì ôîðìóëó.

Òàê êàê ðàâåíñòâî (11) âåðíî äëÿ ëþáîãî N , òî ìîæíî ïîäñòàâèòü N +p
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âìåñòî N . Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî∏
λ(N + p+ c(b))∏

ν(N + p+ 1 + c(b))
C2
−p,0;N+p,N+p+1 =

=
(N+λ1)↑p(N+λ2−1)↑p...(N+λp−p+1)↑p

∏
λ(N+c(b))

(N+p−1)↓p(N+p−2)↓p...N↓p

(N+1+ν1)↑p(N+ν2)↑p...(N+λp−p+2)↑p
∏
ν(N+1+c(b))

(N+p)↓p(N+p−1)↓p...(N+1)↓p

· C2
−p,0;N+p,N+p+1 =

=
(N + λ1)↑p(N + λ2 − 1)↑p . . . (N + λp − p+ 1)↑p

∏
ν(N + 1 + c(b))

(N + 1 + ν1)↑p(N + ν2)↑p . . . (N + λp − p+ 2)↑p
∏
ν(N + 1 + c(b))

,

ïîëó÷àåì, ÷òî

(−1)|λ|Dimpλ

(N + λ1)↑p(N + λ2 − 1)↑p . . . (N + λp − p+ 1)↑p
=

=
∑
ν<λ

(−1)|ν|Dimpν
∏
ν\λ(−p− c(b))

(N + 1 + ν1)↑p(N + ν2)↑p . . . (N + λp − p+ 2)↑p

∏
λ(N + c(b))∏

ν(N + 1 + c(b))
.

Òàê êàê,

C2
−p,0;N,N+1

N↓p(N − 1)↓p . . . (N − p+ 1)↓p

(N − 1)↓p(N − 2)↓p . . . (N − p)↓p
= 1,

òî

C−p,0;N
(−1)|λ|(N − 1)↓p(N − 2)↓p . . . (N − p)↓pDimpλ

(N + λ1)↑p(N + λ2 − 1)↑p . . . (N + λp − p+ 1)↑p
=

=
∑
ν<λ

C−p,0;N+1
(−1)|ν|N↓p(N − 1)↓p . . . (N − p+ 1)↓pDimpν

(N + 1 + ν1)↑p(N + ν2)↑p . . . (N + λp − p+ 2)↑p
×

×
∏
ν\λ

(−p− c(b))
∏
λ(N + c(b))∏

ν(N + 1 + c(b))
C2
−p,0;N,N+1.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 4.10. Ôóíêöèÿ

B−p;N (λ) := C−p,0;N
(−1)|λ|(N − 1)↓p(N − 2)↓p . . . (N − p)↓p Dimp λ

(N + λ1)↑p(N + λ2 − 1)↑p . . . (N + λp − p+ 1)↑p

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

B−p;N (λ)
C−p,0;N,N+1

=
∑
ν<λ

B−p;N+1(ν)
∏
ν\λ

(−p− cν(b))
∏
λ(N + cλ(b))∏

ν(N + 1 + cν(b))
. (14)

Ëåììà 4.11.

sup
N

∑
λ∈GT(p;N)

|B−p;N (λ)|2 <∞
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì |B−p;N (λ)|2:

|B−p;N (λ)|2 = const

∏
1≤i<j≤p

(λi − λj + j − i)2(N − 1)↓p(N − 2)↓p . . . (N − p)↓p

((N + λ1)↑p(N + λ2 − 1)↑p . . . (N + λp − p+ 1)↑p)2

≤ const
λ

2(p−1)
1 · λ2(p−2)

2 · . . . · λ0
p ·Np2

(N + λ1)2p(N + λ2)2p−2 . . . (N + λp)2(N + λ2)2 . . . (N + λp)2p−2
,

ãäå const çàâèñèò òîëüêî îò p. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî

∞∑
λi=0

λ2p−2i
i

(N + λi)2p−2i+2
≤ 1
N
,

ïîëó÷àåì, ÷òî∑
λ∈GT(p;N)

|B−p;N (λ)|2 ≤ const
Np2

NpN2+4+...+(2p−2)
= const

Ëåììà 4.12. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë DN ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

D2
N+1

D2
N

=
(N + 2z + 2w)!(N + w + q − p)↓p(N + z + s− r)↓r

(N + z + w)!4N !(N + w + q)↓p(N + z + s)↓r
×(

(N + w + q)↓p(N + z + s)↓r
)2 (N − r − p)!(N − r − p+ q + s)!

(N − r − p+ 2q + 2s)!
=

=
(N + 2z + 2w)!(N − r − p)!(N + w + q)↓2p(N + z + s)↓2r

N !(N − r − p+ 2q + 2s)!
=

=
(N + w + q)↓2p(N + z + s)↓2r

N↓(p+r)(N − r − p+ 2q + 2s)↓(p+r)
=
NM +ANM−1 + . . .

NM +BNM−1 + . . .
,

ãäå

A = p(2w + 2q − 2p+ 1) + r(2z + 2s− 2r + 1) = (p+ r)(2z + 2w + 1),

B =
(p+ r)(4z + 4w + p+ r + 1)

2
+

(p+ r)(−r − p+ 1)
2

= A.

Òàêèì îáðàçîì, B = A, à çíà÷èò

DN+1

DN
= 1 +O

(
1
N2

)
,

ïîýòîìó ñõîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

D2

D1
· D3

D2
· . . . ,

îòêóäà è ñëåäóåò ñõîäèìîñòü DN .
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Ëåììà 4.13. Ôóíêöèÿ fpqrs, îïðåäåëåííàÿ ðàíåå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïñåâäîãàðìîíè÷íîñòè (5) ñ ïàðàìåòðàìè z = q − p, w = s− r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ, ν ∈ GT(p, q; r, s). Òîãäà

p∏
i=1

Γ(z − λi + i)Γ(w +N + 1 + λi − i)
Γ(z − νi + i)Γ(w +N + 2 + νi − i)

=
p∏
i=1

(z − λi + i− 1)↓(νi−λi)

(w +N + 1 + νi − i)↓(νi−λi+1)
=

=
∏
ν1\λ1

(−p− c(b))
∏
λ1(N + w + q + c(b))∏

ν1(N + 1 + w + q + c(b))(N + w + q)↓p
.

Àíàëîãè÷íî,

N∏
i=N−r+1

Γ(z − λi + i)Γ(w +N + 1 + λi − i)

N+1∏
i=N−r+2

Γ(z − νi + i)Γ(w +N + 2 + νi − i)
=

=
∏
ν3\λ3

(−r − c(b))
∏
λ3(N + z + s+ c(b))∏

ν3(N + 1 + z + s+ c(b))(N + z + s)↓r
.

Äàëåå,

N−r∏
i=p+1

Γ(z − λi + i)Γ(w +N + 1 + λi − i)

N−r+1∏
i=p+1

Γ(z − νi + i)Γ(w +N + 2 + νi − i)
=

N−r∏
i=p+1

Γ(z + p− λ2
i + i)Γ(w + r +N + 1 + λ2

i − i)

N−r+1∏
i=p+1

Γ(z + p− ν2
i + i)Γ(w + r +N + 2 + ν2

i − i)
=

(ξν2 , ξλ2)q,s
Cq,s;N−r−p,N−r−p+1

,

ãäå (ξν2 , ξλ2)q,s îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ξν2 è ξλ2 , ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ, êàê âåêòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ Tqs. Çíà÷èò, ïîëüçóÿñü ýòèìè
ðàâåíñòâàìè è ðàâåíñòâîì (7), ïîëó÷àåì, ÷òî∑

ν�λ

f(ν)(ξν , ξλ) =
DN+1Cz,w;N,N+1

Cq,s;N−r−p,N−r−p+1

∑
ν2�λ2

f2(ν2)(ξν2 , ξλ2)q,s×

× 1
(N + w + q)↓p

∑
ν1<λ1

f1(ν1)
∏
ν1\λ1

(−p− cν1(b))
∏
λ1(N + w + q + cλ1(b))∏

ν1(N + 1 + q + w + cν1(b))
×

× 1
(N + z + s)↓r

∑
ν3<λ3

f3(ν3)
∏
ν3\λ3

(−r − cν3(b))
∏
λ3(N + s+ z + cλ3(b))∏

ν3
(N + 1 + s+ z + cν3(b))

= ∗
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Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.10, à òàêæå ïñåâäîãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè aq,s;N (λ),
ïîëó÷àåì, ÷òî

∗ =
DN+1Cz,w;N,N+1f1(λ1)f2(λ2)f3(λ3)

C−p,0;N+w+q,N+w+q+1Cq,s;N−r−p,N−r−p+1C−r,0;N+z+s,N+z+s+1
×

× 1
(N + w + q)↓p(N + z + s)↓r

= DNf1(λ1)f2(λ2)f3(λ3) = fpqrs(λ).

Ëåììà 4.14. Ôóíêöèÿ fpqrs, îïðåäåëåííàÿ ðàíåå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
òèïà Õàðäè. Òàêèì îáðàçîì, fpqrs ∈ Fpqrs.

Äîêàçàòåëüñòâî.∑
λ∈GT(N)

|fpqrs(λ)|2 = D2
N

(∑
|f1(λ1)|2

)(∑
|f3(λ3)|2

)(∑
|f2(λ2)|2

)
,

ãäå ñóììû áåðóòñÿ ïî λ1 ∈ GT(p;N + w + q), λ3 ∈ GT(r;N + z + s) è
λ2 ∈ GTN−r−p(0, q; 0, s) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò DN èìååò
ïðåäåë, ïåðâûå äâå ñóììû îãðàíè÷åíû ïî ëåììå 4.11, à òðåòüÿ îãðàíè÷åíà,
òàê êàê ôóíêöèÿ aq,s;N−r−p(λ) ∈ F0q0s, à çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
òèïà Õàðäè. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà

∑
λ∈GT(N) |fpqrs(λ)|2 îãðàíè÷åíà, ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 4.5 äîêàçàíà. Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü. Äëÿ
ýòîãî ñðàâíèì äâà ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà GTN . Ïåðâîå ñåìåéñòâî
ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíîé ñèñòåìîé ìåð, ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé ôóíê-
öèè ϕpqrs, îïðåäåëåííîé â òåîðåìå 4.5:

M (N)
pqrs(λ) =

||Qλvpqrs||2

||vpqrs||2
, λ ∈ GTN .

Ïî òåîðåìå 1.5 ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà σpqrs ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ïðåäåëîì ìåð

ı̄N (M (N)
pqrs).

Âòîðîå ñåìåéñòâî ìåð èìååò âèä

M
(N)

pqrs(λ) =
||Qλv(N)

pqrs||2

||v(N)
pqrs||2

=
|fpqrs(λ)|2

||v(N)
pqrs||2

, λ ∈ GTN ,

ãäå v
(N)
pqrs = PNvpqrs � ïðîåêöèÿ âåêòîðà vpqrs íàH

N . Íîñèòåëåì ìåðûM
(N)

pqrs

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî GTN (p.q; r, s).

Ëåììà 4.15.

||M (N)
pqrs −M

(N)

pqrs|| → 0, n→∞,

ãäå ||µ|| � ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ìåðû µ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì

ξ1 = ||vpqrs||−1vpqrs, ξ2 = ||v(N)
pqrs||−1v(N)

pqrs

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ GTN ïîëîæèì

QX =
∑
λ∈X

Qλ.

Òàê êàê îïåðàòîðû Qλ ïðè λ ∈ GTN ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è ñóììà ïî
âñåì λ ∈ GTN ðàâíà 1, òî ||QX || ≤ 1 äëÿ ëþáîãî X. Äëÿ ëþáûõ äâóõ
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1, µ2 íà îäíîì áîðåëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíåíî

||µ1 − µ2|| ≤ 2 sup
X
|µ1(X)− µ2(X)|,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì áîðåëåâñêèì ïîäìíîæåñòâàì. Ïðè-

ìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ê ìåðàì µ1 = M
(N)
pqrs è µ2 = M

(N)

pqrs, ïîëó÷àåì, ÷òî

||M (N)
pqrs −M

(N)

pqrs|| ≤ 2 sup
X⊂GTN

|(QXξ1, ξ1)− (QXξ2, ξ2)| ≤ 4||ξ1 − ξ2|| → 0

Äëÿ ëþáîé ñèãíàòóðû λ ∈ GT(p, q; r, s) ïîëîæèì

a+
1 = λ1

1, . . . , a
+
p = λ1

p; a−1 = λ3
1, . . . , a

−
r = λ3

r;

b+1 = (λ2+)′1, . . . , b
+
q = (λ2+)′q;

b−1 = (λ2−)′1, . . . , b
−
s = (λ2−)′s;

α±i =
a±i
N

; β±i =
b±i
N

;

ıN (λ) = (α+
1 , . . . , α

+
p ;β+

1 , . . . , β
+
q ;α−1 , . . . , α

−
r ;β−1 , . . . , β

−
s ).

Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ıN (λ) ñ òî÷êîé ìíîæåñòâà Ω(p, q; r, s), îïðåäåëåí-
íîãî â ðàçäåëå 1.

Ëåììà 4.16. Ìåðû ıN (M
(N)

pqrs) íà Ω(p, q; r, s) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðå, êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíà ìåðû Ëåáåãà è
èìååò ïëîòíîñòü, êàê â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 4.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìåðû ıN (M
(N)

pqrs) ðàâíîìåðíî ïëîòíû, ò.å.

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K, ÷òî ıN (M
(N)

pqrs)(K) < ε äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãîN . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìû îïóñêàåì, ïîñêîëü-
êó îíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.5, ïðèâåäåííîìó â ðàçäåëå 6.
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Äàëåå, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

B2
−p;N+w+q(λ

1) = const
V 2({α+

i })∏
(1 + α+

i )2p
(1 +O(

1
N

))N−p

B2
−r;N+z+s(λ

3) = const
V 2({α−k })∏
(1 + α−k )2r

(1 +O(
1
N

))N−r

a2
q,s;N−r−p(λ

2) = constV 2(β+
j )V 2(β−l )

∏
(1− β+

j − β
−
l )2(1 +O(

1
N

))N−(q+s)

Çäåñü O(1/N) ðàâíîìåðíî ïî λ, ãäå ıN (λ) ∈ K. Ïåðåìíîæàÿ ýòè âûðàæå-
íèÿ è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî DN èìååò ïðåäåë, ðàçìåðíîñòü Ω(p, q; r, s) ðàâíà

p+ q + r + s è ðàâíîìåðíóþ ïëîòíîñòü ìåð ıN (M
(N)

pqrs), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.17. Ìåðû ı̄N (M
(N)

pqrs) ñõîäÿòñÿ ê òîé æå ïðåäåëüíîé ìåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèì äâà îòîáðàæåíèÿ:

ı̄N : GT(p, q; r, s)→ Ω è ıN : GT(p, q; r, s)→ Ω(p, q; r, s) ⊂ Ω.

Èç èõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî

α±i = β±i = ᾱ±i = β̄±i = 0

äëÿ i > max(p, q, r, s) è

|α±i − ᾱ
±
i | ≤

const

N
, |β±i − β̄

±
i | ≤

const

N
,

ãäå const íå çàâèñèò îò λ. Èç ýòèõ îöåíîê è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

5 Öèêëè÷íîñòü âåêòîðà vpqrs

Çàôèêñèðóåì p, q, r è s òàêèå, ÷òî q − p = z, s− r = w. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.1. Âåêòîð vpqrs, ïîñòðîåííûé ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì
âåêòîðîì ïðåäñòàâëåíèÿ Tpqrs.

Òàê êàê z + w ≥ 0, òî òîëüêî îäíî èç ÷èñåë q èëè s ìîæåò áûòü îòðè-
öàòåëüíûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè îáà íåîòðèöàòåëüíû.
Ñëó÷àè îòðèöàòåëüíûõ q èëè s ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A+
pqrs ïîäìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ýðìèòîâûõ îïå-

ðàòîðîâ â Apqrs, ãäå Apqrs � êîììóòàíò ïðåäñòàâëåíèÿ Tpqrs. Îáðàç ýòîãî

ïîäìíîæåñòâà ïðè èçîìîðôèçìå Apqrs → Ãpqrs ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå

Ã+
pqrs ⊂ Ãpqrs ôóíêöèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè, ãäå Ãpqrs ⊂ Ã �

ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Ã (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3)), ðàâíûõ íóëþ
âíå ìíîæåñòâà GT(p, q; r, s). Îáîçíà÷èì ÷åðåç λmin ñèãíàòóðó äëèíû p + r,
ó êîòîðûé ïåðâûå p êîìïîíåíò ðàâíû q, à ïîñëåäíèå r ðàâíû −s.
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Ëåììà 5.2. Ïóñòü A ∈ Ã+
pqrs è A(λmin) = 0. Òîãäà A ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ

A(λ) =
∑
ν�λ

A(ν)pzw(λ, ν)

è íåîòðèöàòåëüíîñòè A(·) è pzw(·, ·) ñëåäóåò, ÷òî åñëè A(λ) = 0, òî A(ν) = 0
äëÿ âñåõ ν � λ. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå A(ν) = 0 äëÿ âñåõ ν, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ïóñòü èç λ â ν. Íî âñå âåðøèíû èç GT2(p+r)(p, q; r, s) îáëàäàþò
ýòèì ñâîéñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, A(ν) = 0 äëÿ âñåõ ν ∈ GT2(p+r)(p, q; r, s).
Ïîëüçóÿñü ñíîâà îñíîâíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ôóíêöèè A, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Mpqrs(λ) íà ãðàôå GT(p, q; r, s) ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèåì

Mpqrs(ν) =
∑
λ:λ≺ν

Mpqrs(λ)pzw(p, q; r, s)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
Mpqrs(λmin) = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
(N)
pqrs ìåðó íà GTN (p, q; r, s) ñ âåñîì Mpqrs(λ) â âåð-

øèíå λ ∈ GTN (p, q; r, s). Òàê êàê∑
ν�λ

pzw(λ, ν) = 1,

òî âñå M
(N)
pqrs(λ) ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè.

Äàëåå âïëîòü äî ëåììû 5.10 ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî q è s íåîòðèöàòåëüíû.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü λ ∈ GT(p, q; r, s). Òîãäà

DimN λ =
∏

(a+
i +N − r + q + s− i)!

∏
(a−k +N − p+ q + s− k)!∏

(a+
i + p− i)!

∏
(a−k + r − k)!

∏
(b+j + q − j)!

∏
(b−l + s− l)!

×

×
V ({a+

i − i})V ({a−k − k})
∏

(a+
i + a−k +N + q + s− k − i+ 1)∏

(a+
i + b+j + p− i+ q − j + 1)

∏
(a+
i − b

−
l +N + q − r + l − i)

×

×
V ({b+j − j})V ({b−l − l})

∏
(N − r − p− 1− b+j − b

−
l + l + j)∏

(a−k + b−l + r − k + s− l + 1)
∏

(a−k − b
+
j +N + s− p+ j − k)

×

1! · 2! · . . . · (N − r − p+ q + s− 1)!∏
(N − r − p− b−l + q + l − 1)!

∏
(N − r − p− b+j + s+ j − 1)!1! . . . (N − 1)!

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ÷åðåç D̃imN λ.
Äîêàæåì ôîðìóëó èíäóêöèåé ïî p + r. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü
èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà. Ïóñòü p+r ≥ 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî p ≥ 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Âåéëÿ äëÿ ðàçìåðíîñòè:

DimN λ =
∏

1≤i<j≤N

λi − λj + j − i
j − i

=
∏

2≤j≤N

λ1 − λj + j − 1
j − 1

DimN−1 λ̃,

29



ãäå λ̃ îáîçíà÷àåò ñèãíàòóðó λ2 ≥ λ3 ≥ . . . λN , ïîëó÷àåìóþ èç λ îòáðàñûâà-
íèåì ïåðâîé ñòðîêè. Çíà÷èò,

(N − 1)! DimN λ

DimN−1 λ̃
=

∏
2≤j≤N

λ1 − λj + j − 1
j − 1

=
p∏
j=2

(q + a+
1 − q − aj + j − 1)×

×
q∏
j=1

(a+
1 + p+ j − 1 + b+q−j+2)↑(b

+
q−j+1−b

+
q−j+2) × (a+

1 + b+1 + p+ q)↑F×

×
s∏
j=1

(q + a+
1 +N − b−j − r + j)↑(b

−
j −b

−
j+1)

r∏
j=1

(q + a+
1 + s+ a−j +N − j),

ãäå F = N − p− b+1 − b
−
1 − r è b

+
q+1 = b+s+1 = 0. Äàëåå,

D̃imN λ

D̃imN−1 λ̃
=

(a+
1 +N − r + q + s− 1)!

∏r
j=2(a+

1 − a
+
j + j − 1)

(a+
1 + p− 1)!

∏q
j=1(a+

1 + b+j + p− 1 + q − j + 1)
×

×
∏r
k=1(a+

1 + a−k +N + q + s− k − 1 + 1)
(N − 1)!

∏s
l=1(a+

1 − b
−
l + n+ q − r + l − 1)

=
DimN λ

DimN−1 λ̃
.

Òàê êàê λ̃ ∈ GT(p − 1, q; r, s), òî D̃imN−1λ̃ = DimN−1 λ̃ ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè. Çíà÷èò, D̃imNλ = DimN λ. Ïðè p = r = 0 ôîðìóëà àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî q + s.

Ëåììà 5.4. Äëÿ ôóíêöèè Mpqrs(λ) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ÿâíàÿ ôîð-
ìóëà:

Mpqrs(λ) = C(p, q; r, s)
(N − r − p)! · . . . · (N − r − p+ q + s− 1)!

(N − r − p+ q + s)! · . . . · (N − 2r − 2p+ 2q + 2s− 1)!

×
V 2({a+

i − i})V 2({a−k − k})
∏

(a+
i + a−k +N + q + s− k − i+ 1)∏

(a+
i + b+j + p− i+ q − j + 1)

∏
(a+
i − b

−
l +N + q − r + l − i)

×

×
V 2({b+j − j})V 2({bl − l})

∏
(N − r − p− 1− b+j − b

−
l + l + j)2∏

(a−k + b−l + r − k + s− l + 1)
∏

(a−k − b
+
j +N + s− p+ j − k)

×

× 1∏
(a+
i +N − r − p− 1 + i)↑(p+q+s)

∏
(a−k +N − r − p− 1 + k)↑(r+q+s)

×

× 1
(N − 2r − p)! · . . . · (N − r − p− 1)!(N − 2p− r)! · . . . · (N − r − p− 1)!

,

ãäå

C(p, q; r, s) =
(q + s)!2 . . . (q + r + s− 1)!2(q + s)!2 . . . (q + p+ s− 1)!2

0!31!3 . . . (p− 1)!30!31!3 . . . (p− 1)!3(q + s+ p)↑r . . . (q + s+ 1)↑r

× (2q + 2s− 2r − 2p)! . . . (2q + 2s− r − p− 1)!
(q + s− r − p)!4 . . . (q + s− 1)!4
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Äîêàçàòåëüñòâî. Mpqrs(λ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

Mpqrs(ν) =
∑
λ≺ν

Mpqrs(λ)
∣∣∣∣azw(ν)
azw(λ)

∣∣∣∣2 DimN λ

DimN+1 ν
.

Ïîëîæèì

M′pqrs(λ) =
Mpqrs(λ) DimN λ

|azw(λ)|2
.

Òîãäà äëÿ ýòîé íîâîé ôóíêöèè èìååì áîëåå ïðîñòîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-
øåíèå:

M′pqrs(ν) =
∑
λ≺ν

M′pqrs(λ).

Åãî ðåøåíèå èìååò âèä

M′pqrs(λ) = const ·Dim(λmin, λ),

ãäå Dim(λmin, λ) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ïóòåé â ãðàôå GT(p, q; r, s) èç λmin

â λ. Î÷åâèäíî, ÷òî

Dim(λmin, λ) = DimN−r−p λ
1 DimN−r−p λ

2 DimN−r−p λ
3.

Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé ëåììîé, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Êîíñòàíòà
íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ Mpqrs(λmin) = 1.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè òåõíè÷åñêèå ëåììû, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðûõ áóäåò äàíî íèæå.

Ëåììà 5.5. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò E > 0 òàêîå, ÷òî∑
λ∈GTN (p,q;r,s); max(a+

1 ,a
−
1 )>EN

Mpqrs(λ) ≤ ε

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N .

Ëåììà 5.6. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî∑
λ∈GTN (p,q;r,s): max(a+

p +b+q ,a
+
p +N−b−1 )≤δN

Mpqrs(λ) ≤ ε

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N .

Ëåììà 5.7. Ôóíêöèÿ

Gpqrs =
V 2({α+

i })V 2({α−k })
∏

(α+
i + α−k + 1)∏

(α+
i + β+

j )
∏

(α+
i − β

−
l + 1)

∏
(1 + α+

i )p+q+s
∏

(1 + α−k )r+q+s
×

×
V 2({β+

j })V 2({β−l })
∏

(1− β+
j − β

−
l )2∏

(α−k + β−l )
∏

(α−k − β
+
j + 1)

íà Ω(p, q; r, s) èíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà dω.
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Ïóñòü M̂
(N)
pqrs = ıN (M(N)

pqrs) � îáðàç ìåðû M
(N)
pqrs ïðè îòîáðàæåíèè ıN . Èç

ëåìì 5.5, 5.6 è 5.7 è ðàâåíñòâà

M(N)
pqrs(λ) =

C(p, q; r, s)N−(p+q+r+s)V 2({α+
i +O(1/N)})V 2({α−k +O(1/N)})∏

(α+
i + β+

j +O(1/N))
∏

(α+
i − β

−
l + 1 +O(1/N))

×
∏

(α+
i + α−k + 1 +O(1/N))∏

(1 + α+
i +O(1/N))p+q+s

∏
(1 + α−k +O(1/N))r+q+s

×

×
V 2({β+

j +O(1/N)})V 2({β−l +O(1/N)})
∏

(1− β+
j − β

−
l +O(1/N))2∏

(α−k + β−l +O(1/N))
∏

(α−k − β
+
j + 1 +O(1/N))

ñëåäóåò

Ëåììà 5.8. Ìåðû M̂
(N)
pqrs íà Ω(p, q; r, s) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê âåðîÿòíîñòíîé

ìåðå M
(∞)
pqrs, êîòîðàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà è

èìååò ïëîòíîñòü C(p, q; r, s)Gpqrs.

Ñëåäñòâèå 5.9. ∫
Ω(p,q;r,s)

G(p, q; r, s)dω =
1

C(p, q; r, s)

Ëåììà 5.10. Ïóñòü A ∈ A+
pqrs è A 6= 0. Òîãäà

(Avpqrs, vpqrs)
(vpqrs, vpqrs)

> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ëåììó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî q è s íåîò-
ðèöàòåëüíû. Ïîëîæèì

A(N) = PNAPN , v(N)
pqrs = PNvpqrs.

Ïðè N →∞ îïåðàòîð PNAPN ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê A, ïîýòîìó

(Avpqrs, vpqrs) = lim
N→∞

(PNAPNvpqrs, vpqrs) = lim
N→∞

(A(N)v(N)
pqrs, v

(N)
pqrs).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî

A(N) =
∑

λ∈GTN (p,q;r,s)

A(λ)P (λ),

ãäå A(λ) � ýòî ôóíêöèÿ èç Ã+
pqrs, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó A. Ïî îïðå-

äåëåíèþ âåêòîðà vpqrs

v(N)
pqrs =

∑
λ∈GTN (p,q;r,s)

fpqrs(λ)ξλ.

Ïîýòîìó

(A(N)v(N)
pqrs, v

(N)
pqrs) =

∑
|fpqrs(λ)|2A(λ) =

∑
A(λ)Mpqrs(λ)

|fpqrs(λ)|2

Mpqrs(λ)
, (15)
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ãäå ñóììû â îáîèõ ñëó÷àÿõ áåðóòñÿ ïî λ ∈ GTN (p, q; r, s). Èç ÿâíûõ ôîð-

ìóë äëÿ fpqrs(λ) è Mpqrs(λ) âèäíî, ÷òî |fpqrs(λ)|2
Mpqrs(λ) ïðè N → ∞ ñõîäèòñÿ ê

íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé ïî÷òè âñþäó ôóíêöèè hpqrs, ïðè-
÷åì ðàâíîìåðíî íà ı−1

N (K), ãäå K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â Ω(p, q; r, s).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N

(N)
pqrs ìåðó íà GTN (p, q; r, s):

N(N)
pqrs(λ) = A(λ)Mpqrs(λ), λ ∈ GTN (p, q; r, s).

Òîãäà∑
λ∈GTN (p,q;r,s)

N(N)
pqrs(λ) =

∑
λ

A(λ)Mpqrs(λ) =
∑
λ

∑
ν�λ

A(ν)pzw(λ, ν)Mpqrs(λ) =

=
∑
ν

A(ν)
∑
λ≺ν

pzw(λ, ν)Mpqrs(λ) =
∑

ν∈GTN+1(p,q;r,s)

N(N+1)
pqrs (ν).

Òàêèì îáðàçîì, ìåðà N
(N)
pqrs ìíîæåñòâà GTN (p, q; r, s) íå çàâèñèò îò N .

Òàê êàê ïî ëåììå 5.2 A(λmin) 6= 0, òî âñå ìåðû N
(N)
pqrs íåíóëåâûå. Èç ëåììû

5.5 è îãðàíè÷åííîñòè A(·), ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ìåð Ñ
(N)
pqrs := ı̄N (N(N)

pqrs)
ðàâíîìåðíî ïëîòíî. Çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåê-

ñîâ N1 < N2 < . . . òàêóþ, ÷òî ìåðû Ñ
(Ni)
pqrs) ñëàáî ñõîäÿòñÿ íà Ω(p, q; r, s) ê

íåêîòîðîé íåíóëåâîé ìåðå Ñ
(∞)
pqrs.

Èç îãðàíè÷åííîñòè A(·) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ñ(N)
pqrs ≤ ||A||M̃(N)

pqrs.

Ïî ëåììå 5.8 ìåðû M̃
(N)
pqrs ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ìåðå M̃

(∞)
pqrs, êîòîðàÿ àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà Ω(p, q; r, s). Òàê êàê

Ñ(∞)
pqrs ≤ ||A||M̃(∞)

pqrs,

òî ìåðà Ñ
(∞)
pqrs òàêæå àácîëþòíî íåïðåðûâíà.

(Avpqrs, vpqrs) = lim
N→∞

∑
A(λ)Mpqrs(λ)

|fpqrs(λ)|2

Mpqrs(λ)
=
〈
Ñ(∞)
pqrs, gpqrs

〉
> 0,

òàê êàê íåíóëåâàÿ ìåðà Ñ
(∞)
pqrs àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à ôóíêöèÿ gpqrs íåï-

ðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà ïî÷òè âñþäó íà Ω(p, q; r, s).
Òåïåðü ïóñòü îäíî èç ÷èñåë q èëè s îòðèöàòåëüíî. Òàê êàê q + s ≥ 0,

òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òî q + k ≥ 0, s − k ≥ 0. Òîãäà â ñèëó
ðàâåíñòâà (15) è çàìå÷àíèÿ 4.6

(A(N)v(N)
pqrs, v

(N)
pqrs) =

∑
|fpqrs(λ)|2A(λ) =

=
∑
|fp(q+k)r(s−k)(λ+ (k, . . . , k))|2A∗(λ+ (k, . . . , k)), (16)
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ãäå A∗(λ) = A(λ− (k, . . . , k)). Èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

A∗(λ) = A(λ− (k, . . . , k)) =
∑
ν�λ

pzw(λ− (k, . . . , k), ν − (k, . . . , k)) =

∑
ν�λ

∣∣∣∣azw(ν − (k, . . . , k))
azw(λ− (k, . . . , k))

∣∣∣∣2 DimN (λ− (k, . . . , k))
DimN+1(ν − (k, . . . , k))

=
∑
ν�λ

pz+k,w−k(λ, ν)A∗(ν)

ñëåäóåò, ÷òî A∗(·) ∈ Ã+
p(q+k)r(s−k). Çíà÷èò, ìîæíî ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííîå

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ q + k è s − k ê ðàâåíñòâó (16) è ïîëó÷èòü òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò òåîðåìà 5.1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü vpqrs íå ÿâ-
ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì. Òîãäà ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ Tpqrs(g),
g ∈ G, íå ÿâëÿåòñÿ âñåì ïðîñòðàíñòâîì Hpqrs. Òîãäà ïðîåêòîð Ppqrs íà îð-
òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ýòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå ëåæèò â A+

pqrs è íå ðàâåí
0, íî (Ppqrsvpqrs, vpqrs) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 5.10. Òåîðåìà äîêàçàíà.

6 Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 5.5, 5.6 è 5.7

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.5. Ðàçîáüåì ñóììó â óñëîâèè ëåììû íà äâå: â îä-
íîé áóäóò ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ a+

1 ≥ a−1 , à âî âòîðîé � ñëàãàåìûå, äëÿ
êîòîðûõ a+

1 < a−1 . Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïåðâîé èç ýòèõ ñóìì. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç λ̃ ñèãíàòóðó, ïîëó÷àåìóþ èç λ îòáðàñûâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Mpqrs(λ) = M(p−1)qrs(λ̃) · C(p, q; r, s)
C(p− 1, q; r, s)

∏p
i=2(a+

i +N + q + s− r − 3 + i)

×
(N − 2r − 2p+ 2q + 2s)!

∏p
i=2(a+

i +N − r − p− 2 + i)
(a+

1 +N − r − p− 1 + i)↑(p+q+s)
∏p
i=2(a+

i +N + q + s− r − 2 + i)
×

×
∏p
i=2(a+

1 − a
+
i + i− 1)

∏
(a+

1 + a−k +N + q + s− k)
(N − 2p− r)!

∏
(a+

1 + b+j + p+ q − j)
∏

(a+
1 − b

−
l +N + q − r + l − 1)

=

= L ·M(p−1)qrs(λ̃).

Ïðè ýòîì

L ≤ (a+
1 )

2(p−1)
(2a+

1 +N + q + s)
r
(N + 2z + 2w)2q+2s−r

Np−1(a+
1 +N − r − p)p+q+s(a+

1 )
q
(a+

1 )
s ≤

≤ 2r(N + 2z + 2w)2q+2s−r−pN

(a+
1 )

2
(a+

1 )
2q+2s−r−p ≤ E−pN

(a+
1 )

2 .
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Òàêèì îáðàçîì, ∑
λ∈GTN (p,q;r,s); a+

1 >EN,a
+
1 ≥a

−
1

Mpqrs(λ) ≤

≤
∑

a+
1 >EN

E−pN

(a+
1 )

2

∑
λ̃∈GTN−1(p−1,q;r,s);ã1

+≤a+
1

M(p−1)qrs(λ̃) ≤

≤ E−pN

EN

∑
λ̃∈GTN−1(p,q;r,s)

M(p−1)qrs(λ) ≤ E−(p+1),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî∑
λ̃∈GTN−1(p−1,q;r,s)

M(p−1)qrs(λ̃) = 1,

òàê êàê q − (p− 1) + (s− r) = z + w + 1 ≥ 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.6 íàì ïîíàäîáèòñÿ îáîáùåíèå òîæäåñòâà
Êîøè:

det
[

1
xi + yj

]m
i,j=1

=
V (x)V (y)∏
i,j(xi + yj)

íà ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ xi è yj ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì.
Ïóñòü x = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yq) è q ≥ p. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

y = y′ t y′′ ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ y = (y1, . . . , yq)
íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå q− p è p ïåðåìåííûõ
ñîîòâåòñòâåííî:

y′ = (y′1, . . . , y
′
q−p) = (yi1 , . . . , yiq−p),

y′′ = (y′′1 , . . . , y
′′
p ) = (yj1 , . . . , yjp),

ãäå

i1 < . . . < iq−p, j1 < . . . < jp,

{i1, . . . , iq−p} ∪ {j1 < . . . < jp} = {1, . . . q}.

Ëåììà 6.1 ([5, Lemma 7.6.1]).

V (x1, . . . , xp)V (y1, . . . , yq)∏
(xi + yj)

=

=
∑

y=y′ty′′
sgn(y′, y′′)V (y′1, . . . , y

′
q−p) det

[
1

xi + y′′j

]p
i,j=1

, (17)

ãäå çíàê sgn(y′, y′′) ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ±1 â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè
ïåðåñòàíîâêè (i1, . . . , iq−p, j1, . . . , jp) ÷èñåë 1, . . . , q.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.6. Ðàçîáüåì ñóììó â óñëîâèè ëåììû íà äâå: â
îäíîé áóäóò ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ a+

p + b+q ≤ a+
p + N − b−1 , à âî âòî-

ðîé � ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ a+
p + N − b−1 < a+

p + b+q . Îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ïåðâîé èç ýòèõ ñóìì. Âûáåðåì E òàêîå, ÷òî ñóììà â ëåììå 5.5
≤ ε/2. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ, ÷òî ñóììà ïî òåì λ, äëÿ êîòîðûõ
a+
p + b+q ≤ a+

p + N − b−1 , a+
p + b+q ≤ δN è max(a+

1 , a
−
1 ) < EN , ìåíüøå ÷åì

ε/2, îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
òàêèõ ñèãíàòóð λ ÷åðåç ∆(E, δ). Äëÿ λ ∈ ∆(E, δ) èìååì∏

(a+
i + a−k +N + q + s− k − i+ 1) ≤ (2E + 2)prNpr = const1N

pr.

Êðîìå òîãî,

1∏
(a+
i +N − r − p− 1 + i)↑(p+q+s)

∏
(a−k +N − r − p− 1 + k)↑(r+q+s)

≤

≤ const2N
−p(p+q+s)−r(r+q+s)

è

(N − r − p)! · . . . · (N − r − p+ q + s− 1)!
(N − r − p+ q + s)! · . . . · (N − 2r − 2p+ 2q + 2s− 1)!

×

× 1
(N − 2r − p)! · . . . · (N − r − p− 1)!(N − 2p− r)! · . . . · (N − r − p− 1)!

≤

≤ const3 ·N
(−2r−2p+q+s−1)(q+s)

2 +
(3r+2p+1)r

2 +
(3p+2r+1)p

2 − (3q+3s−3r−3p−1)(q+s−r−p)
2 =

= const3 ·N−q
2−s2−2qs−pr+2(r+p)(q+s).

Ïîëîæèì

x+
i = a+

i + p− i, 1 ≤ i ≤ p; y+
j = b+j + q − j, 1 ≤ j ≤ q;

x−k = a−k + r − k, 1 ≤ k ≤ r; y−l = b−l + s− l, 1 ≤ l ≤ s.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííûå âûøå íåðàâåíñòâà, äëÿ λ ∈ ∆(E, δ) ïîëó-
÷àåì, ÷òî

Mpqrs(λ) ≤
V 2(x+

i )V 2(y+
j )V 2(x−k )V 2(y−l )

∏
(N + z + w − 1− y+

j − y
−
l )2∏

(x+
i + y+

j + 1)
∏

(x+
i − y

−
l +N + z + w)

×

× constNF∏
(x−k + y−l + 1)

∏
(x−k − y

+
j +N + z + w)

.

Äëÿ êàæäîé ñèãíàòóðû λ ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 0 ≤ X ≤ q
è 0 ≤ Y ≤ s, ÷òî y+

j ≥ N/2 ïðè j ≤ X, y+
j < N/2 ïðè j > X, y−l ≥ N/2

ïðè l ≤ Y , y−l < N/2 ïðè l > Y . Ïðè ôèêñèðîâàííûõ X è Y îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî ñèãíàòóð λ ∈ ∆(E, δ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì ÷åðåç
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∆(E, δ,X, Y ). Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèãíàòóðû λ ∈ ∆(E, δ,X, Y ) èìååì∏
i=1...p, j=1...X

(x+
i + y+

j + 1) ≥ (N/2)pX ,

∏
i=1...p, l=Y+1...s

(x+
i − y

−
l +N + z + w) ≥ (N/2)p(s−Y ),

∏
k=1...r, l=1...Y

(x−k + y−l + 1) ≥ (N/2)rY ,

∏
k=1...r, j=X+1...q

(x−k − y
+
j +N + z + w) ≥ (N/2)r(q−X).

Ïîëüçóÿñü ýòèìè íåðàâåíñòâàìè, à òàêæå íåðàâåíñòâàìè b±j ≤ N , a±i ≤ EN ,
ïîëó÷àåì, ÷òî

Mpqrs(λ) ≤
V (x+

i )V (y+
j )|q

j=X+1
V (y−l )|Y

l=1

q∏
j=X+1

Y∏
l=1

(N + z + w − 1− y+
j − y

−
l )∏q

j=X+1(x+
i + y+

j + 1)
∏Y
l=1(x+

i − y
−
l +N + z + w)

constNF1

V (x−k )V (y+
j )|X

j=1
V (y−l )|s

l=Y+1

X∏
j=1

s∏
l=Y+1

(N + z + w − 1− y+
j − y

−
l )∏s

l=Y+1(x−k + y−l + 1)
∏X
j=1(x−k − y

+
j +N + z + w)

.

Çíà÷èò,∑
λ∈∆(E,δ)

Mpqrs(λ)/const ≤

≤

∑
V (x+

i )V (y+
j )|q

j=X+1
V (y−l )|Y

l=1

q∏
j=X+1

Y∏
l=1

(N + z + w − 1− y+
j − y

−
l )

NF2
∏q
j=X+1(x+

i + y+
j + 1)

∏Y
l=1(x+

i − y
−
l +N + z + w)



×

∑
V (x−k )V (y+

j )|X
j=1
V (y−l )|s

l=Y+1

X∏
j=1

s∏
l=Y+1

(N + z + w − 1− y+
j − y

−
l )

NF3
∏s
l=Y+1(x−k + y−l + 1)

∏X
j=1(x−k − y

+
j +N + z + w)

 ,

ãäå ïåðâàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëàì, óäîâëåòâî-
ðÿþùèì óñëîâèÿì

EN > x+
1 > x+

2 > . . . > x+
p , N/2 > y+

X+1 > y+
X+2 > . . . > y+

q ,

N > y−1 > y−2 > . . . > y−Y > N/2, x+
1 + y+

q ≤ δN, y+
q ≤ N − y−1 ,

(18)
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à âòîðàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëàì EN > x−1 >
x−2 > . . . > x−r , N/2 > y−Y+1 > y−Y+2 > . . . > y−s , y

+
1 > y+

2 > . . . > y+
X > N/2.

Ïðè ýòîì

F2 =
Y 2 − Y + p2 − p+ (q −X)2 − (q −X)

2
+

+ (q −X)Y − p(q −X)− pY − p− (q −X)− Y

F3 =
X2 −X + r2 − r + (s− Y )2 − (s− Y )

2
+

+ (s− Y )X − r(s− Y )− rX − r − (s− Y )−X.

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâàÿ èìååò ïîðÿäîê O(δ). Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, ÷òî p ≤ q + Y − X (ñëó÷àé p > q + Y − X ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî). Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ ê íàáîðàì ïåðåìåííûõ x+ = (x+

1 , . . . , x
+
p )

è u = (y+
X+1, . . . y

+
q , N + z + w − 1 − y−1 , . . . , N + z + w − 1 − y−Y ) ëåììó 6.1,

èñïîëüçóÿ òî, ÷òî

V (u′) = O(N
1
2 (Y+q−X−p)(Y+q−X−p−1)) = O(NF4),

è ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (17), ïîëó÷àåì, ÷òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

NF4−F2
∑
x+,u

1
(x+

1 + u′′σ1
+ 1) . . . (x+

p + u′′σp + 1)
= O(δ),

ãäå ðàçáèåíèå ïåðåìåííûõ u′tu′′ = u è ïåðåñòàíîâêà σ ìíîæåñòâà {1, . . . , p}
ôèêñèðîâàíû, à ñóììà áåðåòñÿ ïî íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëàì, óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ (18). Åñòü òðè ñëó÷àÿ:

(1) u′′ ñîäåðæèò y+
q è u′′σ(p) = y+

q ;

(2) u′′ ñîäåðæèò y+
q , íî u

′′
σ(p) 6= y+

q ;

(3) u′′ íå ñîäåðæèò y+
q .

Ñëó÷àé (3) ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ (1), ïîñêîëüêó çàìåíà u′′σ(p) íà y
+
q < u′′σ(p)

òîëüêî óâåëè÷èâàåò ñóììó.
Ñëó÷àé (2) òîæå ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ñëó÷àþ (1). Äåéñòâèòåëüíî, ïî-

ñêîëüêó u′′ ñîäåðæèò y+
q , òî ñóùåñòâóåò òàêîå i < p, ÷òî u′′σ(i) = y+

p . Òàê êàê
äëÿ ëþáûõ A1 > A2 > 0, B1 > B2 > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

1
(A1 +B2)(A2 +B1)

<
1

(A1 +B1)(A2 +B2)
,

òî åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè u′′σ(i) è u
′′
σ(p), òî ñóììà òîëüêî óâåëè÷èòñÿ.
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Â ñëó÷àå (1) ïåðåéäåì ê ñóììå ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëàì,
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì

EN > x+
i , N/2 > y+

j , N > y−k > N/2, x+
1 + y+

q ≤ δN,

îò ýòîãî ñóììà ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ. Ïîëîæèì ti = x+
i + u′′σ(i), òî-

ãäà tp = x+
p + y+

q ≤ δN . Òàê êàê äëÿ êàæäîãî ti åñòü ðîâíî ti + 1 ñïîñîá
ðàçáèòü åãî â ñóììó öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, òî ñóììà îãðàíè-
÷åíà êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ (u′1, . . . , u

′
q−X+Y−p, t1, . . . , tp) ∈ Z

q−X+Y
+ òàêèõ,

÷òî tp ≤ δN . Íî êîëè÷åñòâî òàêèõ âåêòîðîâ èìååò ïîðÿäîê O(δ)Nq−X+Y .
Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî F4 − F2 − (q −X + Y ) = 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âòîðàÿ ñóììà

∑ V (x−k )V (y+
j )|X

j=1
V (y−l )|s

l=Y+1

X∏
j=1

s∏
l=Y+1

(N + z + w − 1− y+
j − y

−
l )

NF3
∏s
l=Y+1(x−k + y−l + 1)

∏X
j=1(x−k − y

+
j +N + z + w)

îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.7. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî p + r.
Ïðè p + r = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü p + r ≥ 1. Ðàçîáüåì èíòå-
ãðàë â ñóììó èíòåãðàëîâ ïî max(α+

1 , α
−
1 ) ≥ 1 è max(α+

1 , α
−
1 ) < 1. Äîêà-

æåì ñíà÷àëà, ÷òî ïåðâûé èõ ýòèõ èíòåãðàëîâ ñõîäèòñÿ. Åãî â ñâîþ î÷å-
ðåäü ðàçîáüåì â ñóììó èíòåãðàëîâ ïî α+

1 > α−1 è α+
1 > α−1 . Áåç îãðàíè÷å-

íèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî
Gpqrs = HpqrsG(p−1)qrs, ãäå

Hpqrs =
∏p
i=2(α+

1 − α
+
i )2

∏r
k=1(1 + α+

1 + α−k )∏q
j=2(α+

1 − β
+
j )2

∏s
l=1(1 + α+

1 + β−l )(1 + α+
1 )p+q+s

∏p
i=2(1 + α+

i )
≤

≤ α+
1

2(p−1)
3rα+

1

r

α+
1

q
α+

1

s
α+

1

p+q+s =
3r

α+
1

2

1

α+
1

2q+2s−r−p ≤
3r

α+
1

2 .

Çíà÷èò, ∫
α+

1 >α
−
1 , α

+
1 >1

Gpqrsdω ≤
∫

α+
1 ≥1

3r

α+
1

2 dα
+
1

∫
G(p−1)qrs.

Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ, à âòîðîé ñõîäèòñÿ
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ∫
max(α+

1 ,α
−
1 )<1

Gpqrsdω

ñõîäèòñÿ. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (α±, β±) ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà 0 ≤
X < q è 0 ≤ Y < s, ÷òî β+

j ≥ 1/2 ïðè j ≤ X, β+
j < 1/2 ïðè j > X,
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β−k ≥ 1/2 ïðè k ≤ Y , β−k < 1/2 ïðè k > Y . Äîêàæåì ñõîäèìîñòü êàæäîãî èç
èíòåãðàëîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõX è Y . Ïðîäåëûâàÿ îïåðàöèè, àíàëîãè÷íûå
ïðîäåëàííûì â ëåììå 5.6, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü
èíòåãðàëà ∫

dω

(α+
1 + β+

1 ) . . . (α+
p + β+

p )
,

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè 1
x+y ïî êâàäðàòó 0 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤ 1.

7 Äèçúþíêòíîñòü

Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ T è T ′ íàçûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè, åñëè îíè íå èìåþò
ýêâèâàëåíòíûõ íåíóëåâûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ïàðàìåòðû z è w ïðîáåãàþò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
(Im z ≥ 0, Imw ≥ 0), ïðè÷åì z è w ÿâëÿþòñÿ ëèáî îäíîâðåìåííî öåëûìè,
ëèáî îäíîâðåìåííî íåöåëûìè è Re(z+w) > −1/2. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèÿ Tz,w
ïîïàðíî äèçúþíêòíû.

Â ñëó÷àå íåöåëûõ z è w ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [2]. Äèçú-
þíêòíîñòü Tz,w è Tz′,w′ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàõ öåëûõ ïàðàìåòðîâ (z, w) è
(z′, w′) ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ è òîãî ôàêòà, ÷òî
äèçúþíêòíîñòü ñïåêòðàëüíûõ ìåð äâóõ ïðåäñòàâëåíèé âëå÷åò äèçúþíêò-
íîñòü ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü äèçúþíêòíîñòü Tz,w è Tz′,w′

ïðè íåöåëûõ z è w è öåëûõ z′ è w′. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæ-
äàÿ èç ãðàíåé Ω(p, q; r, s) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü äëÿ σz,w, ãäå σz,w
� ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ïðåäñòàâëåíèÿ Tz,w. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòîò ôàêò ìû äî-
êàæåì, èñïîëüçóÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðîÿòíîñòûìè
ìåðàìè íà Ω è öåíòðàëüíûìè âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè íà ïðîñòðàíñòâå ïó-
òåé T â ãðàôå Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà.

Ïóòåì â ãðàôå GT íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí τ = (τ(n) ≺ τ(n + 1) ≺ . . .), τ(i) ∈ GTi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ âåðøèíû ∅, îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â áåñêîíå÷íîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ

∏∞
N=0GTN .

Ñíàáäèì T èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cτ , τ = (∅ ≺ τ(1) ≺ . . . ≺ τ(n)), öèëèíäðè÷åñêîå ïîä-

ìíîæåñòâî â T òåõ ïóòåé, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ, êàê τ :

Cτ = {t ∈ T : t(1) = τ(1), . . . , t(n) = τ(n)}.

Ìåðà íà T íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè ìåðà öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
Cτ çàâèñèò òîëüêî îò τ(n). Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ρ ↔ M ìåæäó öåíòðàëüíûìè ìåðàìè ρ íà T è êîãåðåíòíûìè ñèñòåìàìè
ìåð íà GT, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

ρ(Cτ ) =
Mn(τ(n))

Dimn(τ(n))
.
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Ñ ó÷åòîì òåîðåì è ïîëó÷àåì âûøåóïîìÿíóòóþ áèåêöèþ ρ ↔ σ ìíîæå-
ñòâà âåðîÿòíîñòíûõ öåíòðàëüíûõ ìåð íà T è ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð íà Ω.

Ëåììà 7.2 ([2, Prop. 2]). Åñëè öåíòðàëüíûå ìåðû ρ è ρ′ äèçúþíêòíû, òî
è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñïåêòðàëüíûå ìåðû σ è σ′ òàêæå äèçúþíêòíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(p, q; r, s) ìíîæåñòâî òàêèõ ñèãíàòóð λ, ÷òî λp+1 ≤ q
è λN−r−1 ≥ −s, è ÷åðåç T (p, q; r, s) ⊂ T ïîäìíîæåñòâî ïóòåé, âñå âåðøèíû
êîòîðûõ ëåæàò â ìíîæåñòâå Γ(p, q; r, s).

Ëåììà 7.3. Åñëè íîñèòåëü ìåðû σ ñîäåðæèòñÿ â Ω(p, q; r, s) ⊂ Ω, òî íî-
ñèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé öåíòðàëüíîé ìåðû ρ ñîäåðæèòñÿ â T (p, q; r, s).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 8.3.1 â
ðàáîòå [5].

Ëåììà 7.4 ([2, Theorem 10]). Ïóñòü z ∈ C \ Z è ρzw � öåíòðàëüíàÿ ìå-
ðà íà T , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðå σzw ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw.
Òîãäà ρzw(T (p, q; r, s)) = 0 äëÿ ëþáûõ ÷èñåë p, q, r, s.

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òåîðåìû 7.1 ñëåäóåò èç ëåìì 7.2, 7.3
è 7.4.

Çàìå÷àíèå 7.5. Ôàêòè÷åñêè áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè Re(z + w) > −1/2,
Re(z′+w′) > −1/2, ïðè÷åì z íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì, à z′ è w′ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè,
òî ïðåäñòàâëåíèÿ Tzw è Tz′w′ äèçúþíêòíû ïðè ëþáîì w.
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