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Ââåäåíèå

Îäíà èç öåëåé íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òîáû ïîíÿòü êàê óñòðîåíû k-ëèíåéíûå òðèàíãóëèðîâàííûå êàòå-
ãîðèè íàä àëãåáðàè÷åcêè çàìêíóòûì ïîëåì k, ñâîéñòâà êîòîðûõ áëèçêè
ê ñâîéñòâàì ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé D b(coh(X)) îãðàíè÷åííûõ êîìïëåê-
ñîâ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè X íàä k. Ôóíêòî-
ðîì Ñåððà òðèàíãóëèðîâàííîé k-ëèíåéíîé Hom-êîíå÷íîé êàòåãîðèè T ,
âñëåä çà À.È.Áîíäàëîì è Ì.Ì.Êàïðàíîâûì [1], íàçîâåì òðèàíãóëèðîâàí-
íóþ àâòîýêâèâàëåíòíîñòü F ∶ T → T òàêóþ, ÷òî èìååò ìåñòî åñòåñòâåí-
íûé èçîìîðôèçì

HomT (T,S) ≅DHomT (S,F (T )).

(ñîãëàñîâàííûé ñ ôóíêòîðîì ñäâèãà; ñì. [2]), ãäå D = Homk(−,k). Åñëè
ôóíêòîð Ñåððà ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà. Òîãäà äëÿ ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ðàçìåðíîñòè n
è êàíîíè÷åñêîãî ïó÷êà ωX = ⋀n ΩX êëàññè÷åñêàÿ äâîéñòâåííîñòü Ñåððà

H i(X,F ) ≅DExtn−i(F , ωX),

ãäå F ∈ coh(X), ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî F = −⊗ ωX[n] � ôóíêòîð
Ñåððà íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè îãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñîâ êîãåðåíòíûõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 10-01-00635), à òàêæå ïðè
÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� (2010-1.1-111-128-033, ãîñêîíòðàêò
14.740.11.0344). Êðîìå òîãî, ðàáîòà àâòîðà ïîääåðæàíà ÍÈÐ 6.38.74.2011 Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, �Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ è ãåîìåòðèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è èõ ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è àëãåáðàè÷åñêîé
Ê-òåîðèè�.
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ïó÷êîâ D b(coh(X)). Åñëè íà k-ëèíåéíîé Hom-êîíå÷íîé òðèàíãóëèðîâàí-
íîé êàòåãîðèè T åñòü ôóíêòîð Ñåððà, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî T �
òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ ñ äâîéñòâåííîñòüþ Ñåððà.

Âàæíûì ïðèìåðîì òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ
Ñåððà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ D b(mod-A), ãäå mod-A � êàòå-
ãîðèÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ìîäóëåé íàä êîíå÷íîìåðíîé k-àëãåáðîé A
êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè (ñì. [3]). Êðîìå òîãî, â ñòàòüå [4] äà-
íî ïîëíîå îïèñàíèå íåòåðîâûõ íàñëåäñòâåííûõ àáåëåâûõ êàòåãîðèé A
òàêèõ, ÷òî íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè D b(A ) èìååòñÿ äâîéñòâåííîñòü
Ñåððà. Òàêèì îáðàçîì, òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè ñ äâîéñòâåííîñòüþ
Ñåððà âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ.

Ñëåäóÿ Êîíöåâè÷ó [5], òðèàíãóëèðîâàííóþ k-ëèíåéíóþ Hom-êîíå÷íóþ
êàòåãîðèþ T íàçîâåì êàòåãîðèåé Êàëàáè-ßó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n,
÷òî n-êðàòíûé ôóíêòîð ñäâèãà [n] (ðàññìàòðèâàåìûé êàê òðèàíãóëèðî-
âàííûé ôóíêòîð) ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì Ñåððà. Â ýòîì ñëó÷àå íàèìåíüøåå
òàêîå n > 0 íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ Êàëàáè-ßó êàòåãîðèè T è îáîçíà-
÷àåòñÿ CYdim(T ); åñëè êàòåãîðèÿ T íå ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé Êàëàáè-ßó,
òî ïîëîæèì CYdim(T ) = ∞.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà A ñàìîèíúåêòèâíà, êðî-
ìå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè D b(mod-A) ýòîé àëãåáðå ìîæíî ñîïîñòàâèòü
åùå îäíó òðèàíãóëèðîâàííóþ k-ëèíåéíóþ Hom-êîíå÷íóþ êàòåãîðèþ �
ñòàáèëüíóþ êàòåãîðèþ ìîäóëåé mod-A, ôóíêòîðîì ñäâèãà â êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàòíûé Ω−1

A ê ôóíêòîðó ñèçèãèè Õåëëåðà ΩA. Â ýòîì ñëó÷àå,
ñëåäóÿ Ê.Ýðäìàíí è À.Ñêîâðîíñêè [6], îïðåäåëèì ñòàáèëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü Êàëàáè�ßó àëãåáðû A, êàê ðàçìåðíîñòü Êàëàáè�ßó ñòàáèëüíîé
êàòåãîðèè mod-A, è îáîçíà÷èì åå CYdim(A). Ê.Ýðäìàíí è À.Ñêîâðîíñêè
äîêàçàëè, ÷òî CYdim(A) = n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n � íàèìåíü-
øåå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî Ωn+1

A ≅ ν−1, ãäå ν−1 ∶ mod-A →
mod-A � ôóíêòîð, èíäóöèðîâàííûé îáðàòíûì ôóíêòîðîì Íàêàÿìû ν−1 ∶
mod-A→mod-A. Êðîìå òîãî, îíè îïèñàëè àëãåáðû ñòàáèëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè Êàëàáè�ßó 0,1 è 2, äîêàçàëè, ÷òî äëÿ àëãåáð êâàòåðíèîííîãî òèïà
CYdim(A) = 3, è âû÷èñëèëè ñòàáèëüíûå ðàçìåðíîñòè Êàëàáè�ßó äëÿ
íåêîòîðûõ äðóãèõ êëàññîâ àëãåáð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñàìîèíúåêòèâíûå àëãåá-
ðû ñòàáèëüíîé Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòè òðè.

Êàê èçâåñòíî, íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ëþáàÿ êîíå÷íî-
ìåðíàÿ àëãåáðà Ìîðèòà-ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé àëãåáðå ïóòåé êîë÷à-
íà Q ñ ñîîòíîøåíèÿìè kQ/I. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñòàáèëüíàÿ
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Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîìÌîðèòà-ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñëåäîâàòåëüíî, â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ñî ñòàáèëüíîé Êàëàáè�ßó ðàç-
ìåðíîñòüþ, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî ýòèìè àëãåáðàìè.

Îñíîâíàÿ öåëü íàøåé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäúÿâèòü
íåêîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåìîå ñâîéñòâî äëÿ ñàìîèíúåêòèâíûõ àëãåáð ïó-
òåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè A = kQ/I, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

� Îíî äîëæíî ÿâíî ôîðìóëèðîâàòüñÿ íà ÿçûêå êîë÷àíà Q è èäåàëà
ñîîòíîøåíèé I.

� Èç ýòîãî óñëîâèÿ äîëæíî ñëåäîâàòü, ÷òî CYdim(A) = 3.

� Ýòîìó óñëîâèþ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âñå èçâåñòíûå àëãåáðû ïó-
òåé ñ ñîîòíîøåíèÿìè ñòàáèëüíîé Êàëàáè-ßó ðàçìåðíîñòè òðè. Â
÷àñòíîñòè, âñå àëãåáðû êâàòåðíèîííîãî òèïà èç ñïèñêà Ýðäìàíí [7,
ññ. 303-306].

Òàêèì ñâîéñòâîì îêàçûâàåòñÿ íàëè÷èå ó àëãåáðû, òàê íàçûâàåìîãî, DTI-
ñåìåéñòâà ñîîòíîøåíèé, êîòîðîå ìû îïðåäåëÿåì â ïóíêòå 3.

Â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà, â ïåðâîì ïóíêòå ÿâíî ïðåäú-
ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå äâà äèôôåðåíöèàëà ìèíèìàëüíîé ïðîåêòèâíîé ðåçîëü-
âåíòû áèìîäóëÿ A â âèäå ïðÿìûõ ñóìì è ìàòðèö, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì
õîðîøî èçâåñòíûå îïèñàíèÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëîâ íà äðóãîì ÿçûêå [8,
ïðåäëîæåíèå 2.2.6], [9]. Â ïóíêòå 2 ìû ââîäèì è èññëåäóåì ôóíêòîð
òðàíñïîçèöèè íà êàòåãîðèè áèìîäóëåé (−)te ∶ bimod-A → bimod-A, êîòî-
ðûé àíàëîãè÷åí êëàññè÷åñêîìó ôóíêòîðó òðàíñïîçèöèè (−)t = HomA(−,A) ∶
mod-A → A-mod. Â ïóíêòå 4 ìû äîêàçûâàåì îñíîâíóþ òåîðåìó î òîì,
÷òî àëãåáðà, äîïóñêàþùàÿ DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé, çà íåêîòîðûì
èñêëþ÷åíèåì, èìååò ñòàáèëüíóþ Êàëàáè-ßó ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ òðåì
(Òåîðåìà 4.3). Ïóíêòû 5, 6, 7 ïîñâÿùåíû ðàçëè÷íûì ïðèìåðàì àëãåáð,
äîïóñêàþùèõ ñåìåéñòâî DTI-ñîîòíîøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â ïóíêòå 6 äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå àëãåáðû êâàòåðíèîííîãî òèïà èç ñïèñêà Ýðäìàíí
[7, ññ. 303-306] äîïóñêàþò DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé. Çàòåì â ïóíêòå 8
ìû ïðåäúÿâëÿåì ÿâíî ìèíèìàëüíóþ áèìîäóëüíóþ ðåçîëüâåíòó äëÿ ñàìî-
èíúåêòèâíûõ àëãåáð ñ DTI-ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé (Òåîðåìà 8.6). Äëÿ
ýòîãî â íà÷àëå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ñòðóêòóðû
ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû íà ñàìîèíúåêòèâíîé àëãåáðå ïóòåé êîë÷àíà ñ ñî-
îòíîøåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òà-
êóþ ôðîáåíèóñîâó ôîðìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé àâòîìîðôèçì Íàêàÿìû
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ν̃ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ν̃(ei) = ej, ãäå ei � èäåìïîòåíòû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå âåðøèíàì êîë÷àíà.

1 Íà÷àëüíûå ÷ëåíû ìèíèìàëüíîé ïðîåêòèâ-

íîé áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû àëãåáðû.

Ïóñòü k � ïîëå è A � êîíå÷íîìåðíàÿ k-àëãåáðà. Òîãäà ÷åðåç mod-A îáî-
çíà÷èì êàòåãîðèþ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïðàâûõ A-ìîäóëåé, ÷åðåç A-mod
êàòåãîðèþ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ëåâûõ A-ìîäóëåé, è ÷åðåç bimod-A êà-
òåãîðèþ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ A-áèìîäóëåé. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâ-
íîå, áóäåì ñ÷èòàòü âñå âñå ìîäóëè ïðàâûìè, è âñå ìîäóëè è áèìîäóëè
êîíå÷íîïîðîæäåííûìè.

Â ýòîì ïóíêòå ìû îïèøåì êàê óñòðîåíû ïåðâûå òðè ÷ëåíà ìèíèìàëü-
íîé ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû áèìîäóëÿ A è äèôôåðåíöèàëû ìåæäó íè-
ìè. Â ýòîì ïóíêòå íå äîêàçûâàåòñÿ íè÷åãî íîâîãî, à òîëüêî ïðèâîäÿòñÿ
íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå (ñì. [8, ïðåä-
ëîæåíèå 2.2.6], [9]).

Ïóñòü Q � êîë÷àí, kQ � àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà Q. Ïðîèçâåäåíèå ñòðå-
ëîê â ýòîé àëãåáðå ìû çàïèñûâàåì ñëåâà íàïðàâî. Íà÷àëî ñòðåëêè α
îáîçíà÷àåì ÷åðåç s(α), êîíåö ÷åðåç t(α). ×åðåç J îáîçíà÷èì èäåàë, ïî-
ðîæäåííûé ñòðåëêàìè α ∈ Q1. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü àëãåáðû ïóòåé
êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè A = kQ/I, ãäå I � äîïóñòèìûé èäåàë. Îáðàç
èäåàëà J â àëãåáðå A � ýòî ðàäèêàë àëãåáðû A, îí áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
÷åðåç JA.

×åðåç kQ0 îáîçíà÷èì ïîäàëãåáðó â kQ, ïîðîæäåííóþ èäåìïîòåíòàìè
{ei}i∈Q0 ; ÿñíî, ÷òî kQ0 ≅ kQ/J ≅ A/JA. Ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà ïðîèçâå-
äåíèþ ∣Q0∣ ýêçåìïëÿðîâ ïîëÿ k, è ïîýòîìó îíà ñåïàðàáåëüíà. Êàòåãîðèÿ
áèìîäóëåé íàä àëãåáðîé kQ0 óñòðîåíà î÷åíü ïðîñòî. kQ0-áèìîäóëü S
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ {eiSej}. È åñ-
ëè S,T � kQ0-áèìîäóëè, òî ãîìîìîðôèçì áèìîäóëåé f ∶ S → T � ýòî
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî f(eiSej) ⊆ eiTej.

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû kQ0-áèìîäóëÿ S, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó èç ïðî-
ñòðàíñòâ eiSej, íàçîâåì íàïðàâëåííûìè; äëÿ íàïðàâëåííûõ ýëåìåíòîâ
x ∈ eiSej âåðøèíó s(x) ∶= i íàçîâåì íà÷àëîì ýëåìåíòà x, âåðøèíó t(x) ∶= j
� êîíöîì ýëåìåíòà x, à ïàðó (s(x), t(x)) íàçîâåì íàïðàâëåíèåì ýëåìåíòà
x. Ýòè ïîíÿòèÿ îáîáùàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ äëÿ ïóòåé èç àëãåá-
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ðû kQ. Â ýòîé òåðìèíîëîãèè ãîìîìîðôèçì kQ0-áèìîäóëåé � ýòî ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå íàïðàâëåííûõ ýëåìåí-
òîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ ýëåìåíòîâ B ïîðîæäà-
åò kQ0-áèìîäóëü S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïîðîæäàåò åãî êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì áàçèñ, ñîñòàâëåííûé èç íàïðàâëåííûõ
ýëåìåíòîâ, íàïðàâëåííûì áàçèñîì. Åñëè B � íàïðàâëåííûé áàçèñ kQ0-
áèìîäóëÿ S, òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà íàïðàâëåííûõ ýëåìåíòîâ {tb ∈ T}b∈B
òàêèõ, ÷òî íàïðàâëåíèÿ b è tb ñîâïàäàþò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìî-
ìîðôèçì kQ0-áèìîäóëåé f ∶ S → T òàêîé, ÷òî f(b) = tb. Èç ýòîãî îïèñàíèÿ
ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàòåãîðèÿ kQ0-áèìîäóëåé ïîëóïðîñòà, è ïîíÿòíî, êàê
ÿâíî ñòðîèòü ðàñùåïëåíèÿ ìîíîìîðôèçìîâ è ýïèìîðôèçìîâ.

Ïóñòü α ∈ Q1, îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂
∂α ∶ kQ→ A⊗A ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,

çàäàííîå íà ïóòÿõ ïî ôîðìóëå

∂(α1α2 . . . αm)
∂α

= ∑
i ∶ αi=α

α1 . . . αi−1es(α) ⊗ et(α)αi+1 . . . αn.

Íàïðèìåð, åñëè α è β � äâå ïåòëè âîêðóã âåðøèíû i ∈ Q0, òî

∂α2βα

∂α
= ei ⊗ αβα + α⊗ βα + α2β ⊗ ei.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∂
∂α � äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ïðîåêòèâíûå íåðàçëîæèìûå áèìîäóëè îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: Pi,j = Aei ⊗ ejA, è áóäåì ñ÷èòàòü èõ âëîæåííûìè â îáåðòûâàþùóþ
àëãåáðó Ae = Aop⊗A. Åñëè åñòü äâà ïðîåêòèâíûõ íåðàçëîæèìûõ áèìîäó-
ëÿ Pi,j è Pk,l, òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì áèìîäóëåé Pi,j → Pk,l � ýòî óìíîæå-
íèå ñëåâà íà ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà eiAek⊗elAej ⊆ Ae, è ýòî ñîïîñòàâëåíèå
çàäàåò èçîìîðôèçì

HomAe(Pi,j, Pk,l) ≅ eiAek ⊗ elAej.

Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ãîìîìîðôèçì è ýëåìåíò, óìíîæåíèåì íà êîòî-
ðûé îí çàäàåòñÿ. Ãîìîìîðôèçì ìåæäó ïðÿìûìè ñóììàìè ïðîåêòèâíûõ
íåðàçëîæèìûõ áèìîäóëåé çàäàåòñÿ ìàòðèöåé èç òàêèõ ýëåìåíòîâ.

Åñëè M � A-áèìîäóëü, òî åãî âåðõóøêîé íàçîâåì áèìîäóëü top(M) =
M/(JAM +MJA). Ãîìîìîðôèçì ïðîåêöèè íà âåðõóøêó îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç πM ∶M → top(M). Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòîé áèìîäóëü ñîîòâåòñòâóþùèé
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âåðøèíàì i, j îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Sij = top(Pij). Òåïåðü
ðàññìîòðèì èäåàë I ◁ kQ êàê kQ-áèìîäóëü. Ïî àíàëîãèè ïîëîæèì

top(I) = I

JI + IJ .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè π = πI ∶ I → top(I).
(kQ-áèìîäóëü top(I) ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ âåðõóøêîé kQ-áèìîäóëÿ I ñ
òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé. Íî îí ñîâïàäàåò ñ òîïîëî-
ãè÷åñêîé âåðõóøêîé ýòîãî áèìîäóëÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü kQ êàê òîïî-
ëîãè÷åñêóþ àëãåáðó ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé èäåàëîì J , è áèìîäóëü
I êàê òîïîëîãè÷åñêèé áèìîäóëü.)

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Åñ-
ëè X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è x, y ∈X, òî

δx,y = {1, åñëè x = y
0, åñëè x ≠ y.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü A = kQ/I, è R = {ri}i∈I � íàïðàâëåííîå ñå-
ìåéñòâî ýëåìåíòîâ I, îáðàç êîòîðîãî πR îáðàçóåò áàçèñ â top(I). Òîãäà
ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóåò íà÷àëî ìèíèìàëüíîé ïðîåê-
òèâíîé ðåçîëüâåíòû áèìîäóëÿ A ∶

PR
2

dR
2Ð→ P1

d1Ð→ P0
mÐ→ AÐ→ 0,

ãäå
P0 = ⊕

i∈Q0

Pi,i, P1 = ⊕
α∈Q1

Ps(α),t(α), P
R
2 =⊕

i∈I

Ps(ri),t(ri),

m = (mi)⊺i∈Q0
, mi(a⊗ b) = ab, ãäå a ∈ Aei, b ∈ eiA.

d1 = (di,α)(i,α)∈Q0×Q1
, di,α = δi,s(α)(es(α) ⊗ α) − δi,t(α)(α⊗ et(α)),

dR
2 = (∂ri

∂α
)
(α,i)∈Q1×I

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ íàì ïîòðåáó-
þòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü S � kQ0-áèìîäóëü, òîãäà A-áèìîäóëü P(S) = A ⊗kQ0 S ⊗kQ0 A
� ïðîåêòèâåí. Â [9, ëåììà 2.3] äîêàçàíî, ÷òî åñëè M � A-áèìîäóëü, òî

σM ∶ P(top(M))�M,

σM(a⊗m⊗ b) = a ⋅ ι(m) ⋅ b
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� ïðîåêòèâíîå íàêðûòèå, ãäå ι � ïðîèçâîëüíîå ðàñùåïëåíèå ýïèìîðôèçìà
πM â êàòåãîðèè kQ0-áèìîäóëåé.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∆ ∶ kQ→P(J/J2), êîòîðîå çàäà-
åòñÿ íà ïóòÿõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆(α1 . . . αn) =
n

∑
i=1

α1 . . . αi−1 ⊗ αi ⊗ αi+1 . . . αn.

Îíî ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Òàê êàê I ëåæèò â àííóëÿòîðå áèìî-
äóëÿ P(J/J2), òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ∆∣I � ãîìîìîðôèçì kQ-áèìîäóëåé
è ∆∣I2 = 0.

Â [8, ïðåäëîæåíèå 2.2.6] äîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A-áèìîäóëåé

0→ I/I2 cÐ→P(J/J2) dÐ→P(kQ0)
µÐ→ A→ 0,

ãäå µ(a⊗ b⊗ c) = abc, d(1⊗α⊗ 1) = 1⊗ 1⊗α−α⊗ 1⊗ 1, à c èíäóöèðîâàíî
∆.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî top(I) ≅ top(I/I2). Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ ïðîåê-
öèè πI/I2 ∶ I/I2� top(I/I2) è ýòîãî èçîìîðôèçìà ÷åðåç π′ ∶ I/I2 → top(I).
Òîãäà îòîáðàæåíèå

σ′ ∶ P(top(I))� I/I2,

σ′(a⊗ x⊗ b) = a ⋅ ι′(x) ⋅ b
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì íàêðûòèåì, ãäå ι′ � ïðîèçâîëüíîå ðàñùåïëåíèå
π′ â êàòåãîðèè kQ0-áèìîäóëåé. Ïóñòü òåïåðü R = {ri}i∈I � íåêîòîðîå ñå-
ìåéñòâî íàïðàâëåííûõ ýëåìåíòîâ èç I òàêîå, ÷òî èõ îáðàçû â top(I)
îáðàçóþò íàïðàâëåííûé áàçèñ. Òîãäà âûáåðåì ι′ ∶ top(I) → I/I2 òàê, ÷òî
ι′(ri + JI + IJ) = ri + I2.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ c̃ = c ○σ′, òî ïîëó÷èì íà÷àëî ìèíè-
ìàëüíîé ïðîåêòèâíîé áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû

P(top(I)) c̃Ð→P(J/J2) dÐ→P(kQ0)
µÐ→ A→ 0.

Ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî i ∈ I âûïîëíåíî c̃(1⊗ ri ⊗ 1) = ∆(ri). (Â ýòîé çàïèñè
ñîçíàòåëüíî äîïóùåíà íåòî÷íîñòü. Èíîãäà, êîãäà ýòî íå áóäåò âûçûâàòü
ïóòàíèöû, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç ýëåìåíòà ïðè ôàêòîðèçàöèè òîé
æå áóêâîé, ÷òî è ñàì ýëåìåíò.)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîñòðîèòü èçîìîðôèçìû ϕ0, ϕ1, ϕ2 òà-
êèå, ÷òî äèàãðàììà

⊕i∈IPs(ri),t(ri)

ϕ2

��

dR
2 //⊕α∈Q1

Ps(α),t(α)

ϕ1

��

d1 //⊕i∈Q0
Pi,i

ϕ0

��

m // A

P(top(I)) c̃ //P(J/J2) d //P(kQ0)
µ // A

êîììóòàòèâíà.
Îáîçíà÷èì åäèíîîáðàçíî ñëåäóþùèå kQ0-áèìîäóëè: T0 ∶= kQ0, T1 ∶=

J/J2, T2 ∶= top(I). Ðàññìîòðèì èõ íàïðàâëåííûå áàçèñû: B0 ∶= {ei ∈ kQ0 ∣
i ∈ Q0}, B1 � îáðàç Q1 â J/J2 è B2 = {π(ri) ∣ i ∈ I} . Îïðåäåëèì ãîìîìîð-
ôèçì

ϕl ∶⊕
b∈Bl

Ps(b),t(b) →P(Tl),

ϕl((xb ⊗ yb)b) =∑
b∈B

xb ⊗ b⊗ yb.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ϕl � èçîìîðôèçì, ïðåäúÿâèì ÿâíî îáðàòíûé
ãîìîìîðôèçì ψl. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B∗l = {b∗ ∣ b ∈ Bl} ñîïðÿæåííûé áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Homk(Tl,k). Òîãäà îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì

ψl ∶ P(Tl)→⊕
b∈Bl

Ps(b),t(b),

ψl(x⊗ t⊗ y) = (b∗(t) ⋅ (xes(b) ⊗ et(b)y))b∈Bl .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì êîððåêòíî îïðåäåëåí è îáðàòåí ϕl.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, îñòàâ-
ëÿåì ÷èòàòåëþ.

2 Ôóíêòîð (−)te ∶ bimod-A→ bimod-A.

Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Ôóíêòîðîì òðàíñïîçèöèè íàä A íà-
çîâåì êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð

T = (−)t = HomA(−,A) ∶ mod-A→ A-mod.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ U,V îáîçíà÷èì ÷åðåç tw ∶
U ⊗ V → V ⊗ U îòîáðàæåíèå ïåðåñòàíîâêè, äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå
tw(v ⊗ u) = u⊗ v.
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Ïîñòðîèì êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð òðàíñïîçèöèè íàä Ae = Aop⊗A
íà êàòåãîðèè A-áèìîäóëåé. Êàæäûé A-áèìîäóëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê ïðàâûé ìîäóëü íàä îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé Ae = Aop ⊗ A, èëè êàê
ëåâûé ìîäóëü íàä Ae ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì

m(a⊗ b) = amb = (b⊗ a)m.

Òî÷íåå ãîâîðÿ, èìååòñÿ èçîìîðôèçì êàòåãîðèé

bimod-A ≅ mod-Ae ≅ Ae-mod.

Ñêîìïîíîâàâ ýòè èçîìîðôèçìû ñ ôóíêòîðîì äâîéñòâåííîñòè îòíîñè-
òåëüíî Ae, ïîëó÷èì ôóíêòîð

T e = (−)te = HomAe(−,A⊗A) ∶ bimod-A→ bimod-A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå A⊗A = Ae
çàäàíû äâå êîììóòèðóþùèå ñòðóêòóðû A-áèìîäóëÿ. Îäíà ñòàíäàðòíàÿ,
êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü âíåøíåé, èíäóöèðîâàíà èç ñòðóêòóðû ïðà-
âîãî Ae-ìîäóëÿ íà Ae:

a ⋅ x ⋅ b = x(a⊗ b) = ax1 ⊗ x2b,

ãäå x = x1 ⊗ x2 ∈ A ⊗A. Âòîðàÿ, òàê íàçûâàåìàÿ, âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà
áèìîäóëÿ íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå íàñëåäóåòñÿ èç ñòðóêòóðû ëåâîãî Ae-
ìîäóëÿ íà Ae. Åå ìû îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ⋆ x ⋆ b = (b⊗ a)x = x1b⊗ ax2 = tw(a ⋅ tw(x) ⋅ b).

Êîãäà ðå÷ü èäåò î ãîìîìîðôèçìàõ áèìîäóëåé f ∶ M → A ⊗A, òî ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A⊗A íàäåëåíî âíåøíåé ñòðóêòóðîé áèìî-
äóëÿ. À êîãäà çàäàåòñÿ ñòðóêòóðà A-áèìîäóëÿ íà HomAe(M,A ⊗ A), òî
èñïîëüçóåòñÿ âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà áèìîäóëÿ íà ïðîñòðàíñòâå A⊗A. Òî
åñòü åñëè f ∈ HomAe(M,A⊗A), òî (afb)(m) = a ⋆ f(m) ⋆ b.

Ïóñòü A = kQ/I � àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè. Âûÿñíèì,
êàê ýòîò ôóíêòîð äåéñòâóåò íà êàòåãîðèè êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïðîåê-
òèâíûõ áèìîäóëåé P. Âíà÷àëå ïîñòðîèì ìåíüøóþ êàòåãîðèþ P0, êîòîðàÿ
áóäåò ýêâèâàëåíòíà P, íî êîòîðàÿ äëÿ íàñ áîëåå óäîáíà.

Ïóñòü K � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è {Mk}k∈K � ñåìåéñòâî áè-
ìîäóëåé. Ïîëîæèì

⊕
k∈K

Mk = {x ∶ K→ ⋃
k∈K

Mk ∣ ∀k ∈ K x(k) ∈Mk}.
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Îñíàñòèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ýòî ìíîæåñòâî ñòðóêòóðîé áèìîäóëÿ.
Áóäåì íàçûâàòü ýòîò áèìîäóëü ïðÿìîé ñóììîé ñåìåéñòâà {Mk}k∈K. Åãî
ýëåìåíòû áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì x = (xk)k∈K, ãäå xk = x(k).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

P0 ⊂ bimod-A

ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â êàòåãîðèè bimod-A, ñîñòîÿùóþ èç ïðîåêòèâ-
íûõ áèìîäóëåé âèäà ⊕k∈KPik,jk , äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ K. Èç òåîðå-
ìû Êðóëëÿ-Øìèäòà ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé P0 ≃ P. Ëþáîé
ìîðôèçì f ∶ ⊕k∈KPik,jk → ⊕l∈LPil,jl â êàòåãîðèè P0 çàäàåòñÿ �ìàòðèöåé�
(flk)(l,k)∈L×K, ãäå flk ∈ eikAeil ⊗ ejlAejk , ñëåäóþùèì îáðàçîì f((xk)k∈K) =
(∑k∈K flkxk)l∈L, ñ êîòîðîé ìû ýòîò ìîðôèçì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü. Êîãäà
ýòî íå áóäåò âûçûâàòü ïóòàíèöû, ðàäè êðàòêîñòè ìíîæåñòâà èíäåêñîâ
áóäåì îïóñêàòü.

Îïðåäåëèì êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð

TW ∶ P0 → bimod-A,

TW(⊕Pik,jk) =⊕Pjk,ik ,

è åñëè f ∶⊕Pik,jk→ ⊕Pil,jl , ãäå f = (flk)l,k, òî

TW(f) = (tw(flk))k,l.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî TW � êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð (ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî tw ∶ Ae → Ae � èíâîëþöèÿ).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. T e∣P0 ≅ TW.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ Θ ∶ T e∣P0 → TW.
Ïîñòðîèì åãî ñíà÷àëà íà íåðàçëîæèìûõ áèìîäóëÿõ.

ΘPi,j ∶ HomAe(Pi,j,A⊗A)→ Pj,i,

ΘPi,j(f) = tw(f(ei ⊗ ej)).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ΘPi,j � èçîìîðôèçì. Òåïåðü îïðåäåëèì åãî íà ïðîèç-
âîëüíîì áèìîäóëå P =⊕Pik,jk êàòåãîðèè P0:

ΘP ∶ P te ≅⊕P te

ik,jk

⊕ΘPik,jk−−−−−−Ð→ TW(P ).

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
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3 DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé.

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àëãåáð ïóòåé êîë-
÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè A = kQ/I (ãäå I � äîïóñòèìûé èäåàë), äëÿ êî-
òîðûõ ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé ñ íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè
ñâîéñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü A = kQ/I � àëãåáðà ïóòåé ñ ñîîòíîøåíèÿ-
ìè. Q1-èíäåêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî R = {rα}α∈Q1 , ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåí-
òîâ èäåàëà I, íàçîâåì DTI-ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé (äèôôåðåíöèàëüíî
twist-èíâàðèàíòíûì ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå òðè óñëîâèÿ.
(DTI-1) rα ∈ et(α)Ies(α) äëÿ âñåõ α ∈ Q1.

(DTI-2)
∂rβ
∂α = tw (∂rα∂β ) äëÿ âñåõ α,β ∈ Q1.

(DTI-3) ñåìåéñòâî πR = {π(rα)}α∈Q1 îáðàçóåò áàçèñ â top(I), ãäå π ∶ I → top(I)
� êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Ïóíêò (DTI-1) îçíà÷àåò, ÷òî íàïðàâëåíèå ñîîòíîøåíèÿ rα ïðîòèâî-
ïîëîæíî íàïðàâëåíèþ α. Èç òîãî, ÷òî ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé ÿâëÿåò-
ñÿ DTI-ñåìåéñòâîì, íå ñëåäóåò, ÷òî îíî ïîðîæäàåò èäåàë ñîîòíîøåíèé.
Êîíòðïðèìåðàìè ê ýòîìó ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû êâàòåðíèîííîãî òèïà èç
ñïèñêà Ýðäìàíí, êîòîðûå ìû îáñóæäàåì â ïóíêòå 6.

Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè ó àëãåáðû A = kQ/I åñòü DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíî-
øåíèé, òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì áèìîäóëåé

top(I) ≅ ⊕
α∈Q1

St(α),s(α).

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Óñëîâèå (DTI-3) â îïðåäåëåíèè DTI-ñåìåéñòâà ñî-
îòíîøåíèé, ïî ìîäóëþ îñòàëüíûõ óñëîâèé, ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ (DTI-3′)=(DTI-3′a)∧(DTI-3′b):
(DTI-3′a) ñåìåéñòâî πRi,j ëèíåéíî íåçàâèñèìî äëÿ ëþáûõ i, j ∈ Q0,
ãäå Ri,j = {rα}α∶i→j.
(DTI-3′b) (R)+JI+IJ = I, ãäå (R) � èäåàë, ïîðîæäåííûé ñåìåéñòâîì R.

Çàìå÷àíèå 3.4. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó êîë÷àíà Q íåò ïàðàëëåëüíûõ
ñòðåëîê, óñëîâèå (DTI-3′a) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî π(rα) ≠ 0 äëÿ âñåõ
α ∈ Q1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.3.
(DTI-3)⇒(DTI-3′). Óñëîâèå (DTI-3′a) î÷åâèäíî. Òàê êàê πR ïîðîæ-

äàåò top(I) êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî îíî åãî ïîðîæäàåò è êàê
kQ-áèìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,

I = π−1(⟨πR⟩kQe) = π−1(π(⟨R⟩kQe)) = ⟨R⟩kQe +Ker(π) = (R) + JI + IJ.

(DTI-1)∧(DTI-2)∧(DTI-3′)⇒(DTI-3). Òàê êàê πRi,j ëåæàò â ðàçíûõ
ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ top(I) = ⊕ eitop(I)ej, òî èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
πRi,j ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü πR.

Äîêàæåì, ÷òî πR ïîðîæäàåò top(I) êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Èç
óñëîâèÿ (DTI-3′b) ñëåäóåò, ÷òî πR ïîðîæäàåò top(I) êàê kQ-áèìîäóëü.
Òàê êàê èäåàë J ëåæèò â àííóëÿòîðå áèìîäóëÿ top(I), òî èç ýòîãî ñëå-
äóåò, ÷òî ýòîò îáðàç ïîðîæäàåò åãî êàê kQ0-áèìîäóëü. À òàê êàê πR
ñîñòîèò èç íàïðàâëåííûõ ýëåìåíòîâ, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îíî ïîðîæäà-
åò top(I) êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü A = kQ/I è R = {ri}i∈I � ñåìåéñòâî ýëåìåí-
òîâ èäåàëà I, îáðàç êîòîðîãî îáðàçóåò áàçèñ â top(I), è dR

2 ∶ PR
2 → P1

� ìîðôèçì èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1. ìîðôèçì dR
2 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà TW

(â òîì ñìûñëå, ÷òî TW(PR
2 ) = P1,TW(P1) = PR

2 ,TW(dR
2 ) = dR

2 );

2. I = Q1 è R � DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìàÿ ñóììà áèìîäóëåé ⊕i∈AMi ïî
êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé A → ⋃i∈AMi, äëÿ êîòîðûõ îáðàç i ëåæèò â Mi, ñ ïîêîîðäèíàòíûìè
äåéñòâèÿìè. Òîãäà èç òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ðàâåíñòâà äâóõ ïðÿìûõ
ñóìì ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, ïî êîòîðûì áåðåòñÿ ñóììèðîâà-
íèå, ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, èç òîãî, ÷òî TW(PR

2 ) = P1 ñëåäóåò, ÷òî
I = Q1.

Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî I = Q1.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâà TW(PR
2 ) =

P1,TW(P1) = PR
2 ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ñëåäèòü

òîëüêî çà îäíèì èç íèõ. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

TW(P1) = ⊕
α∈Q1

Pt(α),s(α), PR
2 = ⊕

α∈Q1

Ps(rα),t(rα),
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dR
2 = (∂rβ

∂α
)
(α,β)∈Q1×Q1

, TW(dR
2 ) = (tw (∂rβ

∂α
))
(β,α)∈Q1×Q1

.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî TW(P1) = PR
2 ýêâèâàëåíòíî (DTI-1), à

ðàâåíñòâî TW(dR
2 ) = dR

2 ýêâèâàëåíòíî (DTI-2). Ñâîéñòâî (DTI-3) äàíî
ïî óñëîâèþ.

4 Ñòàáèëüíàÿ Êàëàáè�ßó ðàçìåðíîñòü àëãåáð

ñ DTI-ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé.

Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêòîðîì Íàêàÿìû
íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð

ν =D((−)t) ∶ mod-A→mod-A.

Îí ÿâëÿåòñÿ àâòîýêâèâàëåíòíîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ñàìî-
èíúåêòèâíà, è èçîìîðôåí òîæäåñòâåííîìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
àëãåáðà A ñàìîèíúåêòèâíà.

ÀëãåáðàA íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé, åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå ε ∶ A→ k
òàêîå, ÷òî êîìïîçèöèÿ

A⊗A
µ

−Ð→ A
ε−Ð→ k

a⊗ b↦ ε(ab)
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ε íàçûâà-
åòñÿ ôðîáåíèóñîâîé ôîðìîé. Ôðîáåíèóñîâû àëãåáðû ñàìîèíúåêòèâíû.

Àâòîìîðôèçìîì Íàêàÿìû ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðûA íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå ν̃ ∶ A→ A, êîòîðîå çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ε(ab) = ε(bν̃(a)), äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ A. Êàê ëåãêî âèäåòü, ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð-
ôèçìîì àëãåáðû A. Àâòîìîðôèçì Íàêàÿìû àëãåáðû A íåïîñðåäñòâåí-
íî ñâÿçàí ñ ôóíêòîðîì Íàêàÿìû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå
A → D(A), a ↦ aε çàäàåò èçîìîðôèçì ëåâûõ ìîäóëåé. Ïðè÷åì èç îïðå-
äåëåíèÿ àâòîìîðôèçìà Íàêàÿìû ñëåäóåò, ÷òî εa = ν̃(a)ε. Îòêóäà ïî-
ëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì áèìîäóëåé Aν̃ ≅ D(A), ãäå Aν̃ �
áèìîäóëü, ïîäëåæàùåå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî è óìíîæåíèå
ñëåâà ñîâïîäàþò ñ áèìîäóëåì A, à óìíîæåíèå ñïðàâà çàäàåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå: m * a = mν̃(a). Íî èçâåñòíî, ÷òî ν ≅ − ⊗A D(A), ñëåäîâàòåëüíî,
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äëÿ ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáð ôóíêòîð Íàêàÿìû ñâÿçàí ñ àâòîìîðôèçìîì
Íàêàÿìû ñëåäóþùèì îáðàçîì

ν ≅ (−)ν̃ ,
ãäå (−)ν̃ ∶ mod-A → mod-A � ôóíêòîð, êîòîðûé íå ìåíÿåò ïîäëåæàùåå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëÿ, à óìíîæåíèå ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: m * a =mν̃(a).

Åñëè F ∶ mod-A→mod-A � k-ëèíåéíûé ôóíêòîð, êîòîðûé ïåðåâîäèò
ïðîåêòèâíûå ìîäóëè â ïðîåêòèâíûå ìîäóëè, òî îí èíäóöèðóåò ôóíêòîð
íà ñòàáèëüíîé êàòåãîðèè, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F ∶ mod-A→mod-A.

Ëåììà 4.1. Åñëè A � êîíå÷íîìåðíàÿ ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà è Ωn+1
Ae (A) ≅

At
e
, òî Ωn+1

A ≅ ν−1; â ÷àñòíîñòè, CYdim(A) 6 n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â [12] äîêàçàíî, ÷òî

ν−1 ≅ − ⊗A At
e

. (4.1)

Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ â ñòà-
áèëüíîé êàòåãîðèè Ωn+1

A ≅ − ⊗A Ωn+1
Ae (A), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-

ñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ANakn,m ñëåäóþùóþ àëãåáðó ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíî-
øåíèÿìè

Q ∶ 0
α0 // 1

α1

  
n − 1

αn−1

;;

2

α2

��
⋮

αn−2

OO

⋮

. . . . . .
αi . . . αi+m−1 = 0.

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè èíäåêñû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ n. Ýòî
ñâÿçíàÿ àëãåáðà Íàêàÿìû äëèíû Ëîýâà m, èìåþùàÿ n ïðîñòûõ ìîäóëåé.
Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè A = kQ/I � ñâÿçíàÿ ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà
ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè, òî CYdim(A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A ≅ ANakn,2 .
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Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü A = kQ/I � ñâÿçíàÿ ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåá-
ðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè, íå èçîìîðôíàÿ àëãåáðàì k[x]/(xn)
è ANak3,2 . Òîãäà åñëè Ω4

Ae(A) ≅ Ate , òî CYdim(A) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî CYdim(A) 6 3.
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî CYdim(A) = 3. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü
CYdim(A) 6 2.

Ïóñòü Ω3
A ≅ ν−1. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé Ω3

A ≅ ν−1 è Ω4
A ≅ ν−1 ñëåäóåò,

÷òî ΩA ≅ Id, îòêóäà âûòåêàåò ν−1 ≅ Ω3
A ≅ Id, à çíà÷èò CYdim(A) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, CYdim(A) ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî 0 èëè 1.
Åñëè CYdim(A) = 1, òî èç [6, ïðåäëîæåíèå 2.2] ñëåäóåò, ÷òî A ≅

k[x]/(xn), ÷òî çàïðåùåíî ïî óñëîâèþ.
Åñëè CYdim(A) = 0, òî A ≅ ANakn,2 , ïðè÷åì ν−1 ≅ ΩA. Èç ñîîòíîøåíèé

ν−1 = ΩA è Ω4
A ≅ ν−1 ñëåäóåò, ÷òî Ω3

A ≅ Id. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ν3 ≅ Ω−3
A ≅ Id.

Àëãåáðà ANakn,2 ÿâëÿåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðîé, àâòîìîðôèçì Íàêàÿìû
êîòîðîé ν̃ ∶ ANakn,2 → ANakn,2 èíäóöèðóåòñÿ ïîâîðîòîì êîë÷àíà ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå íà óãîë 2π

n . Òàê êàê äëÿ ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáð ν(M) ≅ Mν̃ , òî
èç ñîîòíîøåíèÿ ν3 ≅ Id ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ν̃3 = id, îòêóäà ïîëó÷àåì,
÷òî n = 3 èëè n = 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå A ≅ ANak3,2 , à âî âòîðîì A ≅ ANak1,2 ≅
k[x]/(x2), è òî, è äðóãîå çàïðåùåíî ïî óñëîâèþ.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü A = kQ/I � ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà ïóòåé êîë-
÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè.

1. Åñëè ó àëãåáðû A åñòü DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé, òî Ω4
Ae(A) ≅ Ate.

2. Åñëè, êðîìå òîãî, àãëåáðà A ñâÿçíà è íå èçîìîðôíà àëãåáðàì k[x]/(xn)
è ANak3,2 , òî CYdim(A) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ïóíêò (2) ñëåäóåò èç ïóíêòà (1) è ïðåäëî-
æåíèÿ 4.2. Äîêàæåì ïóíêò (1).

Ïóñòü R � DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

PR
2

dR
2Ð→ P1

d1Ð→ P0
mÐ→ AÐ→ 0

ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ìèíèìàëüíîé ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû áèìîäóëÿ A.
Òàê êàê àëãåáðà A ñàìîèíúåêòèâíà, òî è àëãåáðà Ae ñàìîèíúåêòèâíà,
ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð (−)te òî÷åí è ïåðåâîäèò ïðîåêòèâíûå áèìîäóëè
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â ïðîåêòèâíûå áèìîäóëè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå åãî ïðèìåíåíèÿ ê íà-
÷àëó ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû A ïîëó÷èì íà÷àëî èíúåêòèâíîé ðåçîëü-

âåíòû áèìîäóëÿ Ate . Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî (−)te ∣P0

Θ≅ TW, òåì, ÷òî
TW(P0) = P0, è ïðåäëîæåíèåì 3.5, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0−Ð→ At
e Θ○mt

e

−−−Ð→ P0

TW(d1)−−−Ð→ PR
2

dR
2−−−Ð→ P1

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé èíúåêòèâíîé ðåçîëüâåíòîé áèìîäóëÿ Ate . Îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íà:

0→ At
e m′

Ð→ P0
d3Ð→ PR

2

dR
2Ð→ P1

d1Ð→ P0
mÐ→ A→ 0, (4.2)

ãäå d3 = TW(d1), è m′ = Θ ○mte . Ñëåäîâàòåëüíî, Ω4
Ae(A) ≅ Ate .

5 Àëãåáðû Íàêàÿìû ANak
n,m ïðè n ∣m + 1.

Â ýòîì ïóíêòå ìû èññëåäóåì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ó àëãåáð Íàêàÿìû ANakn,m ,
îïðåäåëåííûõ â ïóíêòå 4, åñòü DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Àëãåáðà ANakn,m äîïóñêàåò DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøå-
íèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ∣m + 1.

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè m > 2 è n ∣m + 1, òî CYdim(ANakn,m ) = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.1. Îáîçíà÷èì ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì rαi = αi+1 . . . αi+m, è ñåìåéñòâî, ñîñòàâëåííîå èç íèõ, îáîçíà÷èì
÷åðåç R = {rα}α∈Q1 . Ñîîòíîøåíèå rαi íàïðàâëåíî è íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå
i + 1, à çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå i +m + 1. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîðîæäàþò
èäåàë I. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ rαi íå ëåæàò â
JI + IJ, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå (DTI-3′).

Èç çàìå÷àíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àëãåáð ñ DTI-ñåìåéñòâîì ñîîòíî-
øåíèé ïðîñòðàíñòâî ei(top(I))ej íå ðàâíî 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
i = t(α) è j = s(α), äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ Q1.Íî ìû èìååì e1rα0em+1 = rα0 , îò-
êóäà ïîëó÷àåì e1(top(I))em+1 ≠ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè m + 1 /≡ 0(modn),
òî ó àëãåáðû ANakn,m íåò DTI-ñåìåéñòâà ñîîòíîøåíèé.

Ïóñòü òåïåðü n ∣ m + 1. Äîêàæåì, ÷òî ñìåéñòâî R ÿâëÿåòñÿ DTI-
ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé äëÿ àëãåáðû ANakn,m . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó-
÷àå rαi ∈ ei+1Iei, ñëåäîâàòåëüíî, (DTI-1) âûïîëíÿåòñÿ. È, êàê ìû óæå
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çàìåòèëè, âûïîëíÿåòñÿ (DTI-3′). Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü (DTI-2), òî åñòü

òî, ÷òî
∂rαj
∂αi

= tw (∂rαi∂αj
) . Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

6 Àëãåáðû êâàòåðíèîííîãî òèïà.

Ïóñòü òåïåðü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Ñëåäóÿ [7], êîíå÷íî-
ìåðíóþ àëãåáðó íàçîâåì àëãåáðîé êâàòåðíèîííîãî òèïà, åñëè A � ñâÿç-
íàÿ, ñèììåòðè÷åñêàÿ, ðó÷íàÿ, åå ìàòðèöà Êàðòàíà íåâûðîæäåííà è åå
ñòàáèëüíûé AR-êîë÷àí ΓsA ñîñòîèò òîëüêî èç òðóáîê ðàíãà íå áîëüøå
2. Ýòîò êëàññ àëãåáð ñîäåðæèò âñå áëîêè ãðóïïîâûõ àëãåáð êîíå÷íûõ
ãðóïï, ó êîòîðîé ãðóïïà äåôåêòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ãðóïïîé êâàòåð-
íèîíîâ. Ê.Ýðäìàíí äîêàçàëà, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà êâàòåðíèîííîãî òèïà
Ìîðèòà-ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç àëãåáð, ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå [7, ññ. 303-
306].

Òåîðåìà 6.1. Àëãåáðû êâàòåðíèîííîãî òèïà èç ñïèñêà Ê.Ýðäìàíí [7,
ññ. 303-306] äîïóñêàþò DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ôàêò
[6, òåîðåìà 5.1].

Ñëåäñòâèå 6.2. Åñëè A � àëãåáðà êâàòåðíèîííîãî òèïà, òî CYdim(A) =
3.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå äëÿ êàæäîé àëãåáðû èç ñïèñêà Ýðäìàíí â ïî-
ñëåäíåì ñòîëáöå ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèå èäåàëà ñîîòíîøåíèé ñî-
îòâåòñòâóþùåé àëãåáðû, ïðè÷åì â íåì æå îáîçíà÷åíû ñîîòíîøåíèÿ rα
äëÿ α ∈ Q1, êîòîðûå, êàê ìû äîêàæåì, ñîñòàâëÿþò DTI-ñåìåéñòâî ñîîò-
íîøåíèé äëÿ ýòîé àëãåáðû.

Qk(a, b)
k > 2,
a, b ∈ k

●α 99 β
yy

rα = α2 − (βα)k−1β − aα3,
rβ = β2 − (αβ)k−1α − bβ3,

α4, β4.

Qk(2A )(c)
k > 2
c ∈ k

0α 99
β // 1
γ
oo

rβ = γβγ − (γαβ)k−1γα,
rγ = βγβ − (αβγ)k−1αβ,

rα = α2 − (βγα)k−1βγ − cα3,
α2β, α4.
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Qk,s(2B)1(a, c)
k > 1, s > 3
k + s > 4

a ∈ k∗, c ∈ k
0α 99

β // 1
γ
oo ηee

rγ = βη − (αβγ)k−1αβ,
rβ = ηγ − (γαβ)k−1γα,

rα = α2 − a(βγα)k−1βγ + cα3,
rη = γβ − ηs,
α2β,α4.

Qs(2B)2(a, c, p)
s > 3,

a ∈ k∗, c ∈ k
p ∈ k[t], p(0) = 1.

0α 99
β // 1
γ
oo ηee

rγ = αβ − βη, rβ = γα − ηγ,
rα = βγ − α2p(α),

rη = η2p(η) + aηs−1 + cηs − γβ,
αs+1, ηs+1, γαs−1, αs−1β.

Qt(2B)3(a, c, d)
t > 3,

a ∈ k∗, c, d ∈ k
t = 3⇒ a ≠ 1
t ≠ 3⇒ a = 1

0α 99
β // 1
γ
oo ηee

rγ = αβ − βη, rβ = γα − ηγ,
rα = βγ − α2 + cα3,
rη = aηt−1 + dηt − γβ,
α4, ηt+1, γα2, α2β.

Qa,b(3A )1(d)
a > b > 2,
d ∈ k∗

a = b = 2⇒ d ≠ 1
a > b > 3⇒ d = 1.

0
β // 1
γ
oo

δ // 2
η
oo

rγ = βδη − (βγ)a−1β,
rβ = δηγ − (γβ)a−1γ,
rδ = ηγβ − d(ηδ)b−1η,
rη = γβδ − d(δη)b−1δ,

βδηδ, ηγβγ.

Qk(3A )2

k > 2
0

β // 1
γ
oo

δ // 2
η
oo

rγ = βγβ − (βδηγ)k−1βδη,
rβ = γβγ − (δηγβ)k−1δηγ,
rδ = ηδη − (ηγβδ)k−1ηγβ,
rη = δηδ − (γβδη)k−1γβδ,

βγβδ, ηδηγ.

Qk,s(3B)
k > 1, s > 3

0
β //α 99 1
γ
oo

δ // 2
η
oo

rγ = αβ − (βδηγ)k−1βδη,
rβ = γα − (δηγβ)k−1δηγ,
rδ = ηδη − (ηγβδ)k−1ηγβ,
rη = δηδ − (γβδη)k−1γβδ,

rα = βγ − αs−1,
α2β, βδηδ.

18



Qk,s(3C )
k > 2, s > 3

0
β // 1

ρ

YYγ
oo

δ // 2
η
oo

rγ = βρ, rβ = ργ,
rρ = δη − γβ − ρs−1,
rδ = ηρ − (ηδ)k−1η,
rη = ρδ − (δη)k−1δ,

ηρ2, ρ2δ,
(βγ)k−1βδ, (ηδ)k−1ηγ.

Qk,s,t(3D)
k > 1, s, t > 3

0
β //α 99 1
γ
oo

δ // 2
η
oo ξee

rα = βγ − αs−1,
rβ = γα − (δηγβ)k−1δηγ,
rγ = αβ − (βδηγ)k−1βδη,

rξ = ηδ − ξt−1,
rη = δξ − (γβδη)k−1γβδ,
rδ = ξη − (ηγβδ)k−1ηγβ,

α2β, δηδ.

Qa,b,c(3K )
a > b > c > 2

0
β //

κ

��

1
γ

oo

δ��
2

λ

^^
η
@@

rλ = βδ − (κλ)a−1κ,
rκ = ηγ − (λκ)a−1λ,
rβ = δλ − (γβ)b−1γ,
rγ = κη − (βγ)b−1β,
rδ = λβ − (ηδ)c−1η,
rη = γκ − (δη)c−1δ,
γβδ, δηγ, λκη.

Çàìå÷àíèå 6.3. Äëÿ ïåðâûõ òðåõ àëãåáð:Qk(a, b), Qk(2A )(c), Qk,s(2B)1(a, c),
íàøè ïîðîæäàþùèå èäåàëà ñîîòíîøåíèé îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, êîòîðûå âû-
ïèñàíû â [7], íî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ïîðîæäàþò òîò æå èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íóæíî
äëÿ êàæäîé àëãåáðû A = kQ/I èç íàøåãî ñïèñêà äîêàçàòü, ÷òî ïðåäúÿâ-
ëåííîå â òàáëèöå ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé R = {rα}α∈Q1 ÿâëÿåòñÿ DTI-
ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé. Â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ÿñ-
íî, ÷òî rα ∈ et(α)Ies(α), è ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ∂rβ

∂α =
tw (∂rα∂β ) äëÿ âñåõ α,β ∈ Q1. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (DTI-1)
è (DTI-2). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñâîéñòâî (DTI-3′)=(DTI-3′a)∧(DTI-3′b).

(DTI-3′a). Äëèíó ïóòè w ∈ kQ îáîçíà÷èì ÷åðåç ∣w∣, äëèíó èäåìïîòåí-
òîâ ei ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ. Äëÿ ýëåìåíòà r = ∑λww ∈ kQ ðàññìîòðèì
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ìíîæåñòâî W (r) = {w ∣ λw ≠ 0}, à òàêæå ìíîæåñòâî σ(r) = {w ∈ W (r) ∣
∀w′ ∈ W (r) ∣w∣ 6 ∣w′∣} êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç W (r). Äëèíó êðàò÷àéøèõ
ïóòåé r îáîçíà÷èì `σ(r). Êðàò÷àéøèì ïóòåì ìíîæåñòâà T ⊆ kQ íàçîâåì
ëþáîé êðàò÷àéøèé ïóòü ìíîæåñòâà ⋃t∈T W (t). Ìíîæåñòâî êðàò÷àéøèõ
ïóòåé T îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(T ). Òàêèì îáðàçîì,

σ(T ) =⋃{σ(t) ∣ ∀t′ ∈ T `σ(t) 6 `σ(t′)}.

Äëèíó êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìíîæåñòâà T îáîçíà÷èì `σ(T ).
Ëåììà 6.4. Ïóñòü {ri} � ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ kQ, T � èäåàë kQ òà-
êîé, ÷òî `σ(ri) 6 `σ(T ) è

σ(ri) ∖ (⋃
i≠j

σ(rj) ∪ σ(T )) ≠ ∅ äëÿ âñåõ i.

Òîãäà ñåìåéñòâî {ri + T} ëèíåéíî íåçàâèñèìî â kQ/T.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ∑λkrk,

òîãäà èç òîãî, ÷òî λi ≠ 0, ñëåäóåò âêëþ÷åíèå σ(ri)∖(⋃j≠i σ(rj)) ⊆ σ(∑λkrk).
Äîêàæåì ëåììó. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ∑λkrk ∈ T, è λi ≠ 0

äëÿ íåêîòîðîãî i. Òîãäà èç òîãî, ÷òî ∅ ≠ σ(ri) ∖ (⋃j≠i σ(rj)) ⊆ σ(∑λkrk),
ñëåäóåò, ÷òî íåêîòîðûé êðàò÷àéøèé ïóòü ýëåìåíòà ri ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àé-
øèì ïóòåì ýëåìåíòà ∑λkrk ∈ T , ñëåäîâàòåëüíî, `σ(ri) = `σ(∑λkrk) >
`σ(T ). Íî ïî óñëîâèþ `σ(ri) 6 `σ(T ), ñëåäîâàòåëüíî, `σ(ri) = `σ(∑λkrk) =
`σ(T ). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî σ(∑λkrk) ⊆ σ(T ). Îòêóäà ïîëó÷àåì

σ(ri) ∖ (⋃
i≠j

σ(rj) ∪ σ(T )) ⊆ σ (∑λkrk) ∖ σ(T ) = ∅,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1. Åñëè T � ìíîæåñòâî îáðà-

çóþùèõ èäåàëà T , òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ(T ) = σ(T). Ñëåäîâàòåëüíî,
σ(I) � ýòî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ êðàò÷àéøèõ ïóòåé îáðàçóþùèõ r ñ íà-
èìåüøèì `σ(r) èäåàëà I. À ìíîæåñòâî σ(JI + IJ) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ
âèäà αw,wα ãäå α ∈ Q1, è w ∈ σ(I). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé àë-
ãåáðû èç ñïèñêà ëåãêî ìîæíî âûïèñàòü ìíîæåñòâà σ(rα) è σ(JI + IJ),
ïðîâåðèòü, ÷òî `σ(rα) 6 `σ(JI + IJ), è, ÷òî âñå ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû, è ñåìåéñòâî πR
ëèíåéíî íåçàâèñèìî.
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(DTI-3′b). Î÷åâèäíî, ÷òî (R) + JI + IJ ⊆ I. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõî-
äèìî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå I ⊆ (R)+ JI + IJ. Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó,
÷òîáû äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà t èç îáðàçóþùèõ èäåàëà I, íå ëåæàùèõ â
R, äîêàçàòü, ÷òî t ∈ (R) + JI + IJ.

Äîêàçûâàòü ýòî áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäúÿâèì äëÿ êàæäîé
àëãåáðû íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ t1, . . . , tl ∈ I, ñðåäè êîòîðûõ åñòü âñå îáðà-
çóþùèå èäåàëà I, íå ëåæàùèå â ñåìåéñòâå R, ñîîòâåòñòâóþùåì äàííîé
àëãåáðå. Ïîñëå ÷åãî äîêàæåì, ÷òî îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñåáÿ ïî ìîäó-
ëþ èäåàëà (R) ñëåäóþùèì îáðàçîì tk = ∑aitibi(mod(R)), ãäå ai ∈ J èëè
bi ∈ J äëÿ êàæäîãî i. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ti ∈ (R)+Jn äëÿ ëþáî-
ãî n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê I � äîïóñòèìûé èäåàë, ti ∈ (R)+JI +IJ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäúÿâëåíèå ýòîãî íàáîðà t1, . . . , tl, è ðàâåíñòâ tk =
∑aitibi(mod(R)) òàêèõ, ÷òî ai ∈ J èëè bi ∈ J äëÿ êàæäîãî i, çàâåðøà-
åò äîêàçàòåëüñòâî. Íèæå ïðåäúÿâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ
êàæäîé àëãåáðû èç ñïèñêà, â êîòîðûõ ýëåìåíòû ti ïîä÷åðêíóòû, è íàä
êàæäûì ðàâåíñòâîì mod(R) íàïèñàíî, èç êàêîãî ñîîòíîøåíèÿ rα îíî
ñëåäóåò.

Qk(a, b).
α4 rα====(βα)k−1βα2 + aαα4,

βα2 rα==== β2αβ(αβ)k−2 + aβα2α,

β2α
rβ==== (αβ)k−2αβα2 + bββ2α,

β4
rβ====(αβ)k−1αβ2 + bββ4,

αβ2
rβ==== α2βα(βα)k−2 + bαβ2β,

α2β
rα==== (βα)k−2βαβ2 + aαα2β.

Qk(2A )(c).

α2β
rα==== (βγα)k−2βγαβγβ + cαα2β,

αβγβ
rγ==== α2β(γαβ)k−1,

α4 rα==== (βγα)k−1βγα2 + cαα4,

γα2 rα==== γβγαβγ(αβγ)k−2 + cγαα4,

γβγα
rβ==== (γαβ)k−1γα2.

Qk,s(2B)1(a, c).

α2β
rα==== a(βγα)k−1βγβ+cα3β

rη==== a(βγα)k−1βηs+cα3β
rγ==== a(βγα)k−1(αβγ)k−1αβηs−1+

+ cα3β
rγ==== a(βγα)k−1(αβγ)k−1α2β(γαβ)k−1ηs−2 + cαα2β,

α4 rα==== aα2βγ(αβγ)k−1 + cαα4.
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Qs(2B)2(a, c, p).
Ïóñòü p(t) = 1 − t ⋅ q(t), q1(t) = q(t) − ats−4 − cts−3.

αs+1 rα==== αs−1βγ + αs+1αq(α),

ηs+1 rη==== ηs+1ηq1(η) + ηs−1γβ
rβ==== ηs+1ηq1(η) + γαs−1β,

αs−1β
rγ==== βηs−1 rη==== −a−1βη2p(η) − a−1cβηs + a−1βγβ

rα==== −a−1βη2p(η) −
a−1cβηs + a−1α2p(α)β rγ==== −a−1cβηs

rγ==== −a−1cααs−1β,

γαs−1
rβ==== ηs−1γ

rη==== −a−1η2p(η)γ − a−1cηsγ + a−1γβγ
rα==== −a−1η2p(η)γ −

−a−1cηsγ + a−1γα2p(α) rβ==== −a−1cηsγ
rβ==== −a−1cγαs−1α.

Qt(2B)3(a, c, d), t = 3, a ≠ 1.
Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ èäåàëà (R).

γα2 rα==== γβγ + cγα3 rη==== aη2γ + dη3γ + cγα3
rβ==== aγα2 + (d + c)γα3,

α2β
rα==== βγβ + cα3β

rη==== aβη2 + dβη3 + cα3β
rγ==== aα2β + (d + c)α3β.

Èç íèõ ñëåäóþò ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ (R) â ñëåäóþùåì
ñïèñêå.

γα2 = d+c
1−a ⋅ γα2α, α2β = d+c

1−a ⋅ αα2β, α4 rα==== βγα2 + cα4α,

η4 rη==== a−1γβη2 − a−1dη5 rγ==== a−1γα2β − a−1dη4η.

Qt(2B)3(a, c, d), t > 4, a = 1.

γα2 rα==== γβγ + cγα3 rη==== ηt−1γ + dηtγ + cγα3
rβ==== γα2(αt−3 + dαt−2 + cα),

α2β
rα==== βγβ + cα3β

rη==== βηt−1 + dβηt + cα3β
rγ==== (αt−3 + dαt−2 + cα)α2β,

α4 rα==== βγα2 + cα4α,

ηt+1 rη==== γβη2 − dηt+2 rγ==== γα2β − dηt+1η.

Qa,b(3A )1(d), a = b = 2, d ≠ 1.
Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ (R).
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βδηδ
rα==== βγβδ rη==== dβδηδ, ηγβγ

rδ==== dηδηγ rβ==== dηγβγ.

Èç íèõ ñëåäóþò ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ (R) â ñëåäóþùåì ñïèñêå.

βδηδ = 0, ηγβγ = 0.

Qa,b(3A )1(d), a > b > 3, d = 1.

βδηδ
rα==== (βγ)a−2βγβδ

rη==== (βγ)a−2βδηδ(ηδ)b−2,

ηγβγ
rδ==== (ηδ)b−2ηδηγ

rβ==== (ηδ)b−2ηγβγ(βγ)a−2.

Qk(3A )2.

βγβδ
rγ==== (βδηγ)k−1βδηδ

rη==== (βδηγ)k−1βγβδ(ηγβδ)k−1,

ηδηγ
rδ==== (ηγβδ)k−1ηγβγ

rβ==== (ηγβδ)k−1ηδηγ(βδηγ)k−1.

Qk,s(3B).

α2β
rγ==== αβδη(γβδη)k−1 rγ==== (βδηγ)k−1βδηδη(γβδη)k−1,

βδηδ
rη==== βγβδ(ηγβδ)k−1 rα==== αs−3α2βδ(ηγβδ)k−1.

Qk,s(3C ).
Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî ïî ìîäóëþ (R).

βγβ
rρ==== βδη − βρs−1 rγ==== βδη.

Èç íåãî ïî èíäóêöèè âûâîäèòñÿ, ÷òî β(γβ)i = β(δη)i ïî ìîäóëþ (R),
äëÿ ëþáîãî i ∈ N. Èç íåãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò ïåðâîå ðàâåíñòâî ïî
ìîäóëþ (R) â ñëåäóþùåì ñïèñêå.

β(γβ)k−1δ = β(δη)k−1δ
rη==== βρδ rγ==== 0,

(ηδ)k−1ηγ
rδ==== ηργ rβ==== 0,
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ηρ2 rδ==== (ηδ)k−2ηδηρ
rρ==== (ηδ)k−2ηγβρ + (ηδ)k−2ηρs

rβ==== (ηδ)k−2ηρ2ρs−2,

ρ2δ
rη==== ρδηδ(ηδ)k−2 rρ==== ργβδ(ηδ)k−2 + ρs(ηδ)k−2

rβ==== ρs−2ρ2δ(ηδ)k−2.

Qk,s,t(3D).

α2β
rγ==== αβδη(γβδη)k−1 rγ==== (βδηγ)k−1βδηδη(γβδη)k−1,

δηδ
rξ==== δξt−1 rη==== (γβδη)k−1γβδξt−2 rη==== (γβδη)k−1γβγβ(δηγβ)k−1ξt−3,

γβγ
rα==== γαs−1

rβ==== (δηγβ)k−1δηγαs−2
rβ==== (δηγβ)k−1δηδη(γβδη)k−1αs−3.

Qa,b,c(3K ).

γβδ
rλ==== γ(κλ)a−1κ

rη==== (δη)c−2δηδλκ(λκ)a−2,

ηδλ
rβ==== η(γβ)b−1γ

rκ==== (λκ)a−2λκλβγ(βγ)b−2,

κλβ
rδ==== κ(ηδ)c−1η

rγ==== (βγ)b−2βγβδη(δη)c−2,

δηγ
rκ==== δ(λκ)a−1λ

rβ==== (γβ)b−2γβγκλ(κλ)a−2,

βγκ
rη==== β(δη)c−1δ

rλ==== (κλ)a−2κλκηδ(ηδ)c−2,

λκη
rγ==== λ(βγ)b−1β

rδ==== (ηδ)c−2ηδηγβ(γβ)b−2.

7 Åùå îäèí ïðèìåð àëãåáðû, äîïóñêàþùåé

DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé.

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿùåí òîìó, ÷òîáû ïðèâåñòè åùå îäèí ïðîñòîé ïðèìåð
àëãåáðû, äîïóñêàþùåé DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé. Ýòîò ïðèìåð ïîêà-
çûâàåò, ÷òî êëàññ àëãåáð, äîïóñêàþùèõ DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé, íå
ñâîäèòñÿ ê îáúåäèíåíèþ êëàññîâ îïèñàííûõ â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïóíê-
òàõ.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó A = kQ/I, ïîðîæäåííóþ ñëåäóþùèì êîë÷àíîì è
ñîîòíîøåíèÿìè. Ñðàçó ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîò-
íîøåíèé ra, a ∈ Q1.
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Q ∶ 0α 99
β // 1
γ
oo I ∶

rα = βγ − α2,
rβ = γα,
rγ = αβ.

Ïðåäëîæåíèå 7.1.

� Èäåàë I äîïóñòèì.

� A = kQ/I � ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà.

� Ñåìåéñòâî R = {ra}a∈Q1 ÿâëÿåòñÿ DTI-ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé
äëÿ àëãåáðû A.

� Àëãåáðà A íå Ìîðèòà-ýêâèâàëåíòíà íè îäíîé èç àëãåáð, óïîìÿíó-
òûõ â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî èäåàë I äîïóñòèì, äî-
êàæåì, ÷òî ëþáîé ïóòü äëèíû òðè ëåæèò â I. Âñå ïóòè äëèíû òðè, êðî-
ìå ïóòåé α3, βγβ, γβγ ñîäåðæàò ïîäïóòè âèäà γα,αβ, çíà÷èò äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî α3, βγβ, γβγ ∈ I. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ,
âûïîëíÿþùèõñÿ ïî ìîäóëþ I ∶

α3 = αβγ = 0, βγβ = α2β = 0, γβγ = γα2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, J3 ⊆ I ⊆ J2. Ñëåäîâàòåëüíî, èäåàë I äîïóñòèì è àëãåáðà
A êîíå÷íîìåðíà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþùèå íàáîðû âåêòîðîâ îáðàçóþò áàçèñ ïðî-
åêòèâíûõ íåðàçëîæèìûõ ìîäóëåé:

e0A = ⟨e0, α, β,α
2⟩, e1A = ⟨e1, γ, γβ⟩. (7.1)

Öîêîëè ïðîåêòèâíûõ íåðàçëîæèìûõ ìîäóëåé îäíîìåðíû: soc(e0A) = ⟨α2⟩,
soc(e1A) = ⟨γβ⟩. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà A ñàìîèíúåêòèâíà.

Äîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî R = {ra}a∈Q1 ÿâëÿåòñÿ DTI-ñåìåéñòâîì ñî-
îòíîøåíèé. Ñâîéñòâî (DTI-1) î÷åâèäíî, ñâîéñòâî (DTI-2) ïðîâåðÿåòñÿ
ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì, à ñâîéñòâî (DTI-3′b) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê R ïî-
ðîæäàåò I. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñâîéñòâî (DTI-3′a). Ïî çàìå÷àíèþ 3.4
åãî äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ra /∈ JI + IJ äëÿ âñåõ
a ∈ Q1. Íî ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê êðàò÷àéøèå ïóòè ýëåìåíòîâ JI + IJ
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èìåþò äëèíó íå ìåíüøå òðåõ, à êðàò÷àéøèå ïóòè ñîîòíîøåíèé ra èìåþò
äëèíó ðàâíóþ äâóì.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè äâå áàçèñíûå àëãåáðûÌîðèòà-ýêâèâàëåíòíû,
òî îíè èçîìîðôíû. Êðîìå òîãî, åñëè äâå àëãåáðû ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíî-
øåíèÿìè èçîìîðôíû, òî èõ êîë÷àíû ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ñðåäè àëãåáð,
óïîìÿíóòûõ â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïóíêòàõ, àëãåáðà A ìîãëà áû áûòü èçî-
ìîðôíà òîëüêî àëãåáðå Qk(2A )(c). Äîêàæåì, ÷òî îíè íå èçîìîðôíû,
ñðàâíèâ èõ ìàòðèöû Êàðòàíà. Ìàòðèöà Êàðòàíà àëãåáðû A âû÷èñëÿåòñÿ
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ìû ÿâíî çíàåì áàçèñû ïðîåêòèâíûõ íåðàçëîæèìûõ
ìîäóëåé (7.1):

CartanMatrix(A) = (3 1
1 2

) .

À ìàòðèöà Êàðòàíà àëãåáðû Qk(2A )(c) âûïèñàíà â òàáëèöå [7, ññ. 303-
306]:

CartanMatrix(Qk(2A )(c)) = (4k 2k
2k k + 2

) .

ßñíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöà Êàðòàíà àëãåáðû Qk(2A )(c) � ÷åòíîå
÷èñëî äëÿ ëþáîãî k, à îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Êðòàíà àëãåáðû A ðàâåí
5. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè àëãåáðû íå èçîìîðôíû.

8 Ðåçîëüâåíòà ñàìîèíúåêòèâíîé àëãåáðû ñ DTI-

ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé.

Öåëüþ ýòîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ ÿâíîå ïðåäúÿâëåíèå ìèíèìàëüíîé ïðîåê-
òèâíîé ðåçîëüâåíòû áèìîäóëÿ A äëÿ ñàìîèíúåêòèâíûõ àëãåáð ïóòåé êîë-
÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè ñ DTI-ñåìåéñòâîì ñîîòíîøåíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ýòî ñäåëàòü, íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðûé èíñòðóìåíò, ñâÿçàííûé ñ ïîíÿ-
òèåì ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû è äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè, íà íåé
âîçíèêàþùèìè, à èìåííî, àâòîìîðôèçìîì Íàêàÿìû è ñòðóêòóðîé êîàë-
ãåáðû íà A.

8.1 Ôðîáåíèóñîâîñòü.

Ïóñòü A � ôðîáåíèóñîâà k-àëãåáðà, ε � ôðîáåíèóñîâà ôîðìà íà íåé è ν̃ �
ñîîòâåòñòâóþùèé àâòîìîðôèçì Íàêàÿìû. Êðîìå àâòîìîðôèçìà Íàêàÿ-
ìû, ñ ôðîáåíèóñîâîé ôîðìîé ìîæíî ñâÿçàòü åùå îäíó äîïîëíèòåëüíóþ
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ñòðóêòóðó � ñòðóêòóðó êîàëãåáðû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé áàçèñ B àë-
ãåáðû A, âîçüìåì äâîéñòâåííûé áàçèñ B∗ = {b∗ ∣ b ∈ B} îòíîñèòåëüíî
áèëèíåéíîé ôîðìû εµ, òî åñòü òàêîé, ÷òî ε(b ⋅ c∗) = δb,c äëÿ âñåõ b, c ∈ B.
Òîãäà ðàññìîòðèì ýëåìåíò

%1 =∑
b∈B

b∗ ⊗ b ∈ A⊗A.

Â [10, ïðåäëîæåíèå 2.3.22] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè A � ôðîáåíèóñîâà àë-
ãåáðà ñ ôðîáåíèóñîâîé ôîðìîé ε ∶ A → k, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì áèìîäóëåé

% ∶ A→ A⊗A
òàêîé, ÷òî (A,%, ε) ÿâëÿåòñÿ êîàëãåáðîé. Ïðè÷åì çàäàåòñÿ îí ïî ôîðìóëå
%(a) = a%1. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî %1 íå çàâèñèò îò âûáîðà
áàçèñà B. Êîóìíîæåíèå % íàçîâåì ôðîáåíèóñîâûì êîóìíîæåíèåì, ñîîò-
âåòñòâóþùèì ôðîáåíèóñîâîé ôîðìå ε.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå óòâåðæäå-
íèÿ, êàñàþùèåñÿ ýòèõ ñòðóêòóð. Íàïîìíèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà
áèìîäóëÿ íà ïðîñòðàíñòâå A⊗A îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

a ⋆ (x⊗ y) ⋆ b = xb⊗ ay.

Ëåììà 8.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1. tw(%1) = (id⊗ ν̃)(%1);

2. a%1 = %1a äëÿ ëþáîãî a ∈ A;

3. a ⋆ %1 = %1 ⋆ ν̃(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ àëãåáðû A. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåí-
íûé ê íåìó áàçèñ B∗ = {b∗ ∣ b ∈ B}, òî åñòü òàêîé, ÷òî ε(bc∗) = δb,c äëÿ
b, c ∈ B, è äâîéñòâåííûé ê äâîéñòâåííîìó áàçèñó B∗∗ = {b∗∗ ∣ b ∈ B},
òî åñòü òàêîé, ÷òî ε(b∗c∗∗) = δb,c äëÿ âñåõ b, c ∈ B. Çàìåòèì, ÷òî
ε(c∗ν̃(b)) = ε(bc∗) = δb,c = ε(c∗b∗∗). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåâûðîæ-
äåííîñòè εµ, ïîëó÷àåì ν̃(b) = b∗∗. Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî tw(%1) =
∑ b∗ ⊗ b∗∗ = ∑ b∗ ⊗ ν̃(b) = (id⊗ ν̃)(%1).

2. Ýòî äîêàçàíî â [10].
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3. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå ïóíêòû, ïîëó÷àåì

a ⋅ tw(%1) = a((id⊗ ν̃)(%1)) = (id⊗ ν̃)(a%1) =

= (id⊗ ν̃)(%1a) = ((id⊗ ν̃)(%1))ν̃(a) = tw(%1) ⋅ ν̃(a).
Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîìó ðàâåíñòâó a ⋅ tw(%1) = tw(%1) ⋅ ν̃(a), îòîá-
ðàæåíèå tw, ïîëó÷àåì

a ⋆ %1 = tw(a ⋅ tw(%1)) = tw(tw(%1) ⋅ ν̃(a)) = %1 ⋆ ν̃(a).

8.2 Ôðîáåíèóñîâîñòü â ñëó÷àå ñàìîèíúåêòèâíîé àë-

ãåáðû ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñàìîèíüåêòèâíàÿ àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîò-
íîøåíèÿìè ôðîáåíèóñîâà. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç [11, îïðåäåëåíèå
13.2.2, îïðåäåëåíèå 13.5.4, òåîðåìà 13.5.7]. Íî ôðîáåíèóñîâûõ ôîðì íà
àëãåáðå ìîæåò áûòü ìíîãî. Â ýòîì ïóíêòå ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå Q0-
ôðîáåíèóñîâîé ôîðìû íà ñàìîèíúåêòèâíîé àëãåáðå ïóòåé êîë÷àíà Q ñ
ñîîòíîøåíèÿìè. Ýòî ôðîáåíèóñîâà ôîðìà, îáëàäàþùàÿ íåêîòîðûì äî-
ïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì. Ìû äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ôîðìà âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò è ÷òî àâòîìîðôèçì Íàêàÿìû ν̃ è êîóìíîæåíèå %, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå åé, îáëàäàþò íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïóñòü A = kQ/I � ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíî-
øåíèÿìè, òîãäà îáðàòíûé ôóíêòîð Íàêàÿìû ν−1 çàäàåò ïåðåñòàíîâêó íà
ïðîñòûõ ìîäóëÿõ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà âåðøèíàõ êîë÷àíà

ν0 ∶ Q0 → Q0,

ν−1(Si) ≅ Sν0(i),
êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòàíîâêîé Íàêàÿìû. Ðàññìîòðèì íåêî-
òîðóþ ôðîáåíèóñîâó ôîðìó ε ∶ A → k è ñîîòâåòñòâóþùèé åé àâòîìîð-
ôèçì Íàêàÿìû ν̃ ∶ A → A. Òàê êàê kQ0 ≅ A/JA, è ν̃(JA) = JA, òî àâ-
òîìîðôèçì Íàêàÿìû èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì íà kQ0 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ν̃(ei) = ej + r äëÿ íåêîòîðûõ j ∈ Q0 è r ∈ JA. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî
ν−1(Si) ≅ (Si)ν̃−1 ≅ Sν0(i), ïîëó÷àåì, ÷òî ν̃(ei) äåéñòâóåò íà Sν0(i) òîæ-
äåñòâåííî, à, ñëåäîâàòåëüíî,

ν̃(ei) = eν0(i) + r.
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Èçâåñòíî [11, òåîðåìà 13.4.2], ÷òî äëÿ ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáð socA(A) =
socAop(A) = socAe(A); ìîäóëè socA(eiA), socAop(Aei) ïðîñòû, òî åñòü â
ñëó÷àå àëãåáð ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè îäíîìåðíû; socA(eiA) =
socAop(Aej) äëÿ íåêîòîðîãî j; è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå
j = ν0(i), òî åñòü socA(eiA) = socAop(Aeν0(i)).

Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì soc(A) ∶= socA(A).

Çàìå÷àíèå 8.2. Ïóñòü A = kQ/I � ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà ïóòåé êîë-
÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ε ∶ A → k òîãäà è òîëü-
êî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé ôîðìîé, êîãäà ε∣soc(eiA) ≠ 0 äëÿ ëþáîãî
i ∈ Q0.

Àëãåáðà kQ0 � ñåïàðàáåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì kQ0-áèìîäóëå
ëþáîé åãî ïîäáèìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì. Â ÷àñòíîñòè, àëãåá-
ðóA ìîæíî ðàññìîòðåòü, êàê kQ0-áèìîäóëü, à soc(A) êàê kQ0-ïîäáèìîäóëü
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò kQ0-áèìîäóëüíîå äîïîëíåíèå soc(A) â A.
Òî åñòü òàêîé kQ0-ïîäáèìîäóëü T 6 A, ÷òî A = soc(A)⊕ T.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ôðîáåíèóñîâó ôîðìó ε ∶ A→ k íàçîâåìQ0-ôðîáåíèóñîâîé
ôîðìîé, åñëè Ker(ε) ñîäåðæèò íåêîòîðîå kQ0-áèìîäóëüíîå äîïîëíåíèå
soc(A) â A.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ñàìîèíúåêòèâíîé àëãåáðåA = kQ/I Q0-ôðîáåíèóñîâà
ôîðìà âñåãäà ñóùåñòâóåò. Äîñòàòî÷íî âçÿòü íåêîòîðîå kQ0-áèìîäóëüíîå
äîïîëíåíèå ê soc(A) â A è çàäàòü íà íåì ε ðàâíûì íóëþ, à íà soc(A)
çàäàòü òàê, ÷òîáû ε∣soc(eiA) ≠ 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ Q0.

Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ïóñòü A = kQ/I � ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà ïóòåé
êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè, ε ∶ A → k � Q0-ôðîáåíèóñîâà ôîðìà íà A,
ν̃ ∶ A → A � cîîòâåòñòâóþùèé àâòîìîðôèçì Íàêàÿìû, è % ∶ A→ A⊗A
� ñîîòâåòñòâóþùåå ôðîáåíèóñîâî êîóìíîæåíèå. Òîãäà ν̃(ei) = eν0(i), è
Im(%) 6⊕i∈Q0

Pν0(i),i, ïðè÷åì

%′ ∶ A→ ⊕
i∈Q0

Pν0(i),i,

ãäå %′(a) = %(a), � ýòî èíúåêòèâíàÿ îáîëî÷êà áèìîäóëÿ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ν̃(ei) = eν0(i) + r, ãäå r ∈ JA. Äî-
êàæåì, ÷òî r = 0. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü r ≠ 0. Òîãäà èç íåâû-
ðîæäåííîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû εµ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé,
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÷òî ε(ar) ≠ 0. Ðàññìîòðèì T 6 A � íåêîòîðîå kQ0-áèìîäóëüíîå äîïîëíå-
íèå soc(A), ñîäåðæàùååñÿ â Ker(ε). Òîãäà a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
a = t + s, ãäå t ∈ T, s ∈ soc(A). Òàê êàê r ∈ JA, òî sr = 0, ñëåäîâàòåëüíî,
ε(tr) = ε(ar) ≠ 0. Êðîìå òîãî, teν0(i) ∈ T, çíà÷èò ε(teν0(i)) = 0. Îòêóäà
ïîëó÷àåì 0 ≠ ε(tr) = ε(tν̃(ei)) = ε(eit), ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ,
òàê êàê eit ∈ T. Òàêèì îáðàçîì, ν̃(ei) = eν0(i).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî Im(%) 6 ⊕Pν0(i),i. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî %1 ∈ ⊕Pν0(i),i. Íî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 8.1, òàê êàê
ei ⋆ %1 = %1 ⋆ eν0(i).

Ìîðôèçì êîóìíîæåíèÿ â êîàëãåáðå ñ êîåäèíèöåé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîìîðôèçìîì, ñëåäîâàòåëüíî, %′ ∶ A→⊕Pν0(i),i � ìîíîìîðôèçì â èíúåê-
òèâíûé áèìîäóëü. Ïðè÷åì ðàçìåðíîñòè öîêîëåé ó îáîèõ áèìîäóëåé ñîâ-
ïàäàþò è ðàâíû ∣Q0∣, ñëåäîâàòåëüíî, %′ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì öîêîëåé,
à, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé.

Çàìå÷àíèå 8.5. Â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè ìû ñ÷èòàëè, ÷òî ⊕Pν0(i),i 6
A, òî åñòü âîñïðèíèìàëè ⊕Pν0(i),i êàê âíóòðåííþþ ïðÿìóþ ñóììó â A.
Èíîãäà, íàì áóäåò ïîëåçíî âîñïðèíèìàòü⊕Pν0(i),i êàê âíåøíþþ ïðÿìóþ
ñóììó, òî åñòü çàïèñûâàòü åå ýëåìåíòû â âèäå ñòîëáöîâ. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå %′ ∶ A→⊕Pν0(i),i çàïèøåòñÿ â âèäå

%′ = (%′i)i∈Q0 , ãäå %
′
i(a) = a(ei ⋆ %1).

8.3 Ðåçîëüâåíòà.

Öåëüþ ýòîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ ÿâíîå ïðåäúÿâëåíèå ðåçîëüâåíòû äëÿ ñà-
ìîèíúåêòèâíûõ àëãåáð, äîïóñêàþùèõ DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé.

Ïóñòü A = kQ/I � ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíî-
øåíèÿìè, è {rα}α∈Q1 � DTI-ñåìåéñòâî åå ñîîòíîøåíèé, ε ∶ A → k � Q0-
ôðîáåíèóñîâà ôîðìà íà A, ν̃ ∶ A → A � ñîîòâåòñòâóþùèé àâòîìîðôèçì
Íàêàÿìû, % ∶ A → A⊗A � ñîîòâåòñòâóþùåå ôðîáåíèóñîâî êîóìíîæåíèå,
è %1 = %(1). Ïîëîæèì

P4n = P3+4n = ⊕
i∈Q0

Pi,νn0 (i), P1+4n = ⊕
α∈Q1

Ps(α),νn0 (t(α)), P2+4n = ⊕
α∈Q1

Pt(α),νn0 (s(α)),

d1+4n = ((id⊗ ν̃n)(di,α))(i,α)∈Q0×Q1
, di,α = δi,s(α)(es(α) ⊗ α) − δi,t(α)(α⊗ et(α)),

d2+4n = ((id⊗ ν̃n) (∂rβ∂α ) )
(α,β)∈Q1×Q1

,

d3+4n = ((id⊗ ν̃n)(tw(di,β)))(β,i)∈Q1×Q0
,
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d4+4n = ((id⊗ ν̃n+1)((ei%1) ⋆ ej)(j,i)∈Q0×Q0
,

m = (mi)⊺i∈Q0
, mi(a⊗ b) = ab,

äëÿ n > 0, è Pn = 0 ïðè n < 0. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò êîìïëåêñ
P● = (Pn,dn ∶ Pn → Pn−1) è ãîìîìîðôèçì m ∶ P0 → A.

Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü A = kQ/I � ñàìîèíúåêòèâíàÿ àëãåáðà, äîïóñêà-
þùàÿ DTI-ñåìåéñòâî ñîîòíîøåíèé. Òîãäà m ∶ P● → A � áèìîäóëüíàÿ
ðåçîëüâåíòà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ íåñêîëüêî âñïî-
ìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è ëåìì.

Ïóñòü A = kQ/I � àëãåáðà ïóòåé êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè, à ϕ,ψ ∶
A → A � äâà àâòîìîðôèçìà, äëÿ êîòîðûõ ϕ(ei) = eϕ0(i), ψ(ei) = eψ0(i),
äëÿ íåêîòîðûõ ïåðåñòàíîâîê ϕ0, ψ0 ∶ Q0 → Q0. ×åðåç P0, êàê è ðàíüøå,
îáîçíà÷èì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ bimod-A, ñîñòîÿùóþ èç áèìîäóëåé âè-
äà ⊕Pik,jk , ãîìîìîðôèçìû ìåæäó êîòîðûìè, êàê ìû çíàåì, çàäàþòñÿ
ìàòðèöàìè. Òîãäà ðàññìîòðèì ôóíêòîð

[ϕ⊗ ψ] ∶ P0 → bimod-A,

êîòîðûé äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì íà îáúåêòàõ

[ϕ⊗ ψ](⊕Pik,jk) =⊕Pϕ0(ik),ψ0(jk)

è ñëåäóþùèì îáðàçîì íà ìîðôèçìàõ

[ϕ⊗ ψ](fi,j)ij = ((ϕ⊗ ψ)(fij))i,j.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ôóíêòîð.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ϕ,ψ ∶ A → A � ïðîèçâîëüíûå àâòîìîðôèçìû,

òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêòîð �ïîäêðó÷èâàíèÿ� íà àâòîìîðôèçìû

ϕ(−)ψ ∶ bimod-A→ bimod-A,

ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî ïîäëåæàùåå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áèìîäóëÿ
îñòàåòñÿ òåì æå, íî ñòðóêòóðà áèìîäóëÿ ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a *m * b ∶= ϕ(a)mψ(b).
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Ëåììà 8.7. Åñëè ϕ,ψ ∶ A→ A � äâà àâòîìîðôèçìà, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóþò ïåðåñòàíîâêè ϕ0, ψ0 ∶ Q0 → Q0 òàêèå, ÷òî ϕ(ei) = eϕ0(i), ψ(ei) =
eψ0(i), òî

ϕ(−)ψ ∣P0 ≅ [ϕ−1 ⊗ ψ−1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ íà íåðàç-
ëîæèìûõ ìîäóëÿõ, äàëüøå îí ïðîäîëæàåòñÿ ïî àääèòèâíîñòè (ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîäóëÿ âûáðàíî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â ïðÿ-
ìóþ ñóììó). Òîãäà çàäàäèì ãîìîìîðôèçì

ΞPi,j ∶ (
ϕ
Pi,j)

ψ
→ Pϕ−10 (i),ψ−10 (j)

ïî ôîðìóëå
ΞPi,j(x⊗ y) = (ϕ−1(x)⊗ ψ−1(y)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí êîððåêòíî îïðåäåëåí è áèåêòèâåí. Ïðîâåðêó òîãî,
÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì áèìîäóëåé è òîãî, ÷òî íàáîð îòîáðàæå-
íèé (ΞP )P ∈P0 îáðàçóåò ìîðôèçì ôóíêòîðîâ, îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Ëåììà 8.8. Ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì áèìîäóëåé θ ∶ Aν̃−1→Ate,
÷òî äèàãðàììà

Aν̃−1
(%′)ν̃−1 //

θ ≅

��

(⊕i∈Q0
Pν0(i),i)

ν̃−1

ι○Ξ ≅

��
At

e m′

//⊕i∈Q0
Pi,i

êîììóòàòèâíà, ãäå ι ∶⊕i∈Q0
Pν0(i),ν0(i) →⊕i∈Q0

Pi,i � èçîìîðôèçì, èíäóöè-
ðîâàííûé ïåðåíóìåðàöèåé ι((xi)i∈Q0) = (xν−10 (i)

)i∈Q0, à m
′ � ãîìîìîðôèçì

èç ôîðìóëû (4.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì θ ∶ Aν̃−1 → At
e ïî ôîðìóëå

θ(a)(b) = a ⋆ (b%1).

Äëÿ êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû θ(a) áûë ãîìî-
ìîðôèçìîì áèìîäóëåé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî b(θ(a)(1)) =
θ(a)(b) = (θ(a)(1))b. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 8.1:

b(a ⋆ %1) = a ⋆ (b%1) = a ⋆ (%1b) = (a ⋆ %1)b.
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Äîêàæåì, ÷òî θ ∶ Aν̃−1 → At
e � ãîìîìîðôèçì áèìîäóëåé. Äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî θ(a) = a ⋆ θ(1) = θ(1) ⋆ ν̃(a). Ýòî òàêæå ñëåäóåò èç
ëåììû 8.1:

a ⋆ (b%1) = b(a ⋆ %1) = b(%1 ⋆ ν̃(a)) = (b%1) ⋆ ν̃(a).
Èç ôîðìóëû (4.1) ñëåäóåò, ÷òî Ate ≅ ν−1(A), íî äëÿ ôðîáåíèóñîâûõ

àëãåáð ν ≅ (−)ν̃ , ñëåäîâàòåëüíî, Ate ≅ Aν̃−1 .
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî θ � èçîìîðôèçì, íàì äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî îí ìîíîìîðôèçì. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî θ(a)(1) ≠ 0, äëÿ
ëþáîãî íåíóëåâîãî a ∈ A. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî tw(%1) = (id⊗ν̃)(%1),
ïîëó÷àåì

((id⊗ ν̃−1) ○ tw)(θ(a)(1)) = ((id⊗ ν̃−1) ○ tw)(a ⋆ %1) =

= (id⊗ ν̃−1)(a ⋅ tw(%1)) = a ⋅ ((id⊗ ν̃−1)(tw(%1))) = a%1 = %(a).

Íî ìû çíàåì, ÷òî % � ìîíîìîðôèçì, ñëåäîâàòåëüíî, θ(a)(1) ≠ 0.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òîm′○θ = ι○Ξ○(%′)ν̃−1 . Íàïîìíèì, ÷òîm′ = Θ○mte ,

ãäå Θ � èçîìîðôèçì èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1, è m = (mi)⊺ ∶⊕Pi,i → A � ãîìî-
ìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé óìíîæåíèåì mi(a ⊗ b) = ab, è Ξ ∶ (−)ν̃−1 ∣P0 →
[id⊗ν̃] � èçîìîðôèçì èç ëåììû 8.7. ×òîáû ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ýòèõ äâóõ
ãîìîìîðôèçìîâ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ñîâïàäàþò íà 1 ∈ Aν̃−1 .

(m′ ○ θ)(1) = (Θ ○mte ○ θ)(1) =
⎛
⎝

tw(((mte ○ θ)(1))(ei ⊗ ei))
⎞
⎠
i∈Q0

.

Ïðè÷åì

((mte ○ θ)(1))(ei ⊗ ei) = θ(1)(mi(ei ⊗ ei)) = θ(1)(ei) = ei%1.

Òàêèì îáðàçîì,

(m′ ○ θ)(1) = (tw(ei%1))i∈Q0
= (ei ⋆ tw(%1))i∈Q0

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(ι ○Ξ ○ (%′)ν̃−1)(1) = (ι ○Ξ)((%′i(1))i∈Q0) = (ι ○Ξ)((ei ⋆ %1)i∈Q0) =

= ((id⊗ ν̃)(eν−10 (i)
⋆ %1))

i∈Q0

= (ei ⋆ ((id⊗ ν̃)(%1)))
i∈Q0

.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïî ëåììå 8.1 tw(%1) = (id⊗ ν̃)(%1), ñëåäîâàòåëüíî,
m′ ○ θ = ι ○Ξ ○ (%′)ν̃−1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.6. Ââèäó ëåììû 8.8 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.2)
ïðèìåò âèä:

0 −−Ð→ Aν̃−1
m′○θ−−Ð→ P3

d3−−Ð→ P2

d2−−Ð→ P1

d1−−Ð→ P0
m−−Ð→ A −−Ð→ 0.

Ïðèìåíèì ê íåé ôóíêòîð (−)ν̃−n , è, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî (−)ν̃−n ∣P0 ≅
[id⊗ ν̃n], ïîëó÷èì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0−−Ð→ Aν̃−n−1 −−Ð→ P3+4n

d3+4n−−Ð→ P2+4n

d2+4n−−Ð→ P1+4n

d1+4n−−Ð→ P4n

mν̃−1○Ξ
−1

−−Ð→ Aν̃−n −−Ð→ 0.

Óìíîæèâ ïî Éîíåäå âñå ýòè òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷èì ïðîåê-
òèâíóþ ðåçîëüâåíòó áèìîäóëÿ A, ÷ëåíû êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ òðåáóåìû-
ìè. Îáîçíà÷èì äèôôåðåíöèàëû ïîëó÷åííîãî êîìïëåêñà ÷åðåç d′i. ßñíî,
÷òî d′i = di, êîãäà i íå äåëèòñÿ íà 4. Äîêàæåì, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ âñåõ i,
è òåì ñàìûì äîêàæåì òåîðåìó.

Äîêàæåì, ÷òî d′4 = d4. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 8.8, è òåì, ÷òî Ξ ∶
(−)ν̃−1 → [id⊗ ν̃] ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ôóíêòîðîâ, ïîëó÷àåì

d′4 =m′ ○ θ ○mν̃−1 ○Ξ−1 = ι ○Ξ ○ (%′)ν−1 ○mν̃−1 ○Ξ−1 =

= ι ○Ξ ○ (%′ ○m)ν̃−1Ξ−1 = ι ○ [id⊗ ν̃](%′ ○m).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

%′ ○m = (%′i)i∈Q1 ○ (mj)⊺j∈Q1
= (%′i ○mj)(i,j) = (ei ⋆ (ej%1))(j,i).

Ñëåäîâàòåëüíî,

d′4 = ι ○ [id⊗ ν̃]((ej ⋆ (ei%1))(j,i)) = ((id⊗ ν̃)(eν−10 (j)
⋆ (ei%1)))

(j,i)
=

= ((id⊗ ν̃)((ei%1) ⋆ ej))
(j,i)

= d4.

Èñïîëüçóÿ ýòî, ïîëó÷àåì, ÷òî è îñòàëüíûå äèôôåðåíöèàëû ñîâïàäàþò:

d′4+4n = [id⊗ ν̃n](d′4) = [id⊗ ν̃n](d4) = d4+4n

äëÿ n > 0.
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