
О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В ТЕОРЕМЕ ЛЯПУНОВА

И.С. Тюрин

1. Введение. Рассмотрим независимые (действительные) случайные величины
(с.в.) X1, . . . , Xn с нулевыми средними, дисперсиями равными σ2

1, . . . , σ
2
n и конечными

третьими абсолютными моментами β1, . . . , βn. Обозначим

σ2 = σ2(n) :=
n∑

j=1

σ2
j , εn :=

1

σ3

n∑
j=1

βj.

Согласно теореме Ляпунова Sn := (X1 + . . . + Xn)/σ(n) слабо сходится к стандартной
нормальной с.в. при εn → 0. С теоретической и практической точки зрения немалый
интерес представляет оценка скорости сходимости в этой теореме. Как известно [1, 2],
существует такая наименьшая постоянная C, что для расстояния Колмогорова между
Sn и стандартной гауссовской величиной N справедливо неравенство

ρ(Sn, N) := sup
x∈R

∣∣P(Sn 6 x)− P(N 6 x)
∣∣ 6 Cεn, n ∈ N. (1)

Оценке этой константы посвящено множество работ. Эссеен [2] показал, что C 6 7,5.
Бергстрем [3] получил оценку C 6 4,8. Такано [4] установил, что в случае независимых
одинаково распределенных (н.о.р.) слагаемых C 6 2,031. В. М. Золотарев [5, 6, 7, 8]
получил новое неравенство, позволяющее оценивать близость двух сумм независимых
с. в. и с его помощью показал последовательно справедливость оценок C 6 1,322 и
C 6 0,9051, а для случая н.о.р. величин C 6 1,301 и C 6 0,8197. Предложенный метод
получил развитие в работах ван Бика [9] и И. С. Шиганова [10], которые доказали,
соответственно, оценки C 6 0,7975 и C 6 0,7915. Для сумм с.в., имеющих одинако-
вое распределение, И. С. Шиганов получил оценку C 6 0,7655, которую в 2006 году
улучшила И. Г. Шевцова [11], показав, что в этом случае C 6 0,7056.

Отдельного упоминания заслуживает родственная задача отыскания асимптотиче-
ски правильных постоянных в теореме Ляпунова. Как показал Эссеен [12], если все с.в.
Xj, j = 1, 2, . . . имеют одно и то же распределение, то

lim sup
n→∞

ρ(Sn, N)

εn

6 C1 :=

√
10 + 3

6
√

2π
= 0,409. . ., (2)

причем константа в правой части этого неравенства не может быть уменьшена (отку-
да, в частности, следует нижняя оценка C > C1). Последний результат был развит
Б. А. Рогозиным [13], который установил, что при тех же предположениях

lim sup
n→∞

ρ(Sn,N )

εn

6 C2 :=
1√
2π

, (3)

где ρ(Sn,N ) := inf
G∈N

ρ(Sn, G), N – множество всех нормальных с.в.

Г. П. Чистяков [14, 15, 16] обобщил (2) и (3) на случай неодинаково распределенных
слагаемых. Он доказал, что

ρ(Sn, N) 6 C1εn + r1(εn), ρ(Sn,N ) 6 C2εn + r2(εn),
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где r1(εn), r2(εn) есть o(εn) при εn → 0.
Известны также оценки скорости сходимости в теореме Ляпунова при наличии мо-

ментов порядка 2 + δ (см. [17, 18]).
Аналоги (1) существуют и для других вероятностных метрик, например, ζr (где

r = 1, 2, 3), о которых подробнее будет сказано в разделе 2. Оценки в этих метриках
могут быть получены естественным образом при использовании метода Стейна. При
доказательстве упомянутых оценок, в частности, используется так называемое нулевое
смещение вероятностного распределения (см. [19]).

Для расстояния в метриках ζr (r = 1, 2, 3) известны следующие оценки (см. [20])

ζ1(Sn, N) 6 3εn, ζ2(Sn, N) 6 3
√

2π

8
εn, ζ3(Sn, N) 6 1

2
εn. (4)

В [21] рассмотрена задача об отыскании наименьшей верхней грани Ef(X1, . . . , Xn)
по множеству наборов независимых простых с.в., удовлетворяющих m ограничениям
вида E gij(Xj) = cij, j = 1, . . . , n. А именно, установлено, что в этом случае можно
ограничиться рассмотрением с.в., принимающих не более m+1 значений. В настоящей
работе результаты [21] обобщены на случай произвольного квазивыпуклого функцио-
нала, заданного на множестве вероятностных распределений.

При помощи полученных результатов установлена неулучшаемая оценка близости в
средней метрике вероятностного распределения и его преобразования нулевого смеще-
ния. Последнее применено к оценке точности гауссовской аппроксимации распределе-
ний нормированных сумм независимых слагаемых. Установлено, что значения констант
в (4) можно уменьшить в 3 раза. При этом, наша оценка, полученная для метрики ζ3,
оптимальна. Кроме того, выведены новые оценки близости характеристических функ-
ций нормированной суммы и стандартной нормальной с.в. Это позволило доказать, что
C 6 0,6379, а в случае н.о.р. слагаемых C 6 0,5894.

2. Обозначения и формулировки результатов. Пусть (S, d) – некоторое метри-
ческое пространство, Q – множество зарядов ограниченной вариации на σ-алгебре B(S)
борелевских подмножеств S с операциями умножения на скаляр и сложения, определен-
ными следующим образом: пусть µ, µ1, µ2 ∈ Q, c ∈ R, положим для каждого A ∈ B(S)

(cµ)(A) := c · µ(A), (µ1 + µ2)(A) := µ1(A) + µ2(A).

Легко видеть, что Q замкнуто относительно этих операций и представляет собой ли-
нейное пространство, а множество D дискретных вероятностных мер, сосредоточен-
ных в конечном числе точек, есть выпуклое подмножество Q. Последнее означает, что
αµ1 + (1− α)µ2 ∈ D для произвольных µ1, µ2 ∈ D и α ∈ (0, 1).

Рассмотрим множество наборов, состоящих из n независимых с.в. X1, . . . , Xn. Тогда

Ef(X1, . . . , Xn) =

∫

Rn

fdPX1 . . . dPXn ,

где f : Rn → R, PX1 , . . . , PXn – распределения с.в. X1, . . . , Xn. Таким образом,
Ef(X1, . . . , Xn) можно рассматривать как функцию на множестве мер, линейную по
каждому из n своих аргументов.

Функция g : G → R, где G – выпуклое множество, называется квазивыпуклой, если
для любых x, y ∈ G и α ∈ (0, 1) имеем

g(αx + (1− α)y) 6 max{g(x), g(y)}.
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Всюду далее будем предполагать, что заданы h1, . . . , hm – некоторые веществен-
нозначные функции на S. Рассмотрим множество

K := {µ ∈ D : 〈hi, µ〉 = 0, i = 1, . . . , m}, где 〈f, µ〉 :=

∫

S

fdµ.

Нетрудно видеть, что K – выпуклое множество. Кроме того, обозначим Kj – множество
мер µ ∈ K, сосредоточенных на не более чем j точках (j ∈ N).

Теорема 1. Для произвольной квазивыпуклой функции g : K → R имеем

sup
µ∈K

g(µ) = sup
µ∈Km+1

g(µ).

В последнем выражении супремум по пустому множеству считаем равным нулю.
Теорема 2. Пусть f – неотрицательная функция на S, V – векторное простран-

ство с нормой ‖ · ‖, A : K → V – такое отображение, что

A(αµ + (1− α)ν) = αAµ + (1− α)Aν (5)

для любых µ, ν ∈ K, α ∈ (0, 1). Тогда наименьшее γ, при котором неравенство

‖Aµ‖ 6 γ〈f, µ〉 (6)

выполнено для любой меры µ ∈ K, совпадает с наименьшим γ, при котором (6) верно
для произвольной меры µ ∈ Km+1.

Пусть W – с.в. с нулевым средним и дисперсией σ2 > 0. Говорят, что с.в. W ∗ имеет
распределение W -нулевого смещения, если

EWf(W ) = σ2Ef ′(W ∗) (7)

для каждой дифференцируемой функции f : R → R, для которой левая часть (7)
определена. Известно (см. [19]), что W ∗ существует для любой описанной выше W и
имеет плотность

p(w) =

{
σ−2E (W · 1{W > w}) , если w > 0;
σ−2E (−W · 1{W < w}) , если w < 0.

(8)

Для произвольной функции f ∈ C(r−1)(R), где r ∈ N, положим

Mr(f) := sup
x6=y

∣∣∣∣
f (r−1)(x)− f (r−1)(y)

x− y

∣∣∣∣ .

Как обычно, C(0)(R) := C(R). Если f /∈ C(r−1)(R), то считаем Mr(f) = ∞. Положим

ζr(X, Y ) := sup{|Ef(X)− Ef(Y )| : f ∈ Fr}, r = 1, 2, . . . ,

где Fr – множество вещественных ограниченных функций с Mr(f) 6 1.
Заметим, что ζ1 имеет другие представления. Это так называемая средняя метрика

κ1(X, Y ) :=

∫ ∞

−∞

∣∣P(X 6 x)− P(Y 6 x)
∣∣dx,
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а также минимальная L1-метрика

l1(X, Y ) := inf
{

E |X̃ − Ỹ | : Law(X̃) = Law(X), Law(Ỹ ) = Law(Y )
}

.

По этому поводу см. [22, с. 56].
Теорема 3. Пусть W центрирована, имеет единичную дисперсию и конечный тре-

тий абсолютный момент. Тогда

ζ1(W,W ∗) 6 1

2
E|W |3, (9)

причем равенство достигается, когда W принимает ровно два значения.
Следствие 1. Пусть с.в. S∗n имеет распределение Sn-нулевого смещения. Тогда

ζ1(Sn, S∗n) 6 1

2
εn.

Теорема 4. Справедливы следующие неравенства:

ζ1(Sn, N) 6 2ζ1(Sn, S
∗
n) 6 εn, ζ2(Sn, N) 6

√
2π

4
ζ1(Sn, S∗n) 6

√
2π

8
εn, (10)

ζ3(Sn, N) 6 1

3
ζ1(Sn, S

∗
n) 6 1

6
εn. (11)

Последнее двойное неравенство оптимально, а именно, для любого δ > 0 существует
такая последовательность н.о.р. с.в. X1, X2, . . ., что

ζ3(Sn, N)

εn

> 1

6
− δ, n = 1, 2, . . .

Для γ > 0 и t ∈ R положим

b(t, γ) :=





−t2 + 2γa|t|3, если γ|t| < M ;

−2
(

1
γ

)2

(1− cos γt) , если M 6 γ|t| 6 2π;

0, если γ|t| > 2π.

Здесь
a := max

x>0
{(cos(x)− 1 + x2/2)/x3} ≈ 0,099162,

M – точка, в которой достигается этот максимум, M ≈ 3,995896.
Обозначим fSn(t) := EeitSn , ϕ(t) := exp (−t2/2), δn(t) := |fSn(t)− ϕ(t)|, t ∈ R.
Теорема 5. Для произвольного t ∈ R имеем

δn(t) 6 δ(1)(εn, t) := exp

(
1

2
b(t, 2εn)

)
+ ϕ(t), (12)

δn(t) 6 δ(2)(εn, t) := εnϕ(t)

t∫

0

s2

2
exp

(
s2

2

)
ds. (13)

4



Обозначим A := ε
−1/3
n /6a. Для всех t ∈ R верна оценка

δn(t) 6 δ(3)(εn, t) :=





εnϕ(t)
t∫

0

s2

2
exp

(
s2ε

2/3
n

2

)
ds, |t| 6 A;

εnϕ(t)

(
A∫
0

s2

2
exp

(
s2ε

2/3
n

2

)
ds +

t∫
A

s2

2l
exp (2aεns

3) ds

)
, |t| > A.

(14)

где
l := inf

t>0

{
exp

(−t2/2 + 2at3)
)} ≈ 0,624489.

Для случая н.о.р. величин оценки могут быть несколько улучшены. Обозначим
τn := 1

σ3

∑n
j=1 σ3

j . Пусть X1, X2, . . . – центрированные н.о.р. с.в. с дисперсиями 1 и
конечными третьими абсолютными моментами β. Тогда εn = β/

√
n, τn = 1/

√
n.

Теорема 6. Для описанной последовательности с.в. и произвольного t ∈ R спра-
ведливы неравенства

δn(t) 6 δ(4)(n, εn, t) :=

(
1 +

b(t, εn + τn)

n

)n
2

+ ϕ(t), (15)

δn(t) 6 δ(5)(n, εn, t) := εnϕ(t)

t∫

0

(
1 +

b(s, εn + τn)

n

)n−1
2 s2

2
exp

(
s2

2

)
ds. (16)

Пусть m ∈ N и n > m. Тогда

δn(t) 6 δ(6)(m, εn, t) := exp

(
1

2
b(t, εn + τm)

)
+ ϕ(t), (17)

δn(t) 6 δ(7)(m, εn, t) := εnϕ(t)

t∫

0

exp

(
m− 1

2m
b(s, εn + τm) +

s2

2

)
s2

2
ds. (18)

Оценки (12)-(18) позволили установить следующий результат.
Теорема 7. Неравенство (1) имеет место с константой C 6 0,6379, а в случае

одинаково распределенных слагаемых C 6 0,5894.
3. Доказательства основных результатов.
Доказательство теоремы 1. Если K = ∅, то Km+1 = ∅, и утверждение теоремы

выполнено. Далее предполагаем, что множество K непусто.
Последовательность множеств K1, K2, . . . возрастает к множеству K, следовательно,

sup
µ∈K

g(µ) = sup
j>1

sup
µ∈Kj

g(µ) = sup
j>m+1

sup
µ∈Kj

g(µ).

Поэтому достаточно установить, что

sup
µ∈Km+1

g(µ) > sup
µ∈Km+2

g(µ) > sup
µ∈Km+3

g(µ) > . . .

Для этого возьмем произвольную меру µ ∈ Kj, где j > m+1, и покажем, что существует
µ′ ∈ Kj−1, такая что g(µ′) > g(µ).

Пусть µ сосредоточена в точках s1, . . . , sj ∈ S и

µ(si) = µi > 0, i = 1, . . . , j. (19)
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Вектор µ̄ = (µ1, . . . , µj) задает вероятностное распределение, поэтому

µ1 + . . . + µj = 1. (20)

Кроме того, выполнены условия 〈hi, µ〉 = 0, i = 1, . . . ,m, и, следовательно,

µ1 · hi(s1) + . . . + µj · hi(sj) = 0, i = 1, . . . ,m. (21)

Обратно, всякий вектор с неотрицательными координатами, удовлетворяющий си-
стеме линейных уравнений (20) и (21) задает согласно формулам (19) элемент мно-
жества Kj, а если одна из его координат равна нулю, то элемент Kj−1. Имеем m + 1
уравнение и как минимум m + 2 неизвестных, следовательно, существует ненулевое ре-
шение ν̄ = (ν1, . . . , νj) соответствующей однородной системы. Поскольку сумма коорди-
нат этого вектора равна нулю, но сам вектор ненулевой, то у него есть положительная и
отрицательная координаты. Поэтому существуют наименьшие α > 0 и β > 0, что соот-
ветственно одна из координат вектора µ̄∗ = µ̄−αν̄ равна нулю, и некоторая координата
µ̄∗ = µ̄ + βν̄ равна нулю. Если α = 0, то µ ∈ Kj−1, иначе

µ̄ =
β

α + β
µ̄∗ +

α

α + β
µ̄∗,

и в силу квазивыпуклости g(µ) 6 max{g(µ∗), g(µ∗)}, где µ∗, µ∗ – распределения, отвеча-
ющие µ̄∗ и µ̄∗. Таким образом g(µ) 6 g(µ∗) либо g(µ) 6 g(µ∗). Но µ∗ и µ∗ ∈ Kj−1. ¤

Доказательство теоремы 2. В силу теоремы 1 достаточно показать, что при каж-
дом фиксированном значении γ функция

g(µ) := ‖Aµ‖ − γ〈f, µ〉
является квазивыпуклой. Пусть α + β = 1. Согласно свойствам нормы

‖A(αµ + βν)‖ − γ〈f, αµ + βν〉 = ‖αAµ + βAν‖ − γ〈f, αµ〉 − γ〈f, βν〉 6
6 ‖αAµ‖+ ‖βAν‖ − γ〈f, αµ〉 − γ〈f, βν〉 = αg(µ) + βg(ν) 6 max{g(µ), g(ν)}. ¤

Доказательство теоремы 3. Вначале проверим, что можно ограничиться рас-
смотрением простых с.в. W . Достаточно показать, что для любой с.в. W , удовлетворяю-
щей условиям теоремы, существует последовательность (Wn)n>1 простых с.в. с нулевым
средним и единичной дисперсией, такая что

ζ1(Wn,W
∗
n) → ζ1(W,W ∗) и E|Wn|3 → E|W |3, n →∞. (22)

Считаем, что с.в. W задана на вероятностном пространстве (R,B(R), P = PW ). Постро-
им последовательность простых с.в. (W ′

n)n>1, сходящуюся к W по норме L3. Положим

Wn :=
W ′

n − EW ′
n√

Var W ′
n

.

Легко видеть, что Wn тоже сходится к W по норме L3. Поэтому второе из условий (22),
очевидно, выполнено. Остается показать справедливость первого из этих условий.

Из неравенства треугольника для метрики ζ1 нетрудно получить

|ζ1(W,W ∗)− ζ1(Wn,W
∗
n)| 6 ζ1(W,Wn) + ζ1(W

∗,W ∗
n). (23)
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Первое слагаемое в правой части (23) стремится к нулю, поскольку

ζ1(W,Wn) = l1(W,Wn) 6 E |W −Wn| 6
(
E |W −Wn|3

) 1
3 .

Оценим второе слагаемое. Для функции f ∈ F1 положим F (x) :=
∫ x

0
f(u)du. Тогда

Ef(W ∗)− Ef(W ∗
n) = EWF (W )− EWnF (Wn). (24)

Поскольку при замене функции f(x) на f(x)−f(0) разность математических ожиданий
в левой части (24) не изменится, можем считать без ограничения общности, что f(0) = 0.
Тогда |f(x)− f(y)| 6 |x− y| влечет |f(x)| 6 |x| и, как следствие, |F (x)| 6 |x|2, |xf(x)| 6
|x|2. По теореме о конечном приращении

WF (W )−WnF (Wn) = (W −Wn) · {xF (x)}′ |x=ξ= (W −Wn){F (ξ) + ξf(ξ)},
где ξ – число между W и Wn. Последнее, с учетом того, что

|F (ξ) + ξf(ξ)| 6 2|ξ|2 6 2(|W |+ |Wn|)2,

дает оценку

|E{WF (W )−WnF (Wn)}| 6 2E|W −Wn| (|W |+ |Wn|)2 .

Наконец, из неравенства Гельдера

E|W −Wn| (|W |+ |Wn|)2 6
(
E|W −Wn|3

) 1
3
(
E (|W |+ |Wn|)3) 2

3 .

Таким образом к нулю стремится и второе слагаемое (23), поскольку (E|W −Wn|3)
1
3 → 0

по определению сходимости в L3.
Итак, достаточно рассматривать только простые с.в. Пусть A1 – отображение, сопо-

ставляющее распределению PX с.в. X распределение ее нулевого смещения P ∗
X . Кроме

того, рассмотрим линейный оператор A2, сопоставляющий заряду ν его функцию рас-
пределения (ф.р.) Gν(x) := ν ((−∞, x]). Нетрудно видеть, что

(αPW1 + (1− α)PW2)
∗ = αP ∗

W1
+ (1− α)P ∗

W2
,

поэтому отображение A2 − A2A1 удовлетворяет (5). Если положить h1(x) = x, h2(x) =
x2− 1 и в теореме 2 взять f(x) = |x|3, A = A2−A2A1, V – пространство интегрируемых
(по мере Лебега) на вещественной прямой функций с нормой

‖G‖ =

∫ ∞

−∞
|G(x)|dx,

то получим, что достаточно рассматривать только простые с.в., принимающие не бо-
лее трех значений. Ф.р. простой с.в. W имеет ступенчатый вид. По формуле (8) легко
получить ф.р. W ∗. Зная обе эти функции, не составляет труда найти явное выражение
расстояния в средней метрике κ1(W,W ∗).

Рис. 1
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Пусть W принимает ровно два значения −x и y с вероятностями p и q. Тогда ее
ф.р. кусочно-постоянна и имеет два скачка в точках −x и y равных, соответственно, p
и q. Так как W центрирована, имеем px = qy. Откуда, согласно (8), следует, что W ∗

распределена равномерно на отрезке [−x, y]. Следовательно, на [−x, y] ее ф.р. линейна,
а график представляет собой отрезок, соединяющий точки (−x, 0) и (y, 1). По определе-
нию κ1(W,W ∗) равна площади фигуры, заключенной между ф.р. (в рассматриваемом
случае это объединение двух треугольников, см. рис. 1 слева).

Из того, что E W = 0 и E W 2 = 1 следует, что x =
√

q/p, y =
√

p/q. Отсюда

E |W |3 = px3 + qy3 = q

√
q

p
+ p

√
p

q
, (25)

Найдем площадь фигуры, заключенной между ф.р. с.в. W и W ∗. Плотность W ∗ равна,
px = qy =

√
pq. Следовательно, ф.р. этой с.в. на отрезке [-x,y] имеет коэффициент

наклона √pq. Длина вертикального катета первого треугольника равна p, а второго q.
Отсюда сумма площадей этих треугольников равна

1

2
p2 1√

pq
+

1

2
q2 1√

pq
=

1

2
p

√
p

q
+

1

2
q

√
q

p
=

1

2
E |W |3.

Итак, если W принимает ровно два значения, в (9) имеем равенство.
Рассмотрим случай, когда W принимает три значения. Считаем без ограничения

общности, что два из них (−a < −b) не превосходят нуля, а одно (c) положительно.
Как и ранее ф.р. с.в. W кусочно постоянна, а ф.р. W ∗ кусочно-линейна, однако фор-
ма фигуры, заключенной между ними, имеет более сложный вид (см. рис. 1 справа).
Обозначим R значение ф.р. с.в. W ∗ в точке −b, S – ее значение в точке 0. Пусть W
принимает значения −a,−b, c соответственно с вероятностями p, q, r. Тогда в силу мо-
ментных ограничений 




p + q + r = 1,
−pa− qb + rc = 0,
pa2 + qb2 + rc2 = 1.

Это система линейных уравнений относительно p, q, r. Воспользовавшись правилом
Крамера, получим

p = (1− bc)(c + b)/∆, q = (ac− 1)(a + c)/∆, r = (ab + 1)(a− b)/∆,

где ∆ = (a+c)(b+c)(a−b). Таким образом, всякая с.в. с нулевым средним и дисперсией 1,
принимающая три значения, определяется этими тремя значениями однозначно. Легко
видеть, что p, q, r неотрицательны тогда и только тогда, когда

ac > 1, bc 6 1. (26)

Другими словами, с.в. W , принимающая значения −a,−b, c существует в том и только
том случае, когда выполнено (26). Наша цель – доказать, что функция

g(a, b, c) := κ1(W,W ∗)− 1

2
E |W |3 (27)

не превосходит нуля. Ее явное выражение через переменные a, b, c зависит от взаимного
расположения ф.р. с.в. W и W ∗. Имеется 5 случаев:
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I. R 6 p, S 6 p + q, или, эквивалентно, a(a− b) 6 1, c > 1. В этом случае

g(a, b, c) =
r

c
− pa3 − qb3.

II. R 6 p, S > p + q ⇔ a(a− b) 6 1, c 6 1.

g(a, b, c) =
r

c
− pa3 − qb3.

III. R > p, S 6 p + q ⇔ a(a− b) > 1, c > 1 (последнее влечет c(b + c) > 1).

g(a, b, c) = pa

{
a− b− 1

a

}2

+
r

c
− pa3 − qb3.

IV. p 6 R 6 p + q, S > p + q ⇔ a(a− b) > 1, c(b + c) > 1, c 6 1.

g(a, b, c) = pa

{
a− b− 1

a

}2

+
r

c
− pa3 − qb3.

V. R > p + q ⇔ c(b + c) 6 1.
g(a, b, c) =

p

a
− rc3.

Заметим, что в каждом из случаев g – это одна и та же функция, заданная соотноше-
нием (27). Поэтому, если набор значений a, b, c удовлетворяет ограничениям сразу двух
случаев, для функции g можно использовать как выражение, соответствующее первому
из них, так и выражение, соответствующее второму.

Как видно, в случаях I, II, а также в случаях III, IV функция g имеет одно и то же
представление. I и II объединим в случай A, III и IV – в случай B.
A. a(a− b) 6 1.

g(a, b, c) =
r

c
− pa3 − qb3.

B. a(a− b) > 1, c(b + c) > 1

g(a, b, c) = pa

{
a− b− 1

a

}2

+
r

c
− pa3 − qb3.

Покажем, что в каждом из случаев A, B, V функция g не превосходит нуля.
Случай A.

g(a, b, c) =
r

c
− pa3 − qb3 =

(1 + ab)(a− b)

∆c
− (1− bc)(b + c)a3

∆
− (ac− 1)(a + c)b3

∆
=

=
(a− b)(ac− 1)(1− bc)

∆c
(−1− bc− ac− ab) 6 0

в силу (26), неотрицательности чисел a, b, c и того, что a > b.
Случай V.

g(a, b, c) =
p

a
− rc3 =

(1− bc)(b + c)

∆a
− (1 + ab)(a− b)c3

∆
=

=
(ac− 1)

∆a

{− [(ab + 1)(a− b)] c2 − [1 + b(a− b)] c− b
}

.
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Поскольку ac > 1 достаточно доказать, что выражение, стоящее внутри фигурных
скобок, не превосходит нуля. Рассмотрим это выражение как функцию от переменной c,
зафиксировав остальные. При c = 0 эта функция равна −b 6 0. Осталось заметить, что
она убывает по c, поскольку коэффициенты при c и c2 отрицательны, и, как следствие,
не превосходит нуля при любых положительных значениях c.
Случай B.

g(a, b, c) = pa

{
a− b− 1

a

}2

+
r

c
− pa3 − qb3 =

(1− bc)(b + c)a

∆

{
a− b− 1

a

}2

+

+
(1 + ab)(a− b)

∆c
− (1− bc)(b + c)a3

∆
− (ac− 1)(a + c)b3

∆
=

1− bc

∆ac

{
k2c

2 + k1c + k0

}
,

где k2 = 1 − 2a(a − b)(1 + ab), k1 = b [1− a(a− b)(1 + ab)] , k0 = a(a − b)(1 + ab).
Допустим, что g(a, b, c) > 0. В силу условия a(a− b) > 1 имеем

1− a(a− b)(1 + ab) 6 1− (1 + ab) = −ab 6 0,

1− 2a(a− b)(1 + ab) 6 1− 2(1 + ab) = −1− 2ab < 0.

Значит k2 и k1 не превосходят нуля и, следовательно, k2c
2 + k1c + k0 убывает по c.

Поэтому, если при фиксированных a и b уменьшить значение переменной c, g останется
положительной. Величину c снизу ограничивают два условия задачи:

ac > 1 и c(b + c) > 1.

Первое из этих условий избыточно, оно следует из двух других:

c(b + c) > 1 и a(a− b) > 1.

Действительно, пусть ac < 1. Тогда

1 6 c(b + c) <
1

a

(
b +

1

a

)
⇒ a2 < ab + 1 ⇒ a(a− b) < 1.

Значит можем уменьшить c до такого значения c∗, что c∗(b + c∗) = 1. При этом g
останется положительной. Но ситуация, когда c(b+ c) = 1 удовлетворяет ограничениям
случая V, для которого было доказано, что g 6 0. Пришли к противоречию. ¤

Доказательство следствия 1. Без ограничения общности считаем σ = 1. Пусть
I – случайный индекс, принимающий значения 1, . . . , n с вероятностями σ2

1, . . . , σ
2
n, не

зависящий от X1, . . . , Xn. Построим на расширенном вероятностном пространстве

S ′i :=
∑

j 6=i

Xj + X∗
i , i = 1, . . . , n,

где X∗
i имеет распределение Xi-нулевого смещения и не зависит от I, X1, . . . , Xn,

i = 1, . . . , n. Тогда S∗n = S ′I (см. [19]). Поэтому для произвольной функции f ∈ F1 имеем

Ef(S∗n) = Ef(S ′I) =
n∑

k=1

Ef(S ′I)1{I = k} =
n∑

k=1

Ef(S ′k)1{I = k} =
n∑

k=1

σ2
kEf(S ′k). (28)
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Следовательно,

|Ef(Sn)− Ef(S∗n)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

σ2
kEf(Sn)−

n∑

k=1

σ2
kEf(S ′k)

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1

σ2
k |Ef(Sn)− Ef(S ′k)| 6

6
n∑

k=1

σ2
kζ1(Xk, X

∗
k) =

n∑

k=1

σ3
kζ1

(
Xk

σk

,
X∗

k

σk

)
6

n∑

k=1

σ3
k ·

1

2
E

∣∣∣∣
Xk

σk

∣∣∣∣
3

=
1

2

n∑

k=1

βk =
1

2
εn.

Здесь было использовано утверждение теоремы 3 для с.в. 1
σk

Xk, а также свойство од-

нородности метрики ζ1 (т. е. ζ1(cX, cY ) = cζ1(X,Y )) и (αX)∗ D
= αX∗. ¤

Доказательство теоремы 4. Нетрудно видеть, что для непрерывной f : R→ R

h(w) := e
w2

2

w∫

−∞

(f(w)− Ef(N))e−
x2

2 dx

удовлетворяет уравнению Стейна

h′(w)− wh(w) = f(w)− Ef(N).

Поэтому

|Ef(Sn)− Ef(N)| = |Eh′(Sn)− ESnh(Sn)| = |Eh′(Sn)− Eh′(S∗n)| 6 M2(h)ζ1(Sn, S
∗
n).

Как показано в [20],

M2(h) 6 min{2M1(f),

√
2π

4
M2(f),

1

3
M3(f)}.

Принимая во внимание то, что Mr(f) 6 1 в определении метрики ζr, имеем

ζ1(Sn, N) 6 2ζ1(Sn, S∗n), ζ2(Sn, N) 6
√

2π

4
ζ1(Sn, S∗n), ζ3(Sn, N) 6 1

3
ζ1(Sn, S∗n). (29)

Оценки, содержащие εn, получаются применением следствия 1 к (29).
Докажем оптимальность (11). Положим f(x) := x3/6. Тогда M3(f) = 1 и E f(N) = 0,

поскольку с.в. N симметрична, а функция f – нечетна. Пусть X1, X2, . . . – н.о.р. вели-
чины с нулевыми средними и дисперсиями равными 1. Тогда

E S3
n =

E X3
1√

n
, а εn =

E |X1|3√
n

.

Следовательно,
ζ3(Sn, N)

εn

> |E f(Sn)− E f(N)| = 1

6

|E X3
1 |

E |X1|3 .

Остается доказать, что |E X3
1 |/ E |X1|3 может быть сколь угодно близко к единице. Со-

гласно (25) третий абсолютный момент центрированной с.в. X1 с дисперсией 1, прини-
мающей два значения x = −

√
q/p, y =

√
p/q соответственно с вероятностями p и q,

равен

E |X1|3 = q

√
q

p
+ p

√
p

q
.
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нетрудно видеть, что третий момент этой с.в. равен

E X3
1 = −q

√
q

p
+ p

√
p

q
.

При p → 1 имеем |E X1|/ E |X1|3 → 1. ¤
Лемма 1 ([23]). Пусть W – центрированная с.в. с дисперсией 1 и конечным тре-

тьим абсолютным моментом β. Обозначим f(t) := EeitW , t ∈ R. Тогда при всех t ∈ R

|f(t)|2 6 1 + b(t, β + 1), (30)

кроме того,
|fSn(t)|2 6 exp (b(t, εn + τn)) . (31)

Лемма 2.Функция b(t, γ) не убывает по γ при каждом t ∈ R.
Доказательство. Проверяется непосредственно вычислением производной. ¤
Следствие 2. Для всех t ∈ R и n ∈ N

|fSn(t)|2 6 exp (b(t, 2εn)) . (32)

Доказательство. По неравенству Ляпунова имеем σ3
j 6 βj, j = 1, . . . , n. Поэтому

τn 6 εn. Теперь (32) следует из (31) и леммы 2. ¤
Лемма 3. При выполнении условий леммы 1

|f(t)− ϕ(t)| 6 ϕ(t)

t∫

0

|f(s)− f ∗(s)|s exp

(
s2

2

)
ds, t ∈ R, (33)

где f ∗(t) – характеристическая функция с.в. W ∗, имеющей распределение W -нулевого
смещения.

Доказательство. В силу определения распределения W -нулевого смещения

f ′(t) = i E W cos(tW )− E W sin(tW ) = −it E sin(tW ∗)− t E cos(tW ∗) = −t E eitW ∗
. (34)

Рассмотрим функцию ψ(t) := f(t)
ϕ(t)

. Заметим, что ψ(0) = 1. С учетом (34) Имеем

ψ′(t) =
d

dt

(
f(t)e

1
2
t2
)

= f ′(t)e
1
2
t2 + tf(t)e

1
2
t2 = {f(t)− f ∗(t)}te 1

2
t2 .

Тогда
∣∣∣∣
f(t)

ϕ(t)
− 1

∣∣∣∣ = |ψ(t)− ψ(0)| 6
∫ t

0

|ψ′(s)|ds =

∫ t

0

|f(s)− f ∗(s)|se 1
2
s2

ds. ¤

Лемма 4. Для любых с.в. X и Y имеем
∣∣E eitX − E eitY

∣∣ 6 tζ1(X, Y ).

Доказательство. Хорошо известно, что для любых t, x, y ∈ R выполнено неравен-
ство ∣∣eitx − eity

∣∣ 6 t|x− y|.
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Поэтому для любых X̃, Ỹ , определенных на одном вероятностном пространстве, таких
что Law(X̃) = Law(X) и Law(Ỹ ) = Law(Y ), имеем

∣∣E eitX − E eitY
∣∣ =

∣∣∣E eit eX − E eiteY
∣∣∣ 6 E

∣∣∣eit eX − eiteY
∣∣∣ 6 t E |X̃ − Ỹ |. (35)

Переходя в (35) к нижней грани по всевозможным X̃, Ỹ , получим
∣∣E eitX − E eitY

∣∣ 6 tl1(X, Y ) = tζ1(X, Y ). ¤

Доказательство теоремы 5. С учетом (32) неравенство (12) тривиально:

|fSn(t)− ϕ(t)| 6 |fSn(t)|+ |ϕ(t)| 6 exp

(
1

2
b(t, 2εn)

)
+ ϕ(t).

Не ограничивая общности, считаем, что σ = 1. Обозначим fj(t) := E eitXj , f ∗j (t) :=

E eitX∗
j , j = 1, . . . , n. Положим в (33) W := Sn. Воспользовавшись леммой 4 и следстви-

ем 1, получим
|f(s)− f ∗ (s)| 6 sζ1(Sn, S

∗
n) 6 εns

2
.

Подставив последнее выражение в (33), приходим к (13).
Согласно (28)

f ∗ (s) =
n∑

m=1

σ2
mEeisS′m =

n∑
m=1

σ2
mf ∗m(s)

∏

j 6=m

fj(s).

Следовательно,

|f(s)− f ∗ (s)| =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

σ2
i

∏
j

fj(s)−
n∑

i=1

σ2
i f

∗
i (s)

∏

j 6=i

fj(s)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

σ2
i {fi(s)− f ∗i (s)}

∏

j 6=i

fj(s)

∣∣∣∣∣ . (36)

По лемме 4 и теореме 3 имеем

|fj(s)− f ∗j (s)| 6 sζ1(Xj, X
∗
j ) = sσjζ1

(
Xj

σj

,
X∗

j

σj

)
6 βjs

2σ2
j

. (37)

Из (30) следует, что |fj(s)| 6 exp(−σ2
j s

2/2+2βja|s|3) для всех вещественных s. Поэтому

|f(s)− f ∗ (s)| 6
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

βi
s

2

∏

j 6=i

exp

(
−σ2

j s
2

2
+ 2βjas3

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

βj
s

2
exp

(
σ2

j s
2

2
− 2βjas3

)∣∣∣∣∣ exp

(
−s2

2
+ 2εnas3

)
. (38)
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Поскольку σ3
j 6 βj 6 εn для j = 1, . . . , n, имеем для каждого такого j

exp

(
σ2

j t
2

2
− 2βjat3

)
6 exp

(
σ2

j t
2

2
− 2σ3

j at3
)

= exp

(
s2

2
− 2as3

)∣∣∣∣
s=tσj

6

6 sup

{
exp

(
s2

2
− 2as3

)
: s ∈ [0, tε1/3

n ]

}
. (39)

Функция exp
(

s2

2
− 2as3

)
возрастает на отрезке [0, 1/6a], в точке 1/6a – глобальный

максимум равный 1/l. Поэтому

sup

{
exp

(
s2

2
− 2as3

)
: s ∈ [0, tε1/3

n ]

}
=

{
exp

(
t2ε

2/3
n

2
− 2aεnt

3
)

если tε
1/3
n 6 1/6a;

1/l, иначе.
(40)

Объединяя (38), (39) и (40), имеем при tε
1/3
n 6 1/6a

|f(s)− f ∗ (s)| 6 εns

2
exp

(
s2ε

2/3
n

2
− s2

2

)
,

а при tε
1/3
n > 1/6a

|f(s)− f ∗ (s)| 6 εns

2l
exp

(
−s2

2
+ 2aεns3

)
.

Подставляя полученные выражения в (33), получим требуемые оценки.
Доказательство теоремы 6. Докажем вначале (15). Пусть f1(t) := E eitX1 . Имеем

|fSn(t)− ϕ(t)| 6 |fSn(t)|+ |ϕ(t)| =
∣∣∣∣f1

(
t√
n

)∣∣∣∣
n

+ |ϕ(t)|. (41)

Из леммы 1 следует, что
∣∣∣∣f1

(
t√
n

)∣∣∣∣ 6
√

1 + b

(
t√
n

, β + 1

)
=

√
1 +

1

n
b

(
t,

β + 1√
n

)
=

√
1 +

1

n
b (t, εn + τn). (42)

Подставив последнее выражение в (41) получим требуемое утверждение. Чтобы устано-
вить (17), заметим, что 1 + x 6 ex при всех вещественных x. Применив это неравенство
к (15) имеем

|fSn(t)− ϕ(t)| 6 exp

(
1

2
b(t, εn + τn)

)
+ ϕ(t). (43)

Остается заметить, что последовательность (τm)m>1 убывает, откуда следует (17).
Положим W := Sn в (33). Воспользовавшись (36) для с.в. 1√

n
X1, . . . ,

1√
n
Xn, получим

|f(s)− f ∗(s)| =
∣∣∣∣f1

(
s√
n

)∣∣∣∣
n−1

·
∣∣∣∣f1

(
s√
n

)
− f ∗1

(
s√
n

)∣∣∣∣ .

Первый из множителей оцениваем при помощи (42), второй – при помощи (37). Имеем

|f(s)− f ∗(s)| 6
(

1 +
b(s, εn + τn)

n

)n−1
2 εns

2
. (44)
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Подставив полученное выражение в (33), получим (16). Для того, чтобы установить
(18), применим к первому множителю, стоящему в правой части (44), неравенство
1 + x 6 ex и заметим, что (τm)m>1 убывает. ¤

Доказательство теоремы 7. Поскольку ρ(Sn, N) 6 1, то при εn > 1/C утвержде-
ние теоремы тривиально, поэтому достаточно рассматривать εn 6 1/0,6379 в общем
случае, а для н.о.р. величин εn 6 1/0,5894. Кроме того, в [24] показано, что при εn 6 1/7

ρ(Sn, N) 6 0,527εnλ3/2
n ,

а при εn 6 0,1
ρ(Sn, N) 6 0,5151εnλ

3/2
n ,

где λn := σ2(n)/(σ2(n) − σm), σm := max
j=1,...,n

σj. Для н.о.р. слагаемых εn = β1/(σ
3
1

√
n) >

1/
√

n. Значит, n > d1/ε2
ne. Поэтому при εn 6 1/7 имеем λn 6 49/48 и, следовательно,

ρ(Sn, N) < 0,5436εn.

В общем случае без ограничения общности считаем σ = 1, тогда σ3
m 6 βm 6

∑n
j=1 βj =

εn. Таким образом, при εn 6 0,0484 выполнено

ρ(Sn, N) 6 0,5151εn

(
1

1− ε
2/3
n

) 3
2

< 0,5151εn

(
1

1− 0,04842/3

) 3
2

< 0,6379εn.

Следовательно, в общем случае можно ограничиться рассмотрением εn из отрезка
I1 = [0,0484; 1/0,6379], а в случае н.о.р. величин – из I2 = [1/7; 1/0,5894]. В основе
доказательства теоремы для этих значений εn лежит неравенство, полученное В. М. Зо-
лотаревым и впоследствии улучшенное ван Биком.

Пусть p(u) – непрерывная симметричная функция из L1(R) , такая что ее преобра-
зование Фурье p̂(t) :=

∫∞
−∞ eitup(u)du ∈ L1(R),

‖p‖ :=

∞∫

−∞

|p(u)|du, v(x) :=

x∫

0

max{p(u), 0}du, q(y) :=
1√
2π

∞∫

0

∣∣∣∣p̂
(

t

y

)∣∣∣∣
δn(t)

t
dt,

и существует χp – единственный положительный корень уравнения 4v(x) = ‖p‖. Тогда
согласно неравенству ван Бика (см., напр., [9])

ρ(Sn, N)

εn

6
√

2

π
· v(x) x/y + q(y)

εn(4v(x)− ‖p‖) , ∀ y > 0, x > χp. (45)

Обозначим
p1(u) :=

sin u

2πu(1− u2/π2)
, p̂1(t) := cos2

(
πt

2

)
1(|t| 6 1),

где 1(·) – индикаторная функция. Рассмотрим семейство функций

pa1,a2,a3(u) := 0,5(p1(u− a1) + p1(u− a1) + a3(p1(u− a2) + p1(u− a2))), (46)

которым соответствуют преобразования Фурье

p̂a1,a2,a3(t) := p̂1(t)(cos(a1t) + a3 cos(a2t)), a1, a2 ∈ R, a3 > −1.
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Зафиксируем некоторое ε > 0. Рассмотрим всевозможные наборы с.в. X1, . . . , Xn,
n ∈ N, такие что εn = ε. Из (45) вытекает, что наименьшая верхняя грань
ρ(Sn, N)/εn по всем указанным наборам не превосходит при любых значениях пара-
метров x, y, a1, a2, a3 величины D(ε, x, y, a1, a2, a3), которая получается из правой ча-
сти (45), если величину δn(t), фигурирующую в определении q(y), заменить ее оценкой
∆(ε, t) := min{δ(1)(ε, t), δ(2)(ε, t), δ(3)(ε, t)} и подставить p := pa1,a2,a3 из (46). Для ε ∈ I1

будем подбирать значения x, y, a1, a2, a3 так, чтобы D(ε, x, y, a1, a2, a3) оказалась как
можно меньше, после чего оценка для C получится взятием верхней грани по всем
ε ∈ I1. Задачу подбора x, y, a1, a2, a3 можно решать численно при помощи компьюте-
ра. В данной работе для этой цели был использован метод сопряженных градиентов,
соответствующая процедура взята из библиотеки GNU Scientific Library версии 1.11.
Вычисления были проведены для 440 значений ε, для остальных использовано нера-
венство

D(ε(1), x, y, a1, a2, a3) 6 ε(2)

ε(1)
D(ε(2), x, y, a1, a2, a3), ε(1) < ε(2), (47)

которое следует из того, что каждая из функций δ(1)(ε, t), δ(2)(ε, t), δ(3)(ε, t) не убывает
по ε. Экстремальное значение D(ε, x, y, a1, a2, a3) = 0,637733 возникло при

ε = 0,4767, x = 7,5916, y = 17,9896, a1 = 2,2371, a2 = 5,3685, a3 = 0,5062.

В случае н.о.р. с.в. использование неравномерных по n оценок позволило добить-
ся лучших результатов. Обозначим J(ε, n) наименьшую верхнюю грань ρ(Sn, N)/εn по
всем наборам н.о.р. с.в. X1, . . . , Xn с εn = ε. Тогда C = sup{J(ε, n) : ε > 0, n ∈ N}. До-
статочно показать, что J(ε, n) 6 0,5894 при ε ∈ I2, n > n0(ε) := d1/ε2e. Зафиксируем ε,
после чего для нескольких первых значений n = n0, n0+1, . . . , n0+k получим оценку для
J(ε, n) следующим образом. Заменим величину δn(t), фигурирующую в определении
q(y), оценкой ∆1(n, ε, t) := min{δ(4)(n, ε, t), δ(5)(n, ε, t)} и возьмем p = pa1,a2,a3 , после чего
в правой части (45) возникнет функция J1(ε, n, x, y, a1, a2, a3), при каждом допустимом
наборе параметров x, y, a1, a2, a3, представляющая собой оценку величины J(ε, n). Как и
ранее, при помощи компьютера подберем x, y, a1, a2, a3 так, чтобы J1(ε, n, x, y, a1, a2, a3)
оказалась как можно меньше.

Для n > n0 + k величины J(ε, n) оценим равномерно. Вместо δn(t) подставим
∆2(n, ε, t) := min{δ(6)(n0 +k +1, ε, t), δ(5)(n0 +k +1, ε, t)}. В правой части (45) возникнет
функция J2(ε, x, y, a1, a2, a3) > sup

n>n0+k
J(ε, n). Подобрав должным образом x, y, a1, a2, a3,

найдем искомую оценку. Обозначим J(ε) максимум из k+2 полученных оценок. J(ε) оце-
нивает сверху величину sup

n
J(ε, n). Поскольку при каждом фиксированном n функции

δ(k)(n, ε, t), k = 4, 5, 6, 7, не убывают по ε, то J(ε) обладает аналогичным (47) свойством,
а именно,

J(ε(1)) 6 ε(2)

ε(1)
J(ε(2)), ε(1) < ε(2),

что позволило проводить вычисления лишь для конечного числа значений ε.
Для случая н.о.р. величин экстремальное значение J(ε) = J1(ε, n, x, y, a1, a2, a3) =

0,589327 было достигнуто при ε = 0,14286, n = 49, при этом

x = 3,8570, y = 28,6444, a1 = 1,8827, a2 = 2,8276, a3 = −0,4959.

Итак, утверждение теоремы справедливо во всех рассмотренных случаях. ¤
Автор считает своим приятным долгом выразить искреннюю признательность про-

фессору А. В. Булинскому за внимание к работе и ценные указания.
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