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координатных плоскостей

Введение

Топология наборов координатных плоскостей представляет интерес в различных обла-

стях: в торической и комбинаторной топологии [2, 3], в теории торических многообра-

зий, где дополнения к наборам координатных плоскостей выступают в роли пространств

однородных координат для торических многообразии [10, 11], в теории интегральных

представлений голоморфных функций и вычетов в многомерном комплексном анализе,

где наборы координатных плоскостей выступают в роли сингулярных множеств ядер

интергральных представлений [1, 6, 8, 13].

В книге Горески и Макферсона [12](см. также [4]) был разработан универсальный

комбинаторный метод вычисления (ко)гомологий для дополнений к произвольным набо-

рам плоскостей, однако этот метод трудно применим для реализации явных конструкций

базисных элементов (ко)гомологий, и часто ведет к довольно громоздким вычислениям.

Исследования в области торической топологии, в частности работы Бухштабера и Па-

нова [3, 2], позволили найти методы вычисления групп (ко)гомологий дополнений к ко-

ординатным наборам плоскостей, которые проще универсальных методов и позволяют

получать некоторую дополнительную информацию.

Важным семейством наборов комплексных координатных плоскостей являются на-

боры заданные простыми многогранниками, опишем способ их задания: пусть P ⊂ Rn

— n-мерный простой многогранник, n-мерный многогранник называется простым если

у него к каждой вершине сходится ровно n гиперграней. Через F1, . . . , Fd обозначим ги-

перграни многогранника P. Сопоставим простому многограннику P набор координатных

плоскостей в Cd :

ZP =
⋃

J⊆{1,...,d}:F J=∅

LJ ,

где F J =
⋂

j∈J Fj и LJ = {z ∈ Cd : zj = 0, j ∈ J}.

Наборы ZP возникают в разных областях: топология дополнений к наборам ZP тес-

но связана с комбинаторикой многогранников [3], ZP выступает в качестве сингуляр-
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ного множества для ядер интегральных представлений голоморфных функций [6], [13],

Cd \ ZP , можно рассматривать как пространство однородных координат [10], для ком-

пактных гладких проективных торических многообразии, т.е. любое компактное гладкое

проективное торическое многообразие может быть представлено в виде Cd \ ZP/G, при

подходящем выборе многогранника P и подгруппы G группы (C \ {0})d.

В работе изучаются группы (ко)гомологий для дополнений к произвольным наборам

координатных плоскостей, вещественным и комплексным, и дополнения к наборам плос-

костей заданных простыми многогранниками. Данная работа фактически является про-

должение работы автора представленной на конкурс Августа Мёбиуса 2008 года [9], в ней

изучались (ко)гомологи для дополнения к набору плоскостей заданных d-угольником, т.е.

набора вида

ZP 2 =
⋃

1<|i−j|<d−1

{zi = zj = 0},

в работе строилась в явном виде база групп гомологий и когомологий де Рама для Cd \

ZP 2 . Гомологии Cd \ ZP 2 так же рассматривались в совместной работе автора с А.В.

Казановой [5].

Первая половина работы посвящена изучению топологии дополнения к комплексным

наборам координатных плоскостей, а вторая половина работы посвящена изучению то-

пологии дополнения к вещественным наборам координатных плоскостей.

В первом разделе вначале идут основные факты о топологии дополнений к набо-

рам комплексных координатных плоскостей, в изложении и отчасти обозначениях мы

следуем работам [3], [2]. Известно, что кольцо когомологий H∗(Cd \ Z) дополнения к

набору комплексных координатных плоскостей изоморфно кольцу когомологий неко-

торой дифференциальной градуированной алгебры [3]. Мы описываем двойственность

Александера-Понтрягина между H̃s(Cd \ Z) и H̃2d−s−1(Z) в терминах этой алгебры, где

Z = Z ∪ {∞} — одноточечная компактификация набора плоскостей Z. Так же в первом

разделе мы строим способ явного геометрического задания циклов на Z.

Во втором разделе доказывается теорема выражающая (ко)гомологии дополнения к

набору комплексных координатных плоскостей, заданных простым многогранником P ,

через относительные (ко)гомологии этого простого многогранника по модулю наборов его

граней коразмерности один (гиперграней), а именно доказывается следующая теорема
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Теорема. Имеют место следующие изоморфизмы:

Hs(Cd \ ZP ) '
⊕

M⊆[d]

Hs−|M |(P, FM),

Hs(Cd \ ZP ) '
⊕

M⊆[d]

Hs−|M |(P, FM),

где [d] = {1, . . . , d}, |M | — мощность множества M , FM =
⋃

i∈M Fi, Fi — гипергрань

многогранника P.

В конце второго раздела строится геометрическая трактовка этой теоремы, т.е. спо-

соб при помощи которого можно по циклу из Hs−|M |(P, FM) построить геометрически

соответствующий цикл из Hs(Cd \ ZP ).

В третьем разделе доказываются аналоги теорем первого раздела для случая допол-

нения к вещественному набору плоскостей, а именно строится такая дифференциальная

градуированная алгебра, что кольцо когомологий H∗(Rd \Y ) дополнения к набору веще-

ственных координатных плоскостей изоморфно кольцу когомологий этой алгебры. Затем

описывается двойственность Александера-Понтрягина между H̃s(Rd \ Y ) и H̃d−s−1(Y ) в

терминах этой алгебры, где Y = Y ∪ {∞} — одноточечная компактификация набора

плоскостей Y. Так же как и в первом разделе, мы строим способ явного геометрического

задания циклов на Y .

В четвертом разделе доказываются аналоги теорем раздела два, для случая когомо-

логий дополнений к наборам вещественных координатных плоскостей заданных простым

многогранником:

Теорема. Имеет место следующий изоморфизм:

Hp(Rd \ YP ,Q) '
⊕

M⊆[d]

Hp(P, FM ,Q),

где YP = Re ZP , [d] = {1, . . . , d}, |M | — мощность множества M , FM =
⋃

i∈M Fi, Fi —

гипергрань многогранника P.
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1 Когомологии дополнения к набору комплекс-

ных координатных плоскостей и двойственность

Александера-Понтрягина

В этом разделе мы вначале напомним основные факты о когомологиях дополнений к

наборам комплексных координатных плоскостей, следуя работам [3], [2]. Кольцо когомо-

логий H∗(Cd \ ZK) изоморфно кольцу когомологий некоторой дифференциальной гра-

дуированной алгебры R(K) (см. ниже). Затем мы опишем двойственность Александера-

Понтрягина в терминах этой алгебры.

Любой набор комплексных координатных плоскостей коразмерности больше 1 может

быть задан с помощью подходящего симплициального комплекса K на множестве [d] =

{1, . . . , d}. А именно, рассмотрим конфигурацию плоскостей

ZK :=
⋃
σ 6∈K

Lσ,

где σ = {i1, . . . , im} ⊆ [d] — подмножество в [d] (не порождающее симплекс в K), a

Lσ = {z ∈ Cd : zi1 = · · · = zim = 0}.

Положим

Bτ := {z ∈ Cd : |zj| = 1, j 6∈ τ, |zi| ≤ 1, i ∈ τ},

где τ ⊆ [d]. Обозначим

ZK :=
⋃
τ∈K

Bτ .

Теорема 1 ([3], Глава 9). Существует (S1)d-эквивариантная деформационная ретрак-

ция Cd \ ZK → ZK.

Определение 1. Кольцом Стенли-Райснера (или кольцом граней) симплициального

комплекса K на множестве [d] называется факторкольцо

Z[K] = Z[v1, . . . , vd]/IK,

где IK — однородный идеал, порожденный мономами vτ =
∏

i∈τ vi, для которых τ 6∈ K :

IK = (vi1 · . . . · vim : {i1, . . . , im} 6∈ K).

4



Рассмотрим дифференциальную биградуированную факторалгебру (R(K), δ), пола-

гая

R(K) := Λ[u1, . . . , ud]⊗ Z[K]/J ,

где Λ[u1, . . . , ud] — внешняя алгебра, J — идеал вида

J := (v2
i , uivi, i = 1, . . . , d).

При этом образующим vi, ui приписываются бистепени

bideg vi = (0, 2), bideg ui = (−1, 2),

выполняются следующие соотношения:

vivj = vjvi, uivj = vjui, uiuj = −ujui,

δui = vi, δvi = 0.
(1)

Теорема 2 ([3], Глава 8). Кольцо когомологий H∗(Cd\ZK) изоморфно кольцу H∗[R(K)].

Замечание 1. О связи Теоремы 2 и теоремы Горески-Макферсона [12] о когомологиях

дополнений конфигураций плоскостей, см. [3], Глава 9.

Далее мы опишем двойственность Александера-Понтрягина в терминах алгебры

R(K). Для начала напомним одну из формулировок теоремы двойственности Александе-

ра—Понтрягина. Коэффициент зацепления двух циклов σ = ∂β и γ размерностей r − 1

и q на сфере Sr+q, определяется как индекс пересечения β и γ:

D(σ, γ) = χ(β, γ).

В следующей теореме рассматривается группа приведенных гомологий.

Теорема 3 (Двойственность Александера—Понтрягина). Пусть Sn – многообразие, го-

меоморфное n-мерной сфере и T — полиэдр в нем. Тогда для r + q = n, r = 1, . . . , n,

группы слабых гомологий H̃r−1(T ) и H̃q(S
n \ T ) изоморфны, причем для всякой базы

(r − 1)–мерных гомологий {σi}p
i=1 полиэдра T существует двойственная ей база q–

мерных гомологий {γi}p
i=1 дополнения Sn \ T такая, что D(σi, γj) = δij (символ Кро-

некера) i, j = 1, . . . , p.
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Рассмотрим алгебры

R′ = Λ[u1, . . . , ud]⊗ Z[v1, . . . , vd]/J ,

I ′K = Λ[u1, . . . , ud]⊗ IK/J ,

для образующих которых выполняются соотношения (1). Имеет место изоморфизм

R(K) ' R′/I ′K.

Разобьем Cd на клетки вида

EIJ := {z ∈ Cd : zi ∈ R>0, i ∈ I, zj = 0, j ∈ J, zk ∈ C \ R≥0, k 6∈ I ∪ J},

сопоставленных парам подмножеств I, J ⊆ [d], I ∩ J = ∅. В обозначении zj = xj +
√
−1yj

локальными координатами в EIJ , служат xi, i ∈ I, xk, yk, k 6∈ I ∪ J. Ориентацию клетки

EIJ определяем порядком следования указанных координат в перечне всех координат

x1, y1, . . . , xd, yd. Добавляя к данному клеточному разбиению одну 0-мерную клетку {∞}

получаем клеточное разбиение сферы S2d = Cd ∪ {∞}.

Рассмотрим относительный клеточный комплекс C∗(S
2d, {∞}) = (C∗(S

2d, {∞}), ∂) и

зададим линейное отображение ϕ : R′ → C∗(S
2d, {∞}), определенное на образующих R′

следующим образом:

ϕ(uIvJ) := −EIJ ,

где uIvJ := ui1 . . . uiqvj1 . . . vjp , I = {i1, . . . , iq}, i1 < · · · < iq, J = {j1, . . . , jp} и I ∩ J =

∅, I, J ⊆ [d], (полагаем u∅v∅ = 1). Заметим, что ϕ обращает градуировку: dimϕ(γ) =

2d− deg γ.

Лемма 1. Отображение ϕ является изоморфизмов цепных комплексов (R′, δ) и

(C∗(S
2d, {∞}), ∂).

Доказательство. По определению идеала J , мономы uIvJ порождают алгебру R′,

поэтому R′s ϕ
' C2d−s(S

2d, {∞}). Из

δuIvJ =

q∑
k=1

(−1)k−1uI\ikvJ∪ik ,

где I = {i1, . . . , iq}, i1 < · · · < iq, и того, что

∂EIJ =

q∑
k=1

(−1)kEI\ikJ∪ik ,
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получаем ϕ(δuIvJ) = ∂EIJ = ∂ϕ(uIvJ). Лемма доказана.

Заметим, что ZK =
⋃

γ∈I′K
|ϕ(γ)|, где |ϕ(γ)| — носитель цепи ϕ(γ). Замыкание ZK =

ZK ∪ {∞} набора ZK является клеточным подкомплексом комплекса S2d относительно

введенного выше разбиения на клетки. Сужение ϕ на I ′K дает изоморфизм цепных ком-

плексов (I ′K, δ) и (C∗(ZK, {∞}), ∂).

Из того что,

C∗(S
2d, ZK) ' C∗(S

2d, {∞})/C∗(ZK, {∞}),

и установленных выше изоморфизмов цепных комплексов получаем:

Hs(Cd \ ZK) ' Hs[R(K)]
ϕ
' H2d−s(C∗(S

2d, {∞})/C∗(ZK, {∞})) ' H2d−s(S
2d, ZK).

Точная последовательность пары (S2d, ZK) дает H̃s(Cd \ ZK) ' H̃2d−1−s(ZK), здесь изо-

морфизм устроен следующим образом γ → ∂ϕ(γ), где γ — цикл из R(K), а ∂ϕ(γ) —

замыкание границы ϕ(γ) в сферической компактификации S2d = Cd ∪ {∞}.

Алгебру R(K) — можно рассматривать, как алгебру коцепей клеточного разбиения

пространства ZK, в которой умножение получено из клеточной аппроксимации диаго-

нального отображения ∆ : ZK → ZK ×ZK, [3], глава 8.

Разобьем ZK на клетки

DIJ = {z ∈ Cd : |zi| = 1, zi 6= −1, i ∈ I, |zj| < 1, j ∈ J, zk = −1, k 6∈ I ∪ J},

здесь I ∩ J = ∅, I, J ⊆ [d] и ориентация клеток определена порядком следования коор-

динат x1, y1, . . . , xd, yd, (zj = xj +
√
−1yj), клетка DIJ является двойственной к коклетке

uIvJ , т.е. 〈uIvJ , DI′J ′〉 = δJ ′J
I′I , где δJ ′J

I′I = 1 при J ′ = J и I ′ = I, в остальных случаях

δJ ′J
I′I = 0.

Пусть {γs
i }Ns

i=1 база группыHs[R(K)] ' Hs(ZK) без учета элементов кручения и {σs
i }Ns

i=1

двойственная ей база группы Hs(ZK) также без учета элементов кручения, т.е. 〈γs
i , σ

s
j 〉 =

δij. Пусть циклы σi и γi представленный в виде

γs
i =

∑
q+2p=s

|I|=q,|J |=p

Ci
IJuIvJ ,

σs
i =

∑
q+2p=s

|I|=q,|J |=p

C̃i
IJDIJ ,
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тогда 〈γs
i , σ

s
j 〉 =

∑
q+2p=s

|I|=q,|J |=p
Ci

IJC̃
j
IJ = δij.

Вычислим индекс пересечения EIJ и DIJ :

χ(EIJ , DIJ) = (−1)
|I|(|I|−1)

2 δJ ′J
I′I .

Определим линейное отображение ϕ′ : R′ → C∗(S
2d, {∞}), определенное на образующих

R′ следующим образом:

ϕ′(uIvJ) := (−1)
|I|(|I|−1)

2 EIJ ,

легко видеть, что если ϕ(γ) — цикл в H∗(S
2d, ZK), то и ϕ′(γ) есть цикл в H∗(S

2d, ZK).

Следовательно, мы получаем, что

χ(ϕ′(γs
i ), σ

s
j ) = δij,

а следовательно

D(∂ϕ′(γs
i ), σ

s
j ) = χ(ϕ′(γs

i ), σ
s
j ) = δij,

для s > 0. Таким образом, нами доказано.

Теорема 4. Отображение ∂ϕ′ : H̃s[R(K)] → H̃2d−s−1(ZK), является изоморфизмом

двойственности Александера-Понтрягина.
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2 Гомологии дополнения к набору комплексных коор-

динатных плоскостей, заданных простым многогран-

ником

В этом разделе разделе доказывается теорема выражающая (ко)гомологии дополнения

к набору комплексных координатных плоскостей, заданных простым многогранником,

через относительные (ко)гомологии этого простого многогранника по модулю наборов его

граней коразмерности один (гиперграней), а также строится геометрическая трактовка

этой теоремы.

Пусть P ⊂ Rn — n-мерный простой многогранник, n-мерный многогранник называет-

ся простым если у него к каждой вершине сходится ровно n гиперграней. Через F1, . . . , Fd

обозначим гиперграни многогранника P, так же введем следующие обозначения

FJ =
⋃
j∈J

Fj, F
J =

⋂
j∈J

Fj,

где J ⊆ [d], будем полагать F ∅ = P. Далее будем считать, что на P введена структура

клеточного комплекса с естественным разбиением на клетки, т.е. множества F J являются

замыканием клеток этого комплекса.

Сопоставим простому многограннику P набор координатных плоскостей в Cd :

ZP =
⋃

J⊆[d]:F J=∅

LJ ,

где

LJ = {z ∈ Cd : zj = 0, j ∈ J}.

Многогранник P может быть задан следующей системой неравенств:

〈x, βi〉 ≥ λi, i = 1, . . . , d,

где x ∈ Rn и βi — внутренняя нормаль к гипергране Fi. Будем считать, что ориентация

многогранника определена при помощи ориентирующего репера e1, . . . , en, ei — вектор

обычного ортонормированного базиса Rn. Зададим ориентацию клетки F J , с помощью

ориентирующего репера ξ1, . . . , ξn−|J |, такого что, репер −βj1 , . . . ,−βjp , ξ1, . . . , ξn−|J | имеет

туже ориентацию что и e1, . . . , en, где J = {j1, . . . , jp}, j1 < · · · < jp. В случае J = {j},
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ориентация F {j} есть ориентация края согласованная с ориентацией P. При выбранной

таким образом ориентации F J , имеем

∂F J =
∑
i6∈J

sgnτJ,iF
J∪i,

где τJ,i подстановка вида

τJi =

 j1 . . . jp i

j′1 . . . . . . j′p+1

 ,

где J = {j1, . . . , jp}, j1 < · · · < jp, J ∪ i = {j′1, . . . , j′p+1}, j′1 < · · · < j′p+1.

Зададим отображение AP : Rn → Rd :

AP :


x1

...

xn

 →


〈x, β1〉 − λ1

...

〈x, βd〉 − λd

 .

Это отображение задает вложение AP : P ↪→ Rd
≥0, далее мы будем считать, что P

вложен в Rd
≥0 при помощи AP , обозначим

µP := m−1(AP (P )),

где m : (z1, . . . , zd) → (|z1|2, . . . , |zd|2).

Теорема 5 ([7], [11]). µP является гладким (d+ n)-мерным ориентируемым многооб-

разием, и существует деформационная ретракция Cd \ ZP → µP .

Любому простому многограннику P можно однозначно сопоставить некоторый сим-

плициальный комплекс K(P ) на множестве [d], следующим образом: J ⊆ [d] тогда и

только тогда образует симплекс в K(P ), когда F J 6= ∅. Из способа задания K(P ) видно,

что

ZP = ZK(P ),

далее вместо: ZK(P ), R(K(P )), H∗[R(K(P ))], . . . будем писать: ZP , R(P ), H∗[R(P )], . . .

Вернемся к рассмотрению алгебры R(K), разобьем алгебру R(K) на прямые слагае-

мые

R(K) =
⊕

M⊆[d]

R−q,2p+2q
M (K),

где

R−q,2p+2q
M (K) = 〈uIvJ ∈ R(K) : I ∪ J = M, I ∩ J = ∅, |I| = q, |J | = p〉.
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Сужение δ на R−q,2p+2q
M (K) задает следующий цепной комплекс:

· · · δ→ R−q,2p+2q
M (K)

δ→ R−q+1,2p+2q
M (K)

δ→ . . .

через H−q,2p+2q
M [R(K)] обозначим когомологии этих комплексов. Очевидно, что

Hs[R(K)] '
⊕

2p+q=s
|M |=p+q

H−q,2p+2q
M [R(K)]. (2)

Так как ϕ есть изоморфизм комплексов (R(K), δ) и (C∗(S
2d, ZK), ∂), то образы

ϕ(R−q,2p+2q
M (K)) =: CM

q,2d−2p−2q(S
2d, ZK) образуют следующий цепной комплекс:

· · · ∂→ CM
q,2d−2p−2q(S

2d, ZK)
∂→ CM

q−1,2d−2p−2q(S
2d, ZK)

∂→ . . . ,

через HM
q,2d−2p−2q(S

2d, ZK) обозначим когомологии этого комплекса. Очевидно, что

H−q,2p+2q
M [R(K)] ' HM

q,2d−2p−2q(S
2d, ZK) и

Hs(S
2d, ZK) '

⊕
2d−2p−q=s
|M |=p+q

HM
q,2d−2p−2q(S

2d, ZK). (3)

Теорема 6. Имеют место следующие изоморфизмы:

Hs(Cd \ ZP ) '
⊕

M⊆[d]

Hs−|M |(P, FM),

Hs(Cd \ ZP ) '
⊕

M⊆[d]

Hs−|M |(P, FM).

Доказательство. Рассмотрим линейное отображение ψ : R(P ) → C∗(P ), заданное

на образующих R(P ) следующим образом:

ψ(uIvJ) = sgnτJIF
J ,

τJI =

 j1 . . . jp i1 . . . iq

k1 . . . . . . . . . . . . kp+q

 ,

где J = {j1, . . . , jp}, j1 < · · · < jp, I = {i1, . . . , iq}, i1 < · · · < iq, J ∪ I = {k1, . . . , kp+q},

k1 < · · · < kp+q.

Покажем, что сужение ψ на R−q,2p+2q
M (P ) задает изоморфизм комплексов

(R−q,2p+2q
M (P ), δ) и (Cn−p(P, F[d]\M), ∂). Любому моному uIvJ ∈ R−q,2p+2q

M (P ) мы можем

однозначно сопоставить клетку в Cn−p(P, F[d]\M) при помощи ψ, а по любой клетке
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F J , J ⊆ M и множеству M, мы можем однозначно найти γ ∈ R−q,2p+2q
M (P ), такой что

ψ(γ) = F J , а именно ψ(±uM\JvJ) = F J , прямая проверка показывает, что ψ(δγ) = ∂ψ(γ).

Таким образом мы получили

H−q,2p+2q
M [R(K)] ' Hn−p(P, F[d]\M).

Обозначим F ◦
M внутренность множества FM , из точных последовательностей пар

(P, F[d]\M) и (P, F ◦
M) имеем H̃s−1(F ◦

M) ' Hs(P, F ◦
M) и H̃s−1(F[d]\M) ' Hs(P, F[d]\M), так

как ∂P есть (n−1)-мерная сфера и ∂P \F[d]\M = F ◦
M , то по двойственности Александера-

Понтрягина получаем

Hn−p(P, F[d]\M) ' H̃n−p−1(F[d]\M) ' H̃p−1(F ◦
M) ' Hp(P, F ◦

M),

так как FM гомотопически эквивалентно F ◦
M , имеем

Hn−p(P, F[d]\M) ' Hp(P, FM),

данный изоморфизм, фактически можно рассматривать, как двойственность Пуанкаре.

Из разложения (2) и указанных выше изоморфизмов получаем:

Hs(Cd \ ZP ) '
⊕

M⊆[d]

Hs−|M |(P, FM).

По теореме 5, существует деформационная ретракция Cd \ ZP на (d + n)-мерное много-

образие из этого следует, по двойственности Пуанкаре, что

Hs(Cd \ ZP ) ' Hd+n−s(Cd \ ZP ),

аналогично из разложения (2) и указанных выше изоморфизмов получаем:

Hs(Cd \ ZP ) '
⊕

M⊆[d]

Hs−|M |(P, FM).

Теорема доказан.

Дадим геометрическую трактовку изоморфизма Hs(Cd \ZP ) '
⊕

M⊆[d]Hs−|M |(P, FM).

Зададим линейное отображение φM : C∗(P ) → C∗(Cd), напомним, что мы полагаем,

что P вложен в Rd
≥0 при помощи отображения AP , пусть δp = (∆p, ρ) есть сингулярный

симплекс в P, где ∆p ⊂ Rp — стандартный p-мерный симплекс в Rp, ρ : ∆p → P — гладкое

отображение симплекса ∆p в P, ориентацию симплекса полагаем заданной порядком
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следования координат t1, . . . , tp, объемлющего пространства Rp ⊃ ∆p, тогда φM(δp) есть

цепь вида

φM(δp) = (−1)
p(p+1)

2 {z ∈ Cd : |zi| =
√
ρ(t)i, i ∈M ; zj = −

√
ρ(t)j, j 6∈M, t ∈ ∆p},

здесь t пробегает весь ∆p и ρ(t)i i-ая координата отображения ρ. Ориентацию цепи опре-

деляем порядком следования параметров t1, . . . , tp, θi1 , . . . , θiN , где ti параметризуют син-

гулярный симплекс δp, и M = {i1, . . . , iN}, i1 < · · · < iN (zi = rie
√
−1θi).

Дадим еще некоторые пояснения по поводу устройства отображения φM , пусть γ —

цепь в P , тогда носитель цепи φM(γ) равен

|φM(γ)| = m−1(γ) ∩ SM ,

где m(z1, . . . , zd) = (|z1|2, . . . , |zd|2)

SM = {z ∈ Cd : zi ∈ C, i ∈M ; zk ∈ R≤0, k 6∈M}.

Пусть θM относительный цикл из Hp(P, F
◦
M), тогда его граница ∂θM лежит в F ◦

M ,

и имеет размерность p − 1, покажем, что φM(θM) — цикл, dimφM(θM) = p + |M |, а

dimφM(∂θM) < p+ |M |−1, т.е. граница является "тонким множеством" и таким образом

φM(θM) — цикл.

Пусть {γq,p,i
M }Nq,p

M
i=1 есть база группы H−q,2p+2q

M [R(P )] и τ q,p,i
M = ϕ′(γq,p,i

M ), {τ q,p,i
M } есть база

группыHM
q,2d−2p−2q(S

2d, ZP ), а ηq,p,i
M = ψ(γq,p,i

M ) образуют базу группыHn−p(P, F[d]\M), пусть

{θq,p,i
M } двойственная ей база группы Hp(P, F

◦
M), т.е. θq,p,i

M такие циклы, что χ(θq,p,i
M , ηq,p,j

M ) =

δij. Обозначим aijk
M ∈ P ⊂ Rd

≥0, точки пересечения циклов θq,p,i
M и ηq,p,j

M , можно счи-

тать, что их конечное число и циклы пересекаются трансверсально в этих точках, тогда

χ(θq,p,i
M , ηq,p,j

M ) =
∑

k χaijk
M

(θq,p,i
M , ηq,p,j

M ), где χaijk
M

(θq,p,i
M , ηq,p,j

M ) — индекс пересечения циклов в

точке aijk
M . Обозначим σq,p,i

M = φM(θq,p,i
M ) цикл в Cd \ ZP , из его конструкции видно, что

он пересекается c относительным циклом τ q,p,i
M по точкам bijkM ∈ Cd \ ZP c координата-

ми: (bijkM )l =
√

(aijk
M )l, если l ∈ M и (bijkM )l = −

√
(aijk

M )l, если l 6∈ M, где (aijk
M )l и (bijkM )l

l-ая координата точек aijk
M и bijkM соответственно. Возьмем малые шевеления циклов τ q,p,i

M ,

и обозначим эти циклы τ̃ q,p,i
M . Циклы τ̃ q,p,i

M можно выбрать так, чтобы τ̃ q,p,i
M и φM(θq,p,j

M )

пересекались трансверсально в точках b̃ijkM , где b̃ijkM есть точка близкая к точке bijkM , и

чтобы параметры t1, . . . , tp, θi1 , . . . , θiN ,M = {i1, . . . , iN}, задавали невырожденную па-

раметризацию цикла φM(θq,p,j
M ) в окрестности точки точки b̃ijkM , где t1, . . . , tp локальные
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координаты задающие невырожденную параметризацию цикла θq,p,j
M в окрестности aijk

M .

Так как τ̃ q,p,i
M есть соответствующим образом выбранное малое шевеление τ q,p,i

M мы имеем

χbijk
M

(τ q,p,i
M , φM(θq,p,j

M )) = χb̃ijk
M

(τ̃ q,p,i
M , φM(θq,p,j

M )),

с другой стороны учитывая условия на выбор τ̃ q,p,i
M и все соглашения относительно ориен-

тации циклов мы получаем, что χb̃ijk
M

(τ̃ q,p,i
M , φM(θq,p,j

M )) = χaijk
M

(θq,p,i
M , ηq,p,j

M ), таким образом,

имеем χ(τ q,p,i
M , φM(θq,p,j

M )) = δij.

Покажем, что χ(τ q,p,i
M , σq′,p′,j

M ′ ) = 0, если M 6= M ′. Поскольку индекс пересечения опре-

делен для цепей дополнительных размерностей, то выполняется p + |M | = p′ + |M ′|,

для всех случаев кроме тривиального (M = ∅) носитель цикла ηq,p,i
M лежит на ∂P,

мы можем считать, что пересечение цикла θM ′ ∈ Hp′(P, F
◦
M ′), с ∂P лежит в F ◦

M ′ , т.е.

α = |θM ′| ∩ |ηq,p,i
M | ⊆ F ◦

M ′ , из устройства отображения φM ′ и циклов τ q,p,i
M видно, что они

могут пересекаться только в точках множества |φM ′(α)|. Рассмотрим случай p ≤ p′, то-

гда |M | ≥ |M ′| и следовательно существует k ∈ M, такое что k 6∈ M ′, имеем, для любой

точки z ∈ |τ q,p,i
M |, zk ≥ 0 (это следует из определения ϕ′), и для любой точки z′ ∈ |φM ′(α)|,

z′k < 0, таким образом в случае p ≤ p′, при выполнение указанных выше условий пересе-

чение циклов τ q,p,i
M , σq′,p′,j

M ′ пусто и следовательно χ(τ q,p,i
M , σq′,p′,j

M ′ ) = 0. В случае p > p′, мы

имеем, dim ηq,p,i
M + dim θM ′ < n = dimP, и таким образом малым шевелением цикла θM ′

можно добиться того чтобы, α = ∅ (т.е. привести циклы в общее положение), из этого

следует, что φM ′(α) = ∅ и χ(τ q,p,i
M , σq′,p′,j

M ′ ) = 0.

Зададим линейное отображение φ :
⊕

M⊆[d],pHp(P, FM) → H∗(Cd \ZP ), совпадающее с

φM на соответствующих слагаемых, т.е. φ|Hp(P,FM ) = φM . Выше мы доказали следующую

теорему.

Теорема 7. Отображение φ задает геометрическую реализацию изоморфизма

Hs(Cd \ ZP ) '
⊕

M⊆[d]

Hs−|M |(P, FM).
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3 Когомологии дополнения к набору веществен-

ных координатных плоскостей и двойственность

Александера-Понтрягина

В этом разделе мы доказываем аналоги теорем раздела 1, для случая дополнения к

набору вещественных координатных плоскостей. Используемые методы во многом ана-

логичны методам раздела 1.

Также как и в комплексной ситуации, любой набор вещественных координатных плос-

костей коразмерности больше 1 может быть задан с помощью подходящего симплици-

ального комплекса K на множестве [d] = 1, . . . , d. А именно, рассмотрим конфигурацию

плоскостей

YK :=
⋃
σ 6∈K

Lσ,

где σ = {i1, . . . , im} ⊆ [d] — подмножество в [d] (не порождающее симплекс в K), a

Lσ = {x ∈ Rd : xi1 = · · · = xim = 0}.

Положим

B±
τ := {x ∈ Rd : xj ∈ {−1, 1}, j 6∈ τ,−1 ≤ xi ≤ 1, i ∈ τ},

где τ ⊆ [d]. Обозначим

WK :=
⋃
τ∈K

I±τ .

Теорема 8. Существует деформационная ретракция Rd \ YK →WK.

Введем отображения m : Cd → Rd
≥0 и m′ : Rd → Rd

≥0 :

m(z1, . . . , zd) = (|z1|, . . . , |zd|),

m′(x1, . . . , xd) = (|x1|, . . . , |xd|).

Пространства m(Cd\ZK) и m(ZK) являются пространствами орбит для действия группы

(S1)d — вещественного d-мерного тора на Cd\ZK и ZK соответственно. По теореме 1 суще-

ствует (S1)d-эквивариантная деформационная ретракция r : Cd \ZK → ZK, следователь-

но существует деформационная ретракция пространств орбит r̃ : m(Cd \ ZK) → m(ZK),

определенная следующим образом r̃(x) = m ◦ r ◦ m−1(x). Заметим, что m(Cd \ ZK) =
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m′(Rd \ YK) и m(ZK) = m′(WK), фактически m′(Rd \ YK) и m′(WK) можно рассматри-

вать как пространства орбит действия группы (Z2)
d на Rd \ YK и WK соответственно.

Следовательно мы можем задать ретракцию r′ : Rd \ YK → WK, следующим образом:

r′(x)i = signxi r̃(m
′(x))i, где r′(x)i и r̃(x)i i-ые координаты соответствующих отображе-

ний и signx равен: 1 при x > 0, −1 при x < 0 и 0 при x = 0.

Разобьем WK на клетки BI+I−J :

BI+I−J = {x ∈ Rd : xi = 1, i ∈ I+, xk = −1, k ∈ I−,−1 < xj < 1, j ∈ J},

на множества индексов I+, I−, J ⊆ [d] выполняются условия I+∩I− = I+∩J = I−∩J = ∅,

I+ ∪ I− ∪ J = [d], J — образует симплекс в K. Ориентация клетки определена порядком

следования параметров xj1 , . . . , xjp , J = {j1, . . . , jp}, j1 < · · · < jp.

Рассмотрим дифференциальную градуированную алгебру (R̃′, δ), порожденную мо-

номами

u+
I+u

−
I−vJ := u+

i+1
. . . u+

i+q
u−

i−1
. . . u−

i−s
vj1 . . . vjp ,

на множества индексов I+, I−, J ⊆ [d] выполняются следующие условия j1 < · · · < jp,

J = {j1, . . . , jp}, I− = {i−1 , . . . , i−s }, I+ = {i+1 , . . . , i+q }, I+ ∩ I− = I+ ∩ J = I− ∩ J = ∅,

I+ ∪ I− ∪ J = [d].

При этом элементам мономов vi, u
±
i приписываются степени

deg vi = 1, deg u+
i = 0, deg u−i = 0,

выполняются следующие соотношения:

vivj = −vjvi, u
±
i vj = vju

±
i , u

±
i u

±
j = u±j u

±
i , i 6= j

u+
i u

+
i = u+

i , u
−
i u

−
i = u−i , u

−
i u

+
i = u+

i u
−
i = 0

viu
−
i = vi, viu

+
i = 0

u−i vi = 0, u+
i vi = vi

δu+
i = vi, δu

−
i = −vi, δvi = 0.

(4)

дифференциал δ определен на мономах u+
I+u

−
I−vJ по правилу Лейбница:

δu+
I+u

−
I−vJ = Σi∈I+(−1)εi,Ju+

I+\iu
−
I−vJ∪i − Σi∈I−(−1)εi,Ju+

I+u
−
I−\ivJ∪i,

где εi,J определена следующим образом: j1 < · · · < jεi,J
< i < jεi,J+1 < · · · < jp, J =

{j1, . . . , jp},
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u+

I+
1

u−
I−1
vJ1 · u+

I+
2

u−
I−2
vJ2 = sgnτJ1J2u

+

I+
2

u−
I−1
vJ1∪J2 ,

если I+
1 ⊆ J2 ∪ I+

2 , I
−
2 ⊆ J1 ∪ I−1 и J1 ∩ J2 = ∅, иначе

u+

I+
1

u−
I−1
vJ1 · u+

I+
2

u−
I−2
vJ2 = 0,

здесь τJ1J2 перестановка следующего вида

τJ1J2 =

 j1
1 . . . j1

p1
j2
1 . . . j2

p2

j3
1 . . . . . . . . . . . . j3

p3

 ,

где jk
1 < · · · < jk

pk
, Jk = {jk

1 , . . . , j
k
pk
}, p3 = p1 + p2.

Рассмотрим дифференциальную градуированную подалгебру Ĩ ′K алгебры R̃′, эта по-

далгебра порождена мономами u+
I+u

−
I−vJ , такими, что множество J не образует симплекса

в комплексе K. Введем обозначение

R̃(K) = R̃′/Ĩ ′K.

Теорема 9. Кольцо когомологий H∗(Rd \ YK) изоморфно кольцу H∗[R̃(K)].

Алгебра R̃(K) изоморфна алгебре клеточных коцепей комплекса WK, т.е. R̃(K) '

C∗(WK), умножение в алгебре R̃(K) получено при помощи клеточной аппроксимации

диагонального отображения ∆ : WK →WK ×WK, докажем это. Зададим линейное отоб-

ражение g : R̃(K) → C∗(WK)

g(u+
I+u

−
I−vJ) = B∗

I+I−J ,

где B∗
I+I−J , коклетка двойственная клетке BI+I−J , т.е. B∗

I+I−J есть такой линейный функ-

ционал, что 〈B∗
I+I−J , BI′+I′−J ′〉 = δI′+I′−J ′

I+I−J (символ Кронекера). Из конструкции R̃(K) и

клеточного разбиения WK, видно, что R̃(K)s
g
' Cs(WK) Из того, что

∂BI+I−J =

p∑
k=1

[(−1)k∂BI+I−∪jkJ\jk
− (−1)k∂BI+∪jkI−J\jk

],

где J = {j1, . . . , jp}, j1 < · · · < jp, получим что

g(δu+
I+u

−
I−vJ) = δB∗

I+I−J = δg(u+
I+u

−
I−vJ).

Покажем что g сохраняет умножения. Вначале построим клеточную аппроксимацию

∆̃ диагонального отображения ∆ : WK → WK ×WK, рассмотрим случай K = ∆0, ∆0 —
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0-мерный симплекс, тогда W∆0 = [−1, 1] : определим ∆̃ : [−1, 1] → [−1, 1] × [−1, 1]. По

формуле

∆̃(x) =

 (2x+ 1,−1) при x ∈ [−1, 0),

(1, 2x− 1) при x ∈ [0, 1].

 (5)

Легко видеть, что ∆̃ и ∆ гомотопны. Клеточный комплекс C∗(W∆0), порожден коцепями

{−1}∗, {1}∗, (−1, 1)∗, непосредственная проверка показывает, что g есть мультипликатив-

ный изоморфизм между C∗(W∆0) и R̃(∆0), отсюда получаем, что для K = ∆d−1, где ∆d−1

(d− 1)-мерный симплекс, имеем клеточную аппроксимацию диагонального отображения

∆̃ : [−1, 1]d → [−1, 1]d × [−1, 1]d, определенную по каждой координате при помощи (5), и

получаем мультипликативный изоморфизм

g′ : R̃(∆d−1) → C∗([−1, 1]d),

заметим, что R̃′ ' R̃(∆d−1).

Из определения комплексаWK, вытекает что клеточная аппроксимация ∆̃ : [−1, 1]d →

[−1, 1]d × [−1, 1]d определяет для любого K клеточную аппроксимацию ∆̃ : WK →WK ×

WK, замыкающую коммутативную диаграмму

WK −−−→ [−1, 1]dy∆̃

y∆̃

WK ×WK −−−→ [−1, 1]d × [−1, 1]d

Отсюда же следует, что вложение WK ↪→ [−1, 1]d индуцирует мультипликативное отоб-

ражение q : C∗([−1, 1]d) → C∗(WK). Теперь рассмотрим коммутативную диаграмму

R̃′ g′−−−→ C∗([−1, 1]d)yp

yq

R̃(K)
g−−−→ C∗(WK)

Здесь отображения g′, p, q мультипликативны, а g является аддитивным изоморфиз-

мом. Докажем, что g также мультипликативно. Пусть α, β ∈ R̃(K). Так как p — эпимор-

физм, мы имеем α = p(α′), β = p(β′). Тогда

g(αβ) = gp(α′β′) = qg′(α′β′) = gp(α′)gp(β′) = g(α)g(β),

что и требовалось. Следовательно H∗(R̃(K)) ' H∗(WK), а по теореме 8 имеем H∗(Rd \

YK) ' H∗(WK). Теорема доказана.
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Заметим, что доказательство теоремы 9 практически идентично доказательству тео-

ремы 2.

Вернемся к рассмотрению алгебры R̃(K), из теоремы 9, мы получаем, что Hs(Rd \

YK,Q) изоморфна когомологиям алгебры R̃(K) ⊗ Q. Алгебра R̃(K) выглядит довольно

громоздко, однако в случае когда нас интересуют когомологии над полем Q, вычисления

можно насколько упростить.

Рассмотрим дифференциальную градуированную алгебру (Q(K), δ), полагая

Q(K) := Q[a1, . . . , ad]⊗ Λ′[K],

где Λ′[K] — аналог кольца Стенли-Райснера симплициального комплекса K, а именно

Λ′[K] = Λ[b1, . . . , bd]/IK,

где Λ[b1, . . . , bd] — внешняя алгебра от образующих b1, . . . , bd, а IK — однородный идеал,

порожденный мономами bτ =
∏

i∈τ bi, для которых τ 6∈ K :

IK = (bi1 · . . . · bim : {i1, . . . , im} 6∈ K).

При этом образующим bi, ai приписываются степени

deg bi = 1, deg ai = 0,

выполняются следующие соотношения:

bibj = −bjbi, aibj = bjai, aiaj = ajai, i 6= j

aiai = 1, aibi = bi, biai = −bi
δai = bi, δbi = 0.

(6)

Алгебра Q(K) порождена мономами

aIbJ := ai1 . . . aiqbj1 . . . bjp ,

для которых выполняются следующие условия j1 < · · · < jp, J = {j1, . . . , jp}, I =

{i1, . . . , iq}, I, J ⊆ [d], I ∩ J = ∅, J образует симплекс в K, (полагаем a∅b∅ = 1). Диф-

ференциал δ определен на этих мономах по правилу Лейбница.

Лемма 2. Кольцо когомологий H∗(Rd \ YK,Q) изоморфно кольцу H∗[Q(K)].
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Доказательство. По теореме 9 имеем H∗(Rd\YK,Q) ' H∗[R̃(K)⊗Q], остается только

заметить, что алгебра Q(K) получена из алгебры R̃(K)⊗Q, при помощи замены базиса:

u+
i =

1 + ai

2
, u−i =

1− ai

2
, vi =

bi
2
.

Лемма доказана.

Далее мы опишем двойственность Александера-Понтрягина в терминах алгебры

R̃(K).

Разобьем Rd на клетки вида

EI+I−J := {x ∈ Rd : xi ∈ R>0, i ∈ I+, xk ∈ R<0, k ∈ I−, zj = 0, j ∈ J},

здесь I+, I−, J ⊆ [d] I+ ∩ I− = I+ ∩ J = I− ∩ J = ∅, I+ ∪ I− ∪ J = [d]. Локальными ко-

ординатами в EI+I−J , служат xi, i 6∈ J. Ориентацию клетки EI+I−J определяем порядком

следования указанных координат в перечне всех координат x1, . . . , xd. Добавляя к дан-

ному клеточному разбиению одну 0-мерную клетку {∞} получаем клеточное разбиение

сферы Sd = Rd ∪ {∞}.

Рассмотрим относительный клеточный комплекс C∗(S
d, {∞}) = (C∗(S

d, {∞}), ∂) и

зададим линейное отображение ϕ : R̃′ → C∗(S
d, {∞}), определенное на образующих R̃′

следующим образом:

ϕ(u+
I+u

−
I−vJ) := (−1)

|J|(|J|+1)
2 sgnτJIEI+I−J ,

где

τJI =

 j1 . . . jp i1 . . . iq

1 . . . . . . . . . . . . d

 ,

где J = {j1, . . . , jp}, j1 < · · · < jp, I
+ ∪ I− = {i1, . . . , iq}, i1 < · · · < iq. Заметим, что ϕ

обращает градуировку: dimϕ(u+
I+u

−
I−vJ) = d− deg u+

I+u
−
I−vJ .

Лемма 3. Отображение ϕ является изоморфизмов цепных комплексов (R̃′, δ) и

(C∗(S
d, {∞}), ∂).

Доказательство. Мономы u+
I+u

−
I−vJ , порождают алгебру R̃′, цепи EI+I−J порождаю

C∗(S
d, {∞}), из этого получаем R̃′s ϕ

' Cd−s(S
d, {∞}). Значение кограничного оператора

на мономах u+
I+u

−
I−vJ , было вычислено выше, вычислим значение граничного оператора

на клетках EI+I−J ,

∂EI+I−J = −
∑
i∈I+

sgnτi,IEI+\i,I−,J∪i +
∑
i∈I−

sgnτi,IEI+,I−\i,J∪i,

20



где

τiI =

 i i1 . . . [i] . . . ip

i1 . . . . . . . . . . . . ip

 ,

где I+ ∪ I− = {i1, . . . , ip} и i1 < · · · < ip. Непосредственная проверка показывает, что

выполняется

ϕ(δγ) = ∂ϕ(γ).

Лемма доказана.

Заметим, что YK =
⋃

γ∈Ĩ′K
|ϕ(γ)|, где |ϕ(γ)| — носитель цепи ϕ(γ). Замыкание Y K =

YK ∪ {∞} набора YK является клеточным подкомплексом комплекса Sd относительно

введенного выше разбиения на клетки. Сужение ϕ на Ĩ ′K дает изоморфизм цепных ком-

плексов (Ĩ ′K, δ) и (C∗(Y K, {∞}), ∂).

Из того что,

C∗(S
d, Y K) ' C∗(S

d, {∞})/C∗(Y K, {∞}),

и установленных выше изоморфизмов цепных комплексов получаем.

Hs(Rd \ YK) ' Hs[R̃(K)]
ϕ
' Hd−s(C∗(S

d, {∞})/C∗(Y K, {∞})) ' Hd−s(S
d, Y K)

Точная последовательность пары (Sd, Y K) дает H̃s(Rd \ YK) ' H̃d−1−s(ZK), здесь изо-

морфизм устроен следующим образом γ → ∂ϕ(γ), где γ — цикл из R(K), а ∂ϕ(γ) —

замыкание границы ϕ(γ) в сферической компактификации Sd = Rd ∪ {∞}.

Пусть {γs
i }Ns

i=1 база группы Hs[R̃(K)] ' Hs(WK) без учета элементов кручения и

{σs
i }Ns

i=1 двойственная ей база группы Hs(WK) также без учета элементов кручения, т.е.

〈γs
i , σ

s
j 〉 = δij. Пусть циклы σi и γi представленный в виде

γs
i =

∑
|J |=s

Ci
I+I−Ju

+
I+u

−
I−vJ ,

σs
i =

∑
|J |=s

C̃i
I+I−JBI+I−J ,

тогда 〈γs
i , σ

s
j 〉 =

∑
|J |=sC

i
I+I−JC̃

j
I+I−J = δij.

Вычислим индекс пересечения EI+I−J и BI′+I′−J ′ :

χ(EI+I−J , BI′+I′−J ′) = sgnτIJ δ
I′+I′−J ′

I+I−J ,
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где δI′+I′−J ′

I+I−J — символ Кронекера,

τIJ =

 i1 . . . iq j1 . . . jp

1 . . . . . . . . . . . . d

 ,

где I+ ∪ I− = {i1, . . . , iq} и i1 < · · · < iq, J = {j1, . . . , jp} и j1 < · · · < jp.

Определим линейное отображение ϕ′ : R̃′ → C∗(S
d, {∞}), определенное на образую-

щих R̃′ следующим образом:

ϕ′(u+
I+u

−
I−vJ) := sgnτIJEI+I−J ,

легко видеть, что если ϕ(γ) — цикл в H∗(S
d, Y K), то и ϕ′(γ) цикл в H∗(S

d, Y K).

Мы получаем, что

χ(ϕ′(γs
i ), σ

s
j ) = δi

j,

а следовательно

D(∂ϕ′(γs
i ), σ

s
j ) = χ(ϕ′(γs

i ), σ
s
j ) = δi

j,

для s > 0. Таким образом, нами доказано.

Теорема 10. Отображение ∂ϕ′ : H̃s[R̃(K)] → H̃d−s−1(Y K) является изоморфизмом

двойственности Александера-Понтрягина.
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4 Гомологии дополнения к набору вещественных коор-

динатных плоскостей, заданных простым многогран-

ником

В этом разделе мы доказываем аналоги теорем из пункта 2 для гомологий дополнения к

набору вещественных координатных плоскостей, заданных простым многогранником, т.е.

множества Rd \ YP = Re Cd \ZP . В этом разделе мы будем придерживаться обозначений

раздела 2.

Сопоставим простому многограннику P набор вещественных координатных плоско-

стей координатных плоскостей в YP = ReZP .

Вернемся к рассмотрению алгебры Q(K), разобьем алгебру Q(K) на прямые слагае-

мые

Q(K) =
⊕

M⊆[d]
p+q=|M |

Qp,q
M (K),

где

Qp,q
M (K) = 〈aIbJ ∈ Q(K) : I ∪ J = M, I ∩ J = ∅, |I| = q, |J | = p〉.

Сужение δ на Qp,q
M (K) задает следующий цепной комплекс:

· · · δ→ Qp,q
M (K)

δ→ Qp+1,q−1
M (K)

δ→ . . .

через Hp,q
M [Q(K)] обозначим когомологии этих комплексов. Очевидно, что

Hp[Q(K)] '
⊕

|M |=p+q

Hp,q
M [Q(K)]. (7)

Так как ϕ есть изоморфизм комплексов (Q(K), δ) и (C∗(S
d, Y K,Q), ∂), то образы

ϕ(Qp,q
M (K)) =: CM

d−p,q(S
d, Y K,Q) образуют следующий цепной комплекс:

· · · ∂→ CM
d−p,q(S

d, Y K,Q)
∂→ CM

d−p−1,q−1(S
d, Y K,Q)

∂→ . . . ,

через HM
d−p,q(S

d, Y K,Q) обозначим когомологии этого комплекса. Очевидно, что

Hp,q
M [Q(K)] ' HM

d−p,q(S
d, Y K,Q) и

Hp(S
d, Y K,Q) '

⊕
|M |=p+q

HM
p,q(S

d, Y K,Q). (8)

Как и ранее в пункте 2, вместо: YK(P ), Q(K(P )), H∗[Q(K(P ))], . . . будем писать:

YP , Q(P ), H∗[Q(P )], . . .
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Теорема 11. Имеет место следующий изоморфизм:

Hp(Rd \ YP ,Q) '
⊕

M⊆[d]

Hp(P, FM ,Q).

Доказательство. Рассмотрим линейное отображение ψ : Q(P ) → C∗(P,Q), заданное

на образующих Q(P ) следующим образом:

ψ(aIbJ) = (−1)
(|J|−1)|J|

2 F J .

Покажем, что сужение ψ на Qp,q
M (P ) задает изоморфизм комплексов (Qp,q

M , δ) и

(Cn−p(P, F[d]\M ,Q), ∂). Любому моному aIbJ ∈ Qp,q
M мы однозначно сопоставляем клетку в

Cn−p(P, F[d]\M ,Q), а по любой клетке F J , J ⊆ M и множеству M, мы можем однозначно

найти γ ∈ Qp,q
M (P ), такой что ψ(γ) = F J , а именно ψ(±aM\JbJ) = F J , прямая проверка

показывает, что ψ(δγ) = ∂ψ(γ). Таким образом мы получили

Hp,q
M [Q(P )] ' Hn−p(P, F[d]\M ,Q).

Таким же образом, как и доказательстве теоремы 6 получаем:

Hn−p(P, F[d]\M ,Q) ' Hp(P, FM ,Q).

Из разложения (7) и указанных выше изоморфизмов получаем

Hp(Rd \ YP ,Q) '
⊕

M⊆[d],|M |≥p

Hp(P, FM ,Q),

при p > |M |, Hn−p(P, F[d]\M ,Q) = 0, это следует из того, что все (n − p)-мерный клетки

F J при |J | > |M |, лежат в F[d]\M , таким образом получаем

Hp(Rd \ YP ,Q) '
⊕

M⊆[d]

Hp(P, FM ,Q).

Теорема доказан.
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