
�� �������� 	
�
�
������ 	���
�����
������
�
���������� ��
����

�� �� �������

���������

��������� 	
��������� ������������ ������� 	�
��������

�� ��� 	����������������� ���������� �
����� 	���
����

��� 	� ����������� ��� � ��������� �������� ��������� �

��������� �	��� ����� ���������� �
���� ��� ������� m����
���������� � �� ��������� 
�����
� ������� 	�
����������

��� � ������� ���������� 	�
��������� ��� �����
�� �����

��� ���������� �
�����

�������� ����	
 ���������� �
����� ������ 	�
����������


�����
� ������ 	�
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	��� {ξj; j ∈ Z} ! "��#$���%�$# &��� �#�'%(&)* �$#�'�&+ ,%�%&-
&)* &% ��&�. �$��/�&���&�. "�����%&���$+ {aj; j ∈ Z} ! &$0����)$ �$-
1$���$&&)$ '��#%+ 2�$ Z ! .&�3$���� ��$* 4$#)* '��$#� ���������	

�	��	 {Xk; k ∈ Z}, "���3�$&&)$ "��#$���%�$# &��� 5 {ξj}, �"�$�$#/-
5��/ �%�$&����.

Xk :=
∑
j∈Z

ak−jξj ; (1)

"�� 6��. "�$�"�#%2%$��/+ '�� �/� � 789 �*�����/ � �$��/�&��� 5 8� �
'%��&����+ 6�� :��$� �)"�#&$&�+ $�#�∑

j

|ak−j|E|ξj| < ∞. (2)


�#� 3$ �#�'%(&)$ �$#�'�&) {ξj; j ∈ Z} &$,%����.)+ �.$5� 0�&$'&)(
�����( .�.$&� � 4$&������%&)+ �� �#/ �*���.���� �/�% � 789 ����%��'&�
"���$:��%� :�#$$ �#%:�$ ��#���$∑

j

a2
k−jEξ2

j < ∞.

��.$��.+ '�� �#/ &$,%����.)* ���&%0��� �%�"�$�$#$&&)* �#�'%(-
&)* �$#�'�& {ξj; j ∈ Z} �0�# ,/1�$ ��$�&�$ � 789 "�$���%�#/5� ��:�(
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"��#$���%�$# &��� ��%4��&%�&� ��/,%&&)* �#�'%(&)* �$#�'�&� 
�#�
.&�3$���� ��#�'&)* �� &�#/ 0�6;;�4�$&��� aj � 789 0�&$'&�+ �� "��
��#���� &$,%����.���� "���3�%51�* �#�'%(&)* �$#�'�& {ξj} "��#$��-
�%�$# &��� {Xk} "�$���%�#/$� ��:�( ����0�"&��� m-,%����.)* �#�-
'%(&)* �$#�'�&� 
�#� .&�3$���� A0 := {j ∈ Z : aj �= 0} :$�0�&$'&�+ ��
,%����.��� .$3�� '%��/.� "��#$���%�$# &���� {Xk} .�3$� :)� ��-
��%��'&� ��# &�(+ �+ � '%��&����+ 0#%���'$�0�$ ��#���/ "$�$.$<��%&�/
��,$&:#%��% � �:�%2�.��% �#/ &$$ .�2�� &$ �)"�#&/� �/ =8->+ ?@�

�%"�.&�.+ '�� "��#$���%�$# &��� {Xk} ����#$����/$� ��#���5 "$-
�$.$<��%&�/ ��,$&:#%��% 7�%0 &%,)�%$.�$ 
����	 �#� α��	�	�	�����
�	9+ $�#� "�� m → ∞

α(m) := sup
k∈Z,A∈Ak

−∞,B∈A∞
k+m

|P(B ∩ A) −P(B)P(A)| → 0,

� ����#$����/$� ��#���5 "$�$.$<��%&�/ �:�%2�.��% 7�%0 &%,)�%$.�$
�����	�� 
����	 �#� ϕ��	�	�	�����	9+ $�#� "�� m → ∞

ϕ(m) := sup
k∈Z,A∈Ak

−∞,B∈A∞
k+m,P(A)�=0

|P(B ∩ A) − P(B)P(A)|
P(A)

→ 0,

2�$ Ak
−∞ = σ{Xj, j ≤ k} � A∞

k+m = σ{Xj, j ≥ k + m} ! σ-%#2$:�)+ "���3-
�$&&)$ �����$�����51�.� &%:��%.� �#�'%(&)* �$#�'�&�

��#���$ ��,$&:#%��% �#/ "��#$���%�$# &���$( �0�# ,/1�* ��$�&�*
���#$���%#�� � =A-B@ 7� =B@ ! �#/ "��#$���%�$# &���$( � :�#$$ �:1$( ;��-
.$9+ � :)# &%(�$& 0#%�� �0�# ,/1�* ��$�&�*+ ����#$����/51�* 6��.�
��#���5� ��#���$ �:�%2�.��% /�#/$��/ :�#$$ �2�%&�'��$# &).+ �+ &%-
"��.$�+ � �#�'%$ &$,%����.)* 7�#� ��%4��&%�&� ��/,%&&)*9 2%������0�*
�$#�'�& {ξj} �&� �)"�#&/$��/ ��# 0� �#/ "��#$���%�$# &���$( {Xk} �
��#���$. m-,%����.���� =>@+ �� $� $�#� ��# 0� .&�3$���� A0 0�&$'&��
� &%���/1$( �%:��$+ � '%��&����+ &%(�$&) �0�# ,/1�$ ��$�&�$+ ����#$-
����/51�$ ��#���5 �:�%2�.��%+ 0�2�% .&�3$���� A0 :$�0�&$'&�� ���.$
6��2�+ �#/ &$0����)* 0#%���� �0�# ,/1�* ��$�&�* ��0%,%&� ���������$
"$�$.$<��%&�/�

C



�� α�	�
���������

��#���$ α-"$�$.$<��%&�/ :)#� "�$�#�3$&� �� �� ��,$&:#%���. �
8D?B 2��� =E@� � �%:��%* =A-B@ ���#$���%#�� "��#$���%�$# &����+ ���-
�#$����/51�$ 6��.� ��#���5� �$,�# �%� � &%�:�#$$ �:1$( ;��.$ :)#
"�#�'$& � =B@+ 2�$ �"��%& "��0#%�� �0�# ,/1�* ��$�&�* �� ���(����. α-
"$�$.$<��%&�/� ��&��&). ��#���$. � =B@ &% �%�"�$�$#$&�$ �#�'%(&)*
�$#�'�& ξj "�� 6��. /�#/$��/ &%#�'�$ "#��&���� p(t)+ ����#$����/51$(
��#���5 ��"<�4% � ��$�&$.F

∫ |p(t + x) − p(t)|dt ≤ C|x|�
� ���2�( �����&)+ � =8@ :)#� ��0%,%&�+ '�� �#/ "��#$���%�$# &����

Xk =
∞∑

j=0

ρjξk−j+ 2�$ ξj ! &$,%����.)$ :$�&�##�$��0�$ �#�'%(&)$ �$#�-

'�&)+ ��#���$ ��# &�2� "$�$.$<��%&�/ &$ �)"�#&/$��/� ��&��)�%/� 
&% �$* 3$ �%���3�$&�/*+ '�� � � =8@+ �%&&)( �$,�# �%� .�3&� �%�"��-
���%&�� � &% :�#$$ �:1�( �#�'%( �0�# ,/1�* ��$�&�*+ "�����$&&)* "�
���0�$�&). �$#�'�&%. � 0�&$'&). .&�3$����. ,&%'$&�(�

�
��������� �� ��
�� {ξj, j ∈ Z} � 	����
���	 ��
��	��	 
���
����	 �	������ �� ������� ���� �� ��� 	������	���  ���	 ���

!�� ��
�� 
��	
���"� ����	 ��
���� 0 < δ ≤ ∆ < ∞, 	 ����
���	
�� j� ��� ��

����	 �	��� �"���� ����� ������� ��
��	�	�	�� ξj

	 �	��	 δ � 	 ��	��
����� ∆. #���	$� ��
�� ��� �
	� k ��� � (2)

�����
� � �����	� ��� �� 
�	��"��� ���� �
����� � ��%&&�$�	�

��'

1) aj =

{
a0q

|j|, j < 0,
a0a

j, j ≥ 0,
a0 �= 0, 0 < q < 1, 0 < a ≤ δ

∆+δ
;

2) 0 < |akj+1
| � |akj

| δ
∆+δ

��� �
	� j ≥ 0, !�	 {akj
; j ≥ 0} � ������

���	�	 �� ������" ��
��"��� �	���� 	��	��	 ��%&&�$�	��

aj .
(�!�� ��
�	�����	���
�� {Xk} 	 �����	�����	� �
����" α��	�	�	�

�������

)
�� � �
������ 1) � 2) 	���	
��� ��� a � akj

���!�	� �� ���	��

��	�	 �
��	�
� �	��� � � 
����	 ���������� ����
���� 
������

�� �	���� ξj.

���$# &� .�3&� �)�$#�� 0#%�� "��#$���%�$# &���$(+ "�����$&&)*
"� &$,%����.). 2%������0�. �#�'%(&). �$#�'�&%. ξj� � 6��. �#�'%$
{Xk} /�#/$��/ ��%4��&%�&�( 2%������0�( "��#$���%�$# &��� 5+ % α-"$�$-
.$<��%&�$ 60���%#$&�&� "�#&�( �$2�#/�&����� �,�$��&) &$�:*���.)$ �

>



����%��'&)$ ��#���/ � �$�.�&%* �"$0��%# &�( "#��&����+ "�� 0����)*
��%4��&%�&%/ "��#$���%�$# &��� /�#/$��/ �"�#&$ �$2�#/�&�(F 6�� �%0
&%,)�%$.%/ �$��$.% �$#��&% ! �%�%�%&% 7�.� =G@9 ��&%0� &$"���$����$&-
&%/ "���$�0% 6��* ��#���( /�#/$��/ &$"�����( ,%�%'$(� � "�.�1 5 6��(
�$��$.) � =?@ :)#� ��0%,%&� ���������$ "$�$.$<��%&�/ �#/ &$0�����(
"��#$���%�$# &���� {Xk}+ "�����$&&�( "� &$���0�$�&). �#�'%(&). �$-
#�'�&%. {ξj} 7�.� � =?@ "��.$� �� �� �:�%2�.��%9�

��#$$ "����)$ ����%��'&)$ ��#���/ "�#�'$&) � =C@ � =>@� �&� ����/�-
�/ 0 "���$�0$ "�#�3��$# &���� � &$"�$�)�&���� �"$0��%# &�( "#��&�-
��� ��%4��&%�&�( 2%������0�( "��#$���%�$# &����� � �#�'%$ �0�# ,/1�*
��$�&�*+ "�����$&&)* "� &$,%����.). ���&%0��� �%�"�$�$#$&&). �#�-
'%(&) �$#�'�&%. {ξj}+ �"$0��%# &%/ "#��&��� f(λ) "��#$���%�$# &����
{Xk} �.$$� ���

f(λ) =
1

2π

∣∣∣ ∑
k∈Z

ake
−iλk

∣∣∣2Eξ2
0,

"�� 6��. �%&&%/ ;�&04�/ /�#/$��/ &$"�$�)�&�( � "�#�3��$# &�(+ $�#�+
&%"��.$�+

∑
k �=k0

|ak| < |ak0 | �#/ &$0�����2� k0�

�� ϕ�	�
���������

�%0 �3$ :)#� ��.$'$&� =>@+ � �#�'%$ 2%������0�( "��#$���%�$# &����
{Xk} �%�&�.$�&� ��# &�$ "$�$.$<��%&�$ �#$'$� ,% ��:�( m-,%����.��� 
{Xk}� �%0�. �:�%,�.+ $�#� .&�3$���� A0 :$�0�&$'&� % {ξj} ! &$,%����-
.)$ 2%������0�$ �#�'%(&)$ �$#�'�&)+ �� ��#���$ ϕ-"$�$.$<��%&�/ &$
�)"�#&$&�� �#$��51�$ ��$ �$��$.) �"��)�%5� �#�'%�+ 0�2�% ϕ-"$�$.$-
<��%&�/ �0�# ,/1�* ��$�&�* ���������$� �#/ &$0����)* ���2�* 0#%����
�%�"�$�$#$&�( ξj.

���
�� �� ��
�� {ξj, j ∈ Z} � 	����
���	 
������	 �	������
aj > 0 ��� �
	� j, ��� � (2) 
�����
� ��� �
	� k� � �����	� �
�����'

1) *��	
���"� �������	���	 ��
���� x0, c0, c1� c2, ����	 ���
��� 	������!� $	��!� j0 � 	������!� j1 > 0

sup
x≥x0

P(ξj0 ≥ x + y)

P(ξj0 ≥ x)
≤ c1e

−c2y ��� �
	� y ≥ 0,

P(ξj ≥ x) ≤ c1e
−c2x ��� �
	� x ≥ x0, 	
�� |j| < j1,

P(ξj ≥ x) ≤ c0P(ξj0 ≥ x) ��� �
	� x ≥ x0, 	
�� |j| ≥ j1;

A



2)

inf
j∈Z

aj

aj+1

> 0;

� ����	 �����	� ��� �� 
�	��"��� �
�����:
3) ∑

j �=0

aj ln |j| < ∞ � inf
j∈Z

aj+1

aj
> 0;

3′) ��� 	������� δ > 0� c3 > 0∑
j∈Z

aj |j|δ < ∞ �
aj+1

aj
≥ c3

ln|j| ��� |j| → ∞.

(�!�� 
����	�
���"��� ��
�	�����	���
�� {Xk} 	 �����	������
	� �
����" ϕ��	�	�	�������

���
�� �� ��
�� {ξj, j ∈ Z} � ��
�	�����	���
�� �!����	��

������� �	����� �� ������� ���� �� ��� 	������	�� � 	 �����


�� �� �
������� ���	
��� A− := {j < 0 : aj �= 0} �	
��	��� � ���
�"��!� k 
������� �	����� Xk �!����	�� (�!�� ��
�	�����	���
��

{Xk} 	 �����	�����	� �
����" ϕ��	�	�	�������


�#� � ��#���/* �$��$.) C &$ ��$:��%� :$�0�&$'&��� .&�3$���% A−,
�� ϕ-"$�$.$<��%&�$ "��#$���%�$# &���� {Xk} ��,.�3&� � � ��. �#�'%$+
0�2�% .&�3$���� ��$* &$&�#$�)* 0�6;;�4�$&��� aj :$�0�&$'&�� �"��%-
&�5 �%0�2� 0#%��% �0�# ,/1�* ��$�&�* "���/1$&% �#$��51%/ �$��$.%�

��$�$. �#/ &$0�����2� p ≥ 1 7�0#5'%/ �#�'%( p = ∞9 ��"�#&��$# -
&�$ �2�%&�'$&�$ &% 0�6;;�4�$&�) {aj}F

∑
k≥0

( ∑
j≥k

|aj|p
)1/p

< ∞, $�#� p < ∞,∑
k≥0

sup
j≥k

|aj| < ∞, $�#� p = ∞.
(3)

�'$���&�+ �, 7>9 �#$��$�+ '��
∑ |ak| < ∞� �:�,&%'�. '$�$, L #�&$(&)(

�"$�%���+ 0����)( ���:�%3%$� "�����%&���� ��..���$.)* "��#$���%-
�$# &���$( l1 � �$:/ "� �#$��51$.� "�%��#�F �:�%, Ly := ((Ly)k; k ∈ Z)
#5:�2� 6#$.$&�% y := (yj; j ∈ Z) ∈ l1 ,%�%$��/ ;��.�#�(

(Ly)k =
∑
j∈Z

ak−jyj, k ∈ Z.

?



�$20� ���$� + '�� �"$�%��� L /�#/$��/ �2�%&�'$&&). � "�����%&���$ l1.

���
�� �� ��
�� {ξj, j ∈ Z} � 	����
���	 �!����	�	 
������
�	 �	������ ��	"��	 �����
�� ��
��	�	�	�� pj(x)� ���	
���
A− ��	��� � 
��	
���	� ����	 C1 > 0, ��� ��� �
	� j∫

|pj(y + x) − pj(y)|dy ≤ C1|x| ��� �
	� x.

��
�� ����	 ��� 	������!� p ≥ 1 �����	� (3) � 
��	
���	� �!���

��	�� ������� ��	����� L−1 � ���
���
��	 l1.  ���	 ��!�� ��
��
��� 	������!� C > 0

P
((∑

j

|ξj|q
)1/q ≤ C

)
= 1, 	
�� p > 1,

P
(

sup
j

|ξj| ≤ C
)

= 1, 	
�� p = 1,

!�	 1/p + 1/q = 1. (�!�� ��
�	�����	���
�� {Xk} �����	�����	� �
���

��" ϕ��	�	�	�������

�������� 
�#� �#/ &$0�����2� k0 �.$$� .$��� &$�%�$&���� |ak0| >∑
k �=k0

|ak|, �� �"$�%��� L �.$$� �2�%&�'$&&)( �:�%�&)( � "�����%&���$

l1, �%0 0%0 �& "�$���%��. � ���$ L = ak0(I − L̃), 2�$ I ! ��3�$���$&&)(
�"$�%���+ % �#/ �"$�%���&�( &��.) ||L̃|| �"�%�$�#��% �#$��51%/ �4$&0%F

||L̃|| = ||I − 1

ak0

L|| = sup
||y||≤1

∣∣∣(I − 1

ak0

L
)
y
∣∣∣ ≤ sup

||y||≤1

1

|ak0 |
∑
k �=k0

|ak|
∑

j

|yj| < 1.

�� ������������

���� ������������ 	
��������� �� �&%'%#% ��0%3$. 6�� ���$�-
3�$&�$ "�� �)"�#&$&�� ��#���/ 2). �%0 0%0 �$�$�.�&����%&&)( ����2
�#�'%(&�( �$#�'�&) ξj &$ �#�/$� &% 0�6;;�4�$&� "$�$.$<��%&�/+ ��
.�3&� �'��%� + '�� |ξj| ≤ ∆/2 �#/ ��$* j.

	��� Vm,n ! .&�3$���� ,&%'$&�(+ "��&�.%$.)* �#�'%(&�( �$#�'�-

&�( Ym,n :=
n∑

j=0

akj
ξm−kj

. �&��04�$( "� n .�3&� "�0%,%� + '�� �%����/&�$

.$3�� #5:).� ���./ ��'0%.� .&�3$���% Vm,n &$ .$&$$ |akn|δ, ,&%'$&�$

B



�$#�'�&) Ym,n ��&�,&%'&� �"�$�$#/$� ,&%'$&�/ ��$* ξkj
, j = 0, . . . , n.

�%0 0%0 ∣∣∣ ∑
j≥n+1

akj
ξm−kj

∣∣∣ ≤ ∑
j≥n+1

|akn|
( δ

∆ + δ

)j−n

∆/2 = |akn |δ/2,

"�� 6��. �%�$&���� �����2%$��/ � &�#$��( �$��/�&��� 5+ Xm = Ym,n +∑
j≥n+1

akj
ξm−kj

, �� ��:)��$
{

Xm ∈ [
v−|akn |δ/2, v+ |akn|δ/2

]}
, 2�$ v ∈ Vm,n

���"%�%$� � {Ym,n = v} � ��'&��� 5 �� .&�3$���% &�#$��( �$��/�&�����
�:�,&%'�. Wm,n :=

⋃
v∈Vm,n−1

{v + aknz} .&�3$���� ��$* ,&%'$&�(+ "��-

&�.%$.)* Ym,n "�� ��#���� ξm−kn = z. �%0�. �:�%,�.+

{Ym,n ∈ Wm,n} = {ξm−kn = z}, Wm,n ⊂ Vm,n.

	�#�3�. Bm,n :=
⋃

w∈Wm,n

[
w−|akn|δ/2, w+|akn|δ/2

]
. ��2�% ��:)��$ {Xm ∈

Bm,n} ���"%�%$� � ��:)��$. {ξm−kn = z} � ��'&��� 5 �� .&�3$���% &�-
#$��( �$��/�&�����

	��� ξn ! &$�)��3�$&&%/ �#�'%(&%/ �$#�'�&%+ % ,&%'$&�$ z �):�%&�
�%0+ '�� 0 < P(ξn = z) < 1. � 6��. �#�'%$ ��#���$ ��# &�2� "$�$.$<�-
�%&�/ &$ �)"�#&$&�+ "��0�# 0�

|P(Xkj
∈ Bkj+n,j, Xk0 ∈ Bk0+n,0) −P(Xkj

∈ Bkj+n,j)P(Xk0 ∈ Bk0+n,0)| =

|P(ξn = z) −P(ξn = z)P(ξn = z)| =

P(ξn = z)(1 −P(ξn = z)) � 0 "�� |kj − k0| → ∞.

	��� �$"$� �)"�#&$&� ��#���$ 1). ��2�%

∑
j≥0

ajξk−j =
Xk − qXk+1

a0(1 − aq)
=: Yk.

� 6��. �#�'%$ ���������$ "$�$.$<��%&�/ ��0%,)�%$��/ %&%#�2�'&� "�$�)-
��1$.� ,%.$&�( Xk &% Yk+ "�#%2%/ kj = j.

�%0�. �:�%,�.+ "�$�#�3$&�$ 8 ��0%,%&��

���� ������������ ���
��� �� ��3&� �'��%� + '�� Eξj = 0 "��
��$* j� ��0%3$. �&%'%#%+ '�� �#/ m > 0

lim inf
x→∞

P(X0 < 0|X−m ≥ x) = 0. (4)

G



�#/ #5:�2� α > 0 �.$$.

P(X0 < 0|X−m ≥ x) =
P(X0 < 0, X−m ≥ x)

P(X−m ≥ x)
≤

P(X−m − αX0 ≥ x)

P(X−m ≥ x)
=

P(
∑

(aj − αam+j)ξ−m−j ≥ x)

P(X−m ≥ x)
.

��$�$. �#$��51�$ �$#�'�&)F

q :=
1

2
inf
j∈Z

aj

aj+1
, tj := tj(m) = min

|k|≤|j|
ak+m

ak
,

λ ∈ (0, qm), α := qm, bj := aj − αam+j.

��2�% 0 < bj < aj �#/ ��$* j, � �"�%�$�#��% �#$��51%/ �4$&0%F

P(X0 < 0|X−m ≥ x) ≤ P(
∑

bjξ−m−j ≥ x)

P(X−m ≥ x)
≤

P
( ∑

|j|≤j2

bjξ−m−j ≥ (1 − λtj2)x
)

P(X−m ≥ x)
+

P
( ∑

|j|>j2

bjξ−m−j ≥ λtj2x
)

P(X−m ≥ x)
= S1+S2, (5)

2�$ j2 �):��%$��/ ����%��'&� :�# <�. �%0+ '��:) �#%2%$.�$ S2 ���$-
.�#�� 0 &�#5 "�� x → ∞. ��0%3$.+ '�� �%0�$ j2 ��1$����$�� 	��� 
fj = ln |j|, $�#� �)"�#&$&� ��#���$ 3), � fj = |j|δ, $�#� �)"�#&$&� 3′).
��2�%

cf :=
∑
j �=0

ajfj < ∞,

� �#/ 0%3��2� m ��1$����5� �%0�$ K ∈ N � c4 > 0, '��

fjtj ≥ c4 ln |j|, $�#� |j| ≥ K.

	�#�3�.
j2 := max{K, j1 + m, exp

cf

λc4a−m−j0

}.

��2�%

P
( ∑

|j|>j2

bjξ−m−j ≥ λtj2x
)
≤ P

( ∑
|j|>j2

bjξ−m−j ≥ λtj2x
∑
|j|>j2

ajfj

cf

)
≤

E



∑
|j|>j2

P
(
bjξ−m−j ≥ λ

ajfj

cf
tj2x

)
≤ c0

∑
|j|>j2

P
(
ξj0 ≥ λ

fj

cf
tjx

)
≤

c0

∑
|j|>j2

P
(
ξj0 ≥

λc4 ln |j|
cf

x
)
≤

c0P
(
ξj0 ≥

x

a−m−j0

) ∑
|j|>j2

c1 exp
{
− c2

(λc4 ln |j|
cf

− 1

a−m−j0

)
x
}

,

2�$ �/�
∑

|j|>j2

&$ "�$���*���� �$#�'�&�

2c1cfj2

λc2c4

1

x
exp

{
− c2

(λc4 ln j2

cf

− 1

a−m−j0

)
x
}
→ 0 "�� x → ∞.

���.$ ��2�+

P
(
ξj0 ≥

x

a−m−j0

)
≤ P(X−m ≥ x)

P
( ∑

j �=j0

a−m−jξj ≥ 0
) .

	�6��.� S2 → 0 "�� x → ∞.
	�0%3$.+ '�� lim inf

x→∞
S1 = 0. 	�$���%��. S1 � ���$ "���,�$�$&�/

P
( ∑

|j|≤j2

bjξ−m−j ≥ (1 − λtj2)x
)

P
( ∑

|j|≤j2

bjξ−m−j ≥ (1 − qmtj2)x
) ×

P
( ∑

|j|≤j2

bjξ−m−j ≥ (1 − qmtj2)x
)

P
( ∑

j∈Z

ajξ−m−j ≥ x
) . (6)

��3&�( "�$�$# "$���2� .&�3��$#/ � 7B9 �%�$& &�#5+ �%0 0%0 "�%�%/
'%�� &$�%�$&���%

P
( ∑

|j|≤j2

bjξ−m−j ≥ x
)
≤

∑
|j|≤j2

P
(
ξ−m−j ≥ 1

2j2bj
x
)

"�$���%�#/$� ��:�( ;�&04�5+ 0����%/ "�� x → ∞ �:)�%$� 60�"�&$&4�-
%# &� �#� :)���$$ &$0�����( 60�"�&$&�)+ H 1 − λtj2 > 1 − qmtj2.

�����( .&�3��$# � 7B9 �2�%&�'$& "� x. �&��04�$( "� k ��0%3$.+
'�� �#/ #5:�2� k &%(�$��/ �%0%/ 0�&��%&�% dk+ '��

P
(∑

j∈J

bjξ−m−j ≥ (1 − qmtj2)x
)
≤ dkP

(∑
j∈Z

ajξ−m−j ≥ x
)

�#/ ��$* x ≥ 0,

D



2�$ J ⊂ {−j2,−j2 + 1, . . . , j2} � ���$�3�� &$ :�#$$ k 6#$.$&���� �#/ ��$*
|j| ≤ j2 �)"�#&$&�

bj

aj
= 1 − α

am+j

aj
≤ 1 − qmtj2 < 1 − λtj2.

	�� k = 1 �#/ #5:�2� |i| ≤ j2 �.$$.

P(biξ−m−i ≥ (1 − qmtj2)x) ≤ P(aiξ−m−i ≥ x) ≤
P

( ∑
j∈Z

ajξ−m−j ≥ x
)

P
( ∑

j∈Z\{i}
ajξ−m−j ≥ 0

) ,

d1 := max
|i|≤j2

{(
P

( ∑
j∈Z\{i}

a−jξj ≥ 0
))−1}

.


�#� dk−1 ��1$����$� � J ���$�3�� k 6#$.$&���+ �� �"�%�$�#��% �#$��-
51%/ �4$&0%F

P
(∑

j∈J

bjξ−m−j ≥ (1 − qmtj2)x
)
≤

∑
i∈J

P
(∑

j∈J

bjξ−m−j ≥ (1 − qmtj2)x, ξ−m−i < 0
)
+

P
(∑

j∈J

bjξ−m−j ≥ (1 − qmtj2)x, ξ−m−j ≥ 0 ∀j ∈ J
)
≤

∑
i∈J

P
( ∑

j∈J\{i}
bjξ−m−j ≥ (1 − qmtj2)x

)
+ P

(∑
j∈J

ajξ−m−j ≥ x
)
≤

kdk−1P
(∑

j∈Z

ajξ−m−j ≥ x
)

+

P
( ∑

j∈Z

ajξ−m−j ≥ x
)

P
( ∑

j∈Z\J
ajξ−m−j ≥ 0

) .

�#$���%�$# &�+ ��1$����$� � dk, "��0�# 0�

dk = kdk−1 + max
eJ⊂{−j2,...,j2},# eJ=k

{(
P

( ∑
j∈Z\ eJ

a−jξj ≥ 0
))−1}

.

�%0�. �:�%,�.+ ��0%,%&�+ '�� lim inf
x→∞

S1 = 0, � �, 7?9 �#$��$� 7A9�

8I



� �%��.%����%$.�. �#�'%$ ��#���$ �%�&�.$�&� ��# &�2� "$�$.$<�-
�%&�/ &$ �)"�#&$&�+ �%0 0%0 ;�&04�/ ϕ(m) �2�%&�'$&% �&�,�F

ϕ(m) ≥ sup
x

∣∣P(X0 < 0|X−m ≥ x) − P(X0 < 0)
∣∣ ≥

lim inf
x→∞

∣∣P(X0 < 0|X−m ≥ x) − P(X0 < 0)
∣∣ = P(X0 < 0) > 0.

�$��$.% 8 ��0%,%&%�

���� ������������ ���
��� �� ��3&� �'��%� + '�� a0 > 0 � ξ0

! &$�)��3�$&&%/ 4$&������%&&%/ �#�'%(&%/ �$#�'�&%+ &$ ,%���/1%/ ��
���%# &)* ξj� ��2�% �#/ &$0�����2� δ > 0 :���� �)"�#&$&) &$�%�$&���%
P(ξ0 > δ) > 0, P(ξ0 < −δ) > 0.

	��� 4$#�$ '��#� m �%0�$+ '�� a−m �= 0 7��"����. �#/ �"�$�$#$&&�-
���+ '�� a−m > 09+ y0 ! &�3&// 2�%&�4% &����$#/ �%�"�$�$#$&�/ �$#�'�-
&)

∑
j �=0

a−jξj, % xm ! �$�*&// 2�%&�4% �#/ �$#�'�&)
∑
j �=0

a−m−jξj. ��2�%

P(X−m ≥ xm) ≥ P
(∑

j �=0

a−m−jξj ≥ xm − δa−m

)
P(a−mξ0 > δa−m) �= 0,

P(X0 < y0) ≥ P
(∑

j �=0

a−jξj < y0 + δa−m

)
P(a0ξ0 > δa0) �= 0,

{X−m ≥ xm} ⊂ {ξ0 =
1

a−m

(X−m −
∑
j �=0

a−m−jξj) ≥ 0},

{X0 < y0} ⊂ {ξ0 =
1

a0

(X0 −
∑
j �=0

a−jξj) < 0}.

��6;;�4�$&� ϕ-"$�$.$<��%&�/ &$ ���$.���/ 0 &�#5 � �����. m, �%0
0%0

ϕ(m) ≥ |P(X0 < y0|X−m ≥ xm) −P(X0 < y0)| = P(X0 < y0).

�$��$.% C ��0%,%&%�

���� ������������ ���
��� �� ��3&� �'��%� + '�� a0 �= 0 �
aj = 0 "�� ��$* j < 0. 	��� G := (gk,j)k,j∈Z ! �"$�%���+ �:�%�&)( 0

88



L+ "�� 6��. gk,j := gk−j, gk−j = 0 "�� k < j� �"�$�$#�. �"$�%���)
Gn, Ln : R

n+1 → R
n+1 �* .%���4%.�

Ln :=




a0 0 ... 0
a1 a0 ... 0
���

� � �
���

an an−1 ... a0


 , Gn :=




g0 0 ... 0
g1 g0 ... 0
���

� � �
���

gn gn−1 ... g0


 .

	�� 6��. Gn /�#/$��/ �:�%�&). 0 Ln � ||Gn|| ≤ ||G||. �%. ����%��'&�
��0%,%� + '�� ��1$����$� �$�*&// �4$&0% ϕ̃(m) → 0 "�� m → ∞+ �%0%/
'�� |P(A ∩ B) − P(A)P(B)|

P(A)
≤ ϕ̃(m) (7)

�#/ #5:)* ��:)��( A ∈ σ{Xk, k ≤ k0} � ��#���$. P(A) �= 0 � ��:)��(

B =
k0+m+M⋂
k=k0+m

{Xk ∈ Bk}, 2�$ Bk ! #5:)$ :��$#$��0�$ .&�3$���%+ k0 !

#5:�$ 4$#�$+ M ! #5:�$ &%���%# &�$ '��#��
�:�,&%'�. m1 := k0 +m, m2 := k0 +m+M. �#/ m1 ≤ k ≤ m2 ��$�$.

�#�'%(&)$ �$#�'�&) Yk :=
k∑

j=k0+1

ak−jξj � .&�3$���� D :=
m2⋂

k=m1

{Yk ∈ Bk}
� �&%'%#% �4$&�. �$#�'�&� |P(A∩B)−P(A)P(D)|. �%0 0%0 A ∈ Fm1−1

−∞ :=
σ{ξj, j ≤ m1 − 1}, ��

|P(A ∩ B) − P(A)P(D)| =∣∣∣E(
E

(
IAIB − IAID|Fm1−1

−∞
))∣∣∣ =

∣∣∣E(
IA E

(
IB − ID|Fm1−1

−∞
))∣∣∣ ≤

P(A)ess.sup
∣∣E(

IB|Fm1−1
−∞

) −E
(
ID|Fm1−1

−∞
)∣∣, (8)

2�$ IA+ IB+ ID ! �&��0%���) �����$�����51�* .&�3$����

I1 := ess.sup
∣∣E(

IB|Fm1−1
−∞

) − E
(
ID|Fm1−1

−∞
)∣∣ ≤

sup
∣∣∣ ∫

I
( m2⋂

k=m1

{ m1−1∑
j=−∞

ak−jvj +

k∑
j=m1

ak−j ỹj ∈ Bk

}) m2∏
j=m1

pj(ỹj)dỹj−

∫
I
( m2⋂

k=m1

{ m1−1∑
j=k0+1

ak−jvj +

k∑
j=m1

ak−jyj ∈ Bk

}) m2∏
j=m1

pj(yj)dyj

∣∣∣, (9)

8C



2�$ sup :$�$��/ "� .&�3$���� "��#$���%�$# &���$( vj , �%0�* '�� ||vj||q <
C. ��$#%$. ,%.$&� "$�$.$&&)* � "$���. �&�$2�%#$ "�%��( '%��� 7D9 "�
;��.�#$ yk = ỹk + wk+ m1 ≤ k ≤ m2, 2�$

(wm1, wm1+1, . . . , wm2)
T = GM(zm1 , zm1+1, . . . , zm2)

T , zk :=
∑
j≤k0

ak−jvj ,

"�� 6��. wk ����#$����/5� ��#���5
m2∑

k=m1

|wk| ≤ ||G||
m2∑

k=m1

|zk| ≤ ||G||
m2∑

k=k0+m

∣∣∣ ∑
j≤k0

ak−jvj

∣∣∣ ≤ S(m),

2�$

S(m) = C||G||
∑
k≥m

(∑
j≥k

|aj |p
)1/p

, $�#� p < ∞, �

S(m) = C||G||
∑
k≥m

sup
j≥k

|aj |, $�#� p = ∞.

�, �%�$&��� wk + ỹk = yk+ m1 ≤ k ≤ m2, �#$��$�+ '��∑
j≤k0

ak−jvj +
∑

m1≤j≤k

ak−j ỹj =
∑

m1≤j≤k

ak−jyj,

"�6��.� "��#$ ,%.$&) "$�$.$&&)* %�2�.$&�) �&��0%���&)* ;�&04�( �
7D9 ���"%�%5�+ %+ ��%#� :)� +

I1 ≤ supP |wj |<S(m)

∫ ∣∣∣ m2∏
j=m1

pj(yj − wj) −
m2∏

j=m1

pj(yj)
∣∣∣ m2∏

j=m1

dyj ≤

supP |wj |<S(m)

m2∑
j=m1

∫
|pj(yj−wj)−pj(yj)|dyj ≤ C1 supP |wj |<S(m)

m2∑
j=m1

|wj| ≤ C1S(m).

�%0�. �:�%,�.+ �, 7E9 �#$��$� |P(A∩B)−P(A)P(D)| ≤ P(A)C1S(m).
�%0 0%0 6�� �$�&� �#/ #5:�2� .&�3$���% A ∈ σ{Xk, k ≤ k0}, �� �, 6��2�
&$�%�$&���% �%03$ �#$��$�+ '�� |P(B) − P(D)| ≤ C1S(m) �

|P(A ∩ B) −P(A)P(B)|
P(A)

≤

|P(A ∩ B) −P(A)P(D)|
P(A)

+ |P(D) − P(B)| ≤ 2C1S(m),

�� $�� 7G9 �)"�#&$&� � ϕ̃(m) = 2C1S(m). �$��$.% > ��0%,%&%�
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