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��  �� ��������� �
�
����������!
���� ��
���� "�
��� �������# �����
���� ��
��� $� �����
!%��# �  ����� ��&�����
 �""����'�
����� ���������� (������� �������
��� �������� ������
 ) � ����������!
�� 
������ �� "���
����� ��������� ���� � ��*""�'����
�� � �������������� ����!
��� ������� ��+����� �� ��
������� $�����
 � �
���������� ���
���� �����
����
����������� ���
 �� ��,��
 � ��
���� -.�/#-.0/� % �
������� ��
��� ����,�� ���� #
����������  ��
�
��  
���� ������� � ��������� �+ ���������� 1�� ��,����� ���� 
�� ��
����� �
������������� ������� � ��,�� ���� �������  ��  ����� ��*""�'�!
������ % �
������ �������
'�� �
����
� ����
� ��������� ������� ������� ��+�����
�� ��
�������

(���� �����  ��
�
�������
 �������� ������� )� 2����� ����'� ������������� ��!
��������� 
������ �� Wm,n "���
����� ��������� ���� �
 km+n# ����
������ �����!
���� �����
������ ������� ���
��������� n# � �� ��� �
����
����� �� �������� �!
 
������ �� � �������� ��������� ����� �� ������
� � 
�����
 ����������� ������"!

�
 glm,n
def
= glm ⊕ gln � ��� 
�����
 �� Wm,n �
�
 
���� � �������� ����� �����

������������� �� ��
������ *��� � 
������� % �� � ���� �
���� 
����
 � *��� ��!
�
���� -�/ ����  ��
�
��# ��� "
����!
�����
 H•

m,n 
������ %���� 
������ �� Wn �
2m + 1 ����� ��
� 
����� "�����
'�� �� ������� ����� ��
�
���� � ��'���� ���!
����� 
������ �� Wm,n�

������
 �� Wm,n ���
 ��
���� � 
������ �� ���� "���
����� ��������� ���� Wm+n

�
 km+n� 3�� �
��� ������������� ��'���� ������� C•(Wm+n, glm,n; k) �����������
�����
,
���� �
 ����
���� ������������� 
������ %����H•

m,n� 4
���+� *�� �����
,����
������ ϕ� 5����, 
����# ��� ���������� �����
,���� ϕ ����������� � �
 ������������
�� &�������� ���������� 	��  ��
�
�������
 ��������������  ���
����� �� &�����
�
�������� 6�
��� ���
���� ���"��� ��������� � �����
,���� ϕ7� %�� ��'�� ��
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����!�� ���������� ���
� ������
� �
��������� �
 ��
"� ��,�� ���� �
���,��
 �
����� � ���� ��� �������� �
����������# �� ���� �������� ������
'�� ��
"��# � ��!
����� �
"�������
� �
��� �
���������� ���� ������� 8�� ��
������# ������� ���������!
��� �
�������� ψ �
 ������ ��������� �����
���� �  
,� 
������ 9 ��,
����� ���
�� ����
���
�� �  �""����'�
�
�� � �������
�� % �
���� ��
�
��# ��� ��,��  �""�!
���'�
�� ��������� 6��� ����� "�����
'�� � ����� ����� ��+���!��
 �����
����
� ���7 �
�# ��� ����������� ��������� �� ���������# 
 �����
,���� ψ ��
��� ���"��!
��� ���������� :���� �� ��'����� � �� ����� ��
���
��# ��� �����
���
� ����!
 ��
���������# 
���'�����
��
� �� ��
� 
����� "�����
'��� �
 ������������� 
������
%���� 
������ �� Wn# ����, 
���� � ����� ����� � ����������� �����'�� ���
 
�� �
�������������� ������������� � ��*""�'����
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�������
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�
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� ���������� ������ �����
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������ � ��
��� ����������� �� �������� 
����� ��
� ��������,���� �������������� ��*""�'����
���

�
���
 �������
 ��� ����� ���
���� % 
�
��
"� ;< ���� ��� "����������� �����!
��� ������# ������ ���� ��� ������ �
���
����
���� 
����� �� � 
������ %���� ��!
�� ��� � *��� ,� 
�
��
"�� % �
��� ;= �
���
���
���� �� ��������� ���������
�������
��� ���������� � ��������� �
������� �
�
�������������� ��
����� % 
�
!
��
"� ;=�) ��
�
��# �
� ������� �
�
�������������� ��
��� "�
��� �������# �
��� ��
�!
�� �
�,� �
���
�� ���������� �
�
��������������� ��
��
��� % � 
�
��
"� ;=�)�)
� ����
�� �� �����  �� ����
� ����� "�
���# �� ���� � ����
�# ��� 
 �
������ ���
�!
��������� ������� �
��� 1� % 
�
��
"� ;=�< ���� ��� ��+ � �� ���������# � �����
��������
����� � �
���� -.0/  ��  ��
�
�������
 ������� ���
�
!���
�

>
��� ;? '������ �������
  ��
�
�������� ������ ) � < � ���������� ������ �� 

�� ��
������� ��'������ 3�����
 = �������� �� ������ ��� ������� 8�
�
�
 6
�
��
"
;?�)7 �
��
�
���
���� ���� ��
"��# �������������  �� �
���� � ���
��
��
�� �����!
��� ���� 3
��� ���
��� �
���
����
���� ��'���� �������� �  �""����'�
�� � ���
����� ���� ���
�� ������
������ % 
�
��
"� ;?�< ��
�
��# �
� ��,�� ��������� ��!
����������� ����������� 
������ �� Wn+m � �
� ��������� ��'����  �""����'�
�#
����� ����������� ���
���� ��,����� % 
�
��
"� ;?�= �
����� � ����� �
����
����
������������� ��'���� ������� 
������ �� Wm,n� (������� �������
�� ���
���� �

�� � ���� �
���� 
����
 -�/� 1���� ��� ����� "������  �� �� ��
������� ��'��!
��� 6
�
��
" ;?�=�<7 � �
����
� �� ����� ����
� n = 1# � � ���� +���� "������ �����
���� ������ ������� 6
�
��
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���!
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% *��� 
�
��
"� �� �� ���
� �
��� 
����� ��# ����������� ������� �� �� �����������
�  
��������� 1���� k A �������� ��� �
�
���������� 0# ������ � ����,����� R

��� C� (����
��� On = k[[x1, . . . , xn]] A ����'� "���
����� �������� �� �� �
 k
n�

Wn A 
�����
 �� "���
����� ��������� ���� �
 kn 6
�����
 ��  �""����'����
���
On7� �������� ��������� ��� 〈xi

∂
∂xj

〉 ���
���� � 
������ ��# ������"��� 
������

�� �
���' gln� $�
���� �������
� ������� � ���������� ����������� 
������ �� Wn �
��*""�'����
�� � �������������� ������� ������� ��+����� �� ��
�������


����� ��

∀k ≥ 1 Hi(Wn, gln; SkW ∗
n) =

{
[Sn+kgln]gln, ���� i = 2n,
0, ���� i �= 2n.

:���� ���
��� �� &�������� ��'����� �� ��  
�� � 
�
��
"� ;?�=�<� 2� �����!
����� ������������� ����������� ����� ������� �����  �� 
��������� �����������#
��� � ����, ���� ��������������� �����
����� ���� ��
����������

�������	� ��

∀k ≥ 1 Hi(Wn; SkW ∗
n) =

{
[Sn+kgln]gln ⊗ Hi−2n(gln; k), ���� 2n ≤ i ≤ n2 + 2n,
0, ������

	��
�
�������� ������� ) �� �� ������� � ���������� � � ��+��� �����������
� ���������� ��*""�'����
�� 
������ �� "���
����� ��������� ����# ����
���!
��� ��������� n!������� ������� � (n + m)!������ �����
������ (����
��� *�� 
�!

����� �� Wm,n
def
= Wm � Wn ⊗ Om� 1����� ��������� �
��� 
������ �� �
 �������

����� ��� ��������� ������� � ��� ������ �
�������� "�
� �����
����� �������
{F1,F2, . . . ,Fk}# ���� ni A ���
��������� Fi+1 � Fi� 4
��� ���,�������� �� �����
n = (n0, n1, . . . , nk) ��� ����� 
������ �� Wn# ��"��������
���� ����
������ *���
"�
� � ����������� ����� 0� %�������� ��� ω =

∑n0+···+nk

i=1 fi
∂

∂xi
���
 ��,�� 
������ ��

Wn# ���� "���
����� �������� ��  �� fi �
����� ������ �� ��������� x1, . . . , xn0+···+nr #
� � ����� r ��� ����� �� ���
������
 n0 + · · · + nr−1 < i ≤ n0 + · · · + nr� 1� 
�����
 �
�������� ��������� ����# ���, +��
� 〈xi

∂
∂xj

〉# � � �� ���� i, j ��,
� � ��������!

�
�� (n0 + · · · + nr−1; n0 + · · · + nr]# ������"�
 �
������� 
������ glnr
� B������� ��

�
���� � 
����� ����������� � ����
 *��� � 
����� ������"�
 ����� �
�������

gln
def
= gln0

⊕ · · · ⊕ glnk
↪→ Wn� �
�������� � �
� I � �������������� 
������ S•gln#

���, +���� �
����� � �����
���� Sn0+···+nr+1(gln0
⊕ · · · ⊕ glnr

)#  �� r = 0, . . . , k�
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�
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�������� �� gln
����	�� 	
��
 � ��	��� �	������ � �
������	 � gln���������	��� � ��	
���������
S•gln/I�

H2j(Wn, gln; k) =

[
Sjgln

I

]gln
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 gln!���
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���� ����� ����� ������ ���
��� �� ������ ���
��
���� � ���!
���
� ���
������ � ������������ 	�� "����������� ���������������� ����
� �
� �!
��������� �
��������� 
������ %���� 
������ �� gln�

��������	� �� ������
� ����� ������� �� g �������	�� ��
�
���� �������� �����
�

�������
������ ������� W •(g)
def
= Λ(g∗[−1] ⊕ g∗[−2]) = ⊕i,jΛ

i(g∗) ⊗ Sj(g∗)[−(i + 2j)]! ����
����� ��� 
������"� �� 
������#��! � ����� 
	
���$���� ��
��	����
�
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�� ��
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$���	����
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���$���� �� Λ1(g∗) → S1(g∗)��
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�
�
��� �������
� ������� ����� W •
0 (gln)

def
= W •(gln)/(Λ•(gl∗n)⊗

I•) �
������	 � 
�� 
� 
�
�
�
��� ������� �� �
�������� ��	
���� �
���! �
����
���#�� �	��	��� ����� ��
����! � �
�	
������ 
&��� ���	��� H•(Wn; k)�

C�  
 �� � ������  ��
�
�������� ������  �� ����
�  ��� ��� ��������� 6���!
�
� k = 17# �� ����  �� ����
� 
������ ��# ����
������ ��������� � ���� ��������
(���� ����
�  ��� ���� ���������� 
�
��������� ���� 
��� 	��  ��
�
�������
 �
�
������ ��� �
���!���� � ������� ���
�� ��'���� ��������# � �������� �� �� ��!
���� ����� �
���
� B�� �� �� �� ��
�� � 
�
��
"� ?�) �� ����� ������� ������
���
��
����� D���� ���� ���
���� � ��
��� ����  ��
�
�������
 ��,�� ���� �����+�
� � ��+�� ������������� ����������� 
������ �� Wn � ��*""�'����
�� � ���������
������� ������� ��+����� �� ��
������� 8"���������� �������� �������
�# ���
���
 ��
�
��������  � �
��� @#
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�
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����
����"��
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 �����	������� 
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 � �	������ 
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� ����
����� 
�������� ��
����
���������� �������

% *��� ��
�� �� ��
,�� ��������� ��
� 
����� ��������� �
�
�������������� ��
����
�
������� �������������� �������� ���� 
�� "���
����� ���������# � � ����� ����
����������� ������ �������
�� ����������# �� ��
���� � *��� �
�����

��� ������	��	����	� ������ ������ �����	�

�
�������� C∞!��
 ��� ��������
��� M � "�
� ������� F̄ def
= {F1, . . . ,Fk} �
 �+�� 1����

νi "
���� ����
������ �
�������� F i � ����
������ �
�������� F i−1# ν1 A ����
�����

�
�������� � F1� 1���� n
def
= (n1, . . . , nk) A ������ �
���������� �
�������� νi� 1����

V(F̄) �����
����� ��
����� GLn!�
�������� 
���'�����
����� � (ν1⊕· · ·⊕νk)� 1�������
������������ � ��������� � F̄ �������"���

θ : H•(Wn; R) −→ H•
DR(V(F̄))

E
"�������� �����
����� "�
� Rn = {R
n1 × R

n2+···+nk , . . . , Rn1+···+nk−1 × R
nk} � ���� ,�

���
������������ 1���� Sp(F̄) ���� ��������
��� p!����� ��������� M → Rn1+···+nk �

���������� ����� ��	��
��
� � ������

�



������ � ����� 0# ����� ���� "�
� F̄ � ��
� 
����� Rn� (�� ���� ����������������
��������
��� S(F )# �
� ���
���� �� �� �����
,����

· · · → Sp(F̄) → Sp−1(F̄) → · · · → S1(F̄) → S0(F̄) = M

4
 "���'��� �
 ��������
��� S(F )  �������� 
�����
 �� Wn# �
 
�
� � �
, �� ���!
�� ��������
��� ������"��� Wn � �
�
������� �����
������ � *��� ������ 3� ����
�
 S(F̄) ������� ��������
 ��
����� � ���� ���� Wn!�����
����
 6��� -$9./#-D�/7# ���

�
 
+� �����
,���� θ̃ : C•(Wn; R) → Ω•
DR(S(F̄))� C�������
��� S(F̄) ������������ *���!

�
������ 1!������ S1(F̄) ∼ V(F̄)� $������"��� θ̃ ����������� �  �������� ���
�����

���� On
def
= On1 × · · · × Onk

� 8�� ��
������# ����� �������"���

θ̄ : H•(Wn, on; R) → H•
DR(S(F̄)/On) = H•

DR(M)

2� ����������# �� ��
���� � *��� ��
���# ��� ���# ��� �� ,� �
��� �
�
��������������

��
��� ����� ���� ������� ��� ����� ���
���� % �
�������� V(F̄)
GLn→ M �������

�
��� gln!��������� θ = {θ1, . . . , θk}# ��� θi ���
�
���� � ���� �
 ����� ������� Fi� 1����

κ
def
= dθ + 1

2
[θ, θ] �
 
+� "���� �������� �
��� ���������� 3�� 
 ���
� *��� "���� ��

����'�� �
 ����� i �����,������ πi : gln � gln1
⊕ · · · ⊕ glni

�����
��� �
 �����
��
������ ���� ������� Fi �� �����
,���� V(F̄) → M � 8�� ��
������ (πiκ)n1+···+ni+1 = 0 �
� �
� (I ⊗Λ•(gl∗n)) �� ������� = ��,�� � � �� �����
,���� ���� 
������ %���� � "����
�
 �����
����� �
��������� 2���� ������
������  �
��
���F

H• (W •(gln)/ (I ⊗ Λ•(gl∗n)))
α ������������

��������

����������

H•(Wn; R)

���
���

�����
���

H•
DR(M)

6=�)�)7

	��
�
�������� ������
��������  �
��
��� 6=�)�)7 �� ������# �
����� ������# ���
������
 =  ��
���
�� ������"��� ��������
����� ��������

����� ������ 	
��� ����
� n = (1, . . . , 1)

�
�������� ����� "�
� �� N �������� 3� ����# ���� ���
��������� Fi+1 � Fi �
��

1  �� ������ i� (���� ���� �
�
�������������� ��
��� �
���� "�
�
# �
 
�
���� ��!
'���
��# �� ��
�������� ����������� ��������������� ���������������� 
������ ��
��������� ����� 1�������� �������������
� �������
���
� ���
 O(1) × · · · × O(1)
�����
���
# ��� ����
����� �
�������� νi �����
����� 4
� �� �� ���������
�� ��!
���
����� 
��������� ����������� H•(W(1,...,1); k)� %�� +�  ������������ �����
�����
 �� ����������� ���
��
���� �� ������� =# ������� �� �����
���� ���������
�����
1���� ζi ∈ [Λ1(gl1)]

gl1 , i = 1, . . . , N A ���
������ gl1,...,1!���
��
���� �� ������� 
���!
��� Λ•(gl1,...,1))# ��������������� �
���
���� � *�������� �������� ��������� ����#

�
�
������� � ��� Fi � ���� �������� Fi+1� 1���� ξi ∈ [S1gl1]
gl1 ���
������ ��!

������������� 
������ ���
��
���� � �������������� 
������ S•(gl1,...,1))� 8�� ���
�
������
 �����
�� ��'����# �� ��
������� ��
��� ����������� "
����!
������ 
���!

��� %���� � � �
�� I
def
= (ξi1

1 . . . ξis
k |i1 + · · · + is > s ≤ N)�

�




����� �� '
�
��

ζα1 . . . ζαsξ
i1
1 ξi2

2 . . . ξiαs
αs

, 1 ≤ α1 < · · · < αs ≤ N, 6=�)�<7

� ���
�����
∀k < αs ���
����
 i1 + · · ·+ ik ≤ k
i1 + · · · + iαs = αs,

6=�)�=7

�������	 ����� � 
�
�
�
���� ������� �� W(1,...,1) � �
�	
������ 
&��� ���	����

(�� )������	�
∑

q≥0 qkdimHk(W(1,...,1); k) ����� 1+
∑N

k=1 q2n+1(1+q)n−1C(n)! ��� C(n)
def
=

1
(n+1)

(
2n
n

)
* n�
� ����
 %�	������

+
���	����	�
� 3�����
 = ��� �� �
 
�� � ������ ������
������ �
 
��# ������� ��
 ��
,�� �� ��'��� � N � %����� ������ ���� �����
����� ���� ��
��������� 
���!
'�����
���� �� ��
� 
����� "�����
'��� �
 ����
���� 
������ %���� W •

0 (gl(1,...,1))�

E2p,q
2 = Λq(ζ1, . . . , ζN) ⊗ Sp(ξ1, . . . , ξN)/(I), E2p+1,q

2 = 0,

d2 =

N∑
i=1

ξi
∂

∂ζi

%�� ��
����  �""����'�
�� �
��� ����# �*���� �
�
 �
 
�
 ����
�� ������ �����
5��� ���� ��������� � ����
��
���# ���,�� ζ1 < · · · < ζN � ξ1 < · · · < ξN � 3�� 

����� ��+���!��
 �����
���� �  �""����'�
�� d2 ������������ ����
����� ����
��
!
���  �""����'�
� ������
��� � �
��� ξN

∂
∂ζN

� G�� ����������� ���, ���  ���� ��
��
�������F �����
��# �� ��,
���� ����� � ������� N � �� �� ��,
����� 1����� ����
!
�� ����� �� ζα1 . . . ζαs−1ζNξi1

1 . . . ξiN
N # �
� ��� ξi1

1 . . . ξiN
N �∈ I# 
 ξi1

1 . . . ξiN+1
N ∈ I� B�� �������

� �������� ������������� �������� 6=�)�=7  �� αs = N � G��� �������� �� ���� �����
�� �� ��,�� ��������� ζN , ξN # �� �� �
�� ��� ��,�� � ������������  �""����'�
�

ξN

∂
∂ζN

� 4
 � �����
����� �� �
������� �� ��������� ζN , ξN  �""����'�
� d2 �
�!
,� �� �
����� �� *��� ���������# 
 ��
��� ��� ����������� ����� ���� � ����
�� ��
�� ���,���� �� ��'��� %�� ���
���� ξk

∂
∂ζk

 �������� ���+� �
 �����
�# ���
����
� �������# � ���
� �
��� ������� @  ��
�
�
�

(��
+��� �
������# ��� ���������� ������� ������ N �� N ��������� ξ1, . . . , ξN �
��������� i1+· · ·+ik ≤ k  �� ������ k ≤ N # �
��� N !��� ����� 9
�
�
�
 6�
��� ���
���
����� 9
�
�
�
 ��,�� �
���# �
�����# � -8�/7�

��� ������	��	����	� ������ �� ���������� �������

1���� π : S → M �
�������� ��
 ��� ���������� ��������
���# ���� �������� ���� ��
 !
��� ������, ����� ���
����� ���������� n!������ ��������
���� 1������� �
����!
���� πcoor : Scoor → M � ���������������� ���
����� �����
������� 3����� ��������
!
��� Scoor �������� 
�
 (s, f)# � � s ∈ S# 
 f ���� ��������
� � ����� s ∞!����� �������"!
���� �����
,���� Us → C

n � ������ � ����� Us A ����������� � ���� �����
,���� �����

s� 1����'�� πcoor ��� ����
 � ������������� �
���� πcoor(s, f)
def
= π(s)�

4
 Scoor ��� ����
 1!"���
 �� ��
������� � Wn# �
 
��
� � �
, �� ���� ���������
��
����� � ���� ���� Wn!�����
����
� >�� �
 
+� ����
���
���� � "�����
'���� ����!
�
,���� 
������ %���� W •(Wn) �
 "���� �
 Scoor� % ����� �
�������� πcoor  ��������

�



����� �� � ��
 �� ���
 GLn �������� ���������� �
��� ���� ��
�# �
� ��� ���� �
�!
������� Scoor/GLn → M ������������ *����
������ ����� �
�������� S → M � 2����
�����
,���� ������������� 
������ %���� W •(Wn, gln) � "���� �
 Scoor/GLn �# � �
��!
�����# �����
,���� ������ ������ ��������������� �����
����� ���� ��
����������F

Hq(Wn, gln; SpW ∗
n) −→ H2p(M, Hq(F coor/GLn)) = H2p(M, Hq(F ))

8��� π ���
����# ��������� � n!�����# � ��� � ������� ) �����F

[Sn+p(gln)]gln ∼= H2n(Wn, gln; SpW ∗
n) → H2p

DR(M, H2n(F )) ∼= H2p
DR(M).

� ����������� Wn � ���  �!������� � SmW ∗
n

���  ��!���������

>���� ����� ����� ����� ���
��� �� ��
������� �������
 C•(Wm,n, glm,n; k)# �
� �!
��������� ������ ���� ������ �����
������ 1���� V A �
������������� m!������ �� !
��
������ glm# U A n!������  �� gln� 4
����� ������ ����  �� �
���� � Wn �
���
��
� 
����� ������"����� gln!�� ����F

gln
∼= V ∗ ⊗ V,

On
∼= ⊕̂

m≥0
SmV ∗,

Wn
∼= ⊕̂

m≥0
SmV ∗ ⊗ V,

� � �����
 �
 ������ ���
�
�� ��������  � "���
����� �������� �� ��� 2����

C•(Wm,n, glm,n; k) = [Λ•(Wm � Wn ⊗Om)/(glm ⊕ gln)]glm,n =

=

Λ•

⊕
i≥0
i�=1

SiV ⊗ V ∗

⊕

 ⊕
i,j≥0

(i,j)�=(1,0)

SiU ⊗ U∗ ⊗ SjV

glm,n

=

=

 ⊕
pi, i≥0,i�=1

qi,j , i,j≥0,(i,j)�=(1,0)

⊗
i

Λpi(SiV ⊗ V ∗)
⊗
(i,j)

Λqi,j(SiU ⊗ SjV ⊗ U∗)




glm,n

=

=
⊕

pi, i≥0,i�=1
qi,j , i,j≥0,(i,j)�=(1,0)

⊗
i

Λpi(SiV ⊗ V ∗)
⊗
(i,j)

Λqi,j(SiU ⊗ SjV ⊗ U∗)

glm,n

. 6?�)�?7

9�
�������
� ������
 �� ������ ���
��
���� �����, 
��# ��� glm!���
��
��� � ���!
������ �� ��� V ∗⊗s⊗V ⊗t# ����� ���� ������ �� ���
 
���� s � t � ���, ��� ��� 
��#
�
���
����� V � V ∗ 6� ������ ��,�� ��������� -%/7� 8
���
��� � ���� �����
,
��
��
"������ A ������
��# � ����� �� �����,����� V ∗ � �����,����� V � D���� ���� �

�
���
��� 6��
"�7 ����������� ����������� �� s ≤ m� 1���� ��� �����
,���� �
!
�
����
�� �
 ������������ ����� ���
�� *������� ��'����� �������
 � ������
��
"��#  
���� ������ ���
���# �� ����������� m, n � ��������������

�



8����
��� �
, ��� ��� ���� ���� ������������  ������� glm ⊕ gln *������� ��!
���
����
  ������������ � 
������ �� Wn�Wm⊗On ������� ��
"
� 9
, ��� �
���
���
U∗ H U �����
��� ����������
���� ������ ����� U* U� 9
, ��� �
���
��� V ∗

H V #  
�� �����
�� ��� �� �� � ����� �
���
���# �����
��� ����������
���� ���!
������ ����� *V V� 1������ ����������
���� ��
"# �+��
 �������� ���
����
� 2 '���
� 	�� ���� ����� ����������
���� ��
" � ��
������� �+��
�� �
 
�
� *������
��'����� �������
 C•(Wm,n, glm,n; k) ������ ��� �
�,� ������ ��� ����� ������� �

��� �������F

(ı) ,� �$�
� ���-��� ���
��	 �
��
 
��
 ����
�
(ıı) .� ��#��	���	 ���-��� �����! � 
	
��� ��
��	 �
��
 
��
 ����
 	
�


$�  ��	�! �	
 � ���
��	�
(ııı) .� ��#��	���	 ���-��� �����! �� 
	
�
� ���
��	 ���	���
� ����
! �

��
��	 �������
� 
�����	�
 ��
�	�� �"����

4
���+� ������ � ���,����� ���� ��
"�� � ��
������� �  �
 '���
 �+��
�� � � ������!
���
����� ������
��# � �������������� �������� (ı)−(ııı)� B�� ���,����� �����������
��
 �����
�� � ����� ������ � ��
"� � = ��r� 1������� � ��
"� Γ ∈ �r � r ������
!
�� ��� ��+���� � ���������  � ��
�
 ������������� r!��'��� 1����������� �������
��
"
 ����������� ���
���� 9
, �� ������� ���
��� � ������������ ������ �����
(k, l, ε)# � ����
��� ��� ������� '���
 ��� ���� � ���� ���� �+���� k A ����� ��� �!
��� ��������� �+���# l A ����� ��� ���� ������ �+���# ε �
��� 1# ���� ���� ����
����� ��������� � 0 ��
��� 8 �
, �� �������� γ ��,�� ����
�� �����
����� ��������

Vγ
def
= SkγV ⊗ V ∗⊗εγ ⊗ SliU ⊗ U∗⊗(1−εγ). $�
" �
 
+� ������������ ��+���� �� �����  ��

������ *������
 �� ���������� ������ ���� �����
���� Vi� 	��,��� 
����������
���
� ���� �����,��� �����
'��� ������ ��� ����� ��'�� cΓ ∈ Cr(Wm,n, glm,n; k)� C��!
,����� ��'��� {cΓ|Γ ∈ �} �� �������� ������� ���
�������# �� �� ������
� �������

���, 
�� ���� ��'���� �������� 8�� ��� �
������# ��� ���,����� ��
"�� � ����
 ��!
���
��� � ����� ������ � ��������� �+���� B�� ��
 ������� ���������� �
 ��'����
������� 
������ �� � �� �� �� �����
�
�� ��  ����  ������������� ��,���� ��!
 ���
�� � = �k,l�k,l� (��
���� ��
 ������� ����
�� � ��'�� �+ ��������� ������# ��
����  �� ��
"
 Γ ∈ �k,l �������������
� ��'�� cΓ ∈ (U∗ ⊗ U)k ⊗ (V ∗ ⊗ V )l� (�� ����
 �""����'�
� �
 ��'��� cΓ ��
"�������

��������	� �� (��	�$����� � ���-��� γ ����� Γ ∈ � �������	�� ������ ���-���
γ �� ��� γ′, γ′′! �
����"���� ��-�����! 
����	��
������ ����
�� ��
��#�� � ���-���
γ �"��� �����������	�� ��
���
����� 
����
� ��$�� ���-����� γ′ � γ′′� /��� �
�
����
	����
� ����
 ���
 
����	��
����
 
	 γ′  γ′′ 0� ����	 �� ���� ��-�� �������1! 	

���
��#�� �� ���-��� γ ����
 � ���	���	
�
 ����� �
�$�
 ���
��	� �� ���-��� γ′′�
.��
�"� ���	�$���� �
���	����! ���� �
�������� ���� ����	 	�$� ��������$�	�
��
$��	�� ��

	�""����'�
� d ����� �� ��'�� cΓ � ����� ��'��� cΓ′ � �
����!�� ��*""�'����
!
��# � ���� ��
"
� Γ′# ��������� �� Γ �
���!���� �
���	���� ���	�$������ 8�� �!
�� ��������# ��� ��� +����  �� ��
 ������� �
 ��
"
� ����
�
�� ��'���� �������
� ���������� 	�""����'�
� d �
���
 ��
���� � �����  ��� d′ + d′′# �
� ��� ��
�
�!
��� cΓ′ �� �� ���
 ��,
�� ���
�� d′6d′′7# ���� ���
������� �� �
���,���� ����� ����

�



�	
� ��

d’’

d’

������6���������7� E
"��������#  �� � �����
# �
 ���,����� � ����
���� "���!

��
'�� F p
±�

def
= �•,≥p� 3�� 
 d′ �� �� ����� ��+��� ��
 �����
����  �""����'�
��� �

*��� "�����
'���
�
�������� �
�,� "�����
'�� 8���
!������� 
 {F p

b}# ���������� � � 
������

�� ������������� �
���' b
def
= Wm,n∩glm+n� 1����� ��+���!��
 �����
����  �""����!

'�
� δ �� �� ����� ��� ��'�� cΓ � ����� �
��� ��'��� cΓ′# ��� ��
" Γ′ ������ �� ��
"

Γ �
���	���� ���	�$����� � ��������# ��� ����� ������ � � ��� ��� ���� ������!
��� ������ � ���� ���� ������ ������������ 1� ���
� ������

�����
�� ������� �� (b/glm,n)∗ = V ⊗ U∗� 1����� ��+���� "
����� � "�����
'�� {F •

b}
����
 �����
�� � ������������ � ��
 ������
�� �
 ��
"
�� 3
� ���  �""����'�
� δ
�
�,� �
���
 ��
���� � �����  ��� � ������������ � ����
 ������
�� �
 ��
"
�F δ =
δ′ + δ′′� .�����
'�� {F •

b} � {F •
±} ������������ 	�""����'�
� δ′ �� �� ����� ��+���!

��
 �����
���� � ���������� "�����
'�� {F p
b±

def
= +i+j=p F i

bF j
±}�

$�
" Γ ��� ����� �
������� �� (m, n) ��������� ��'��� cΓ ∈ C•(Wm,n, glm,n; k)# ���!
���������� � ������'���� ��'���� ��������� C•(Wm′,n′, glm′,n′; k) � C•(Wm,n, glm,n; k)
 �� m′ ≥ m � n′ ≥ n� �
�������� ��
������� �
��
�� ��'����� �������
# ������� ��!
����������� m, n → ∞� 4
���+� ��������� 6��7������� ������ P•� %�� "�����
'�� �
 �""����'�
�� ����� �����# �
�  �� ��
��������# �
� �  �� ����
�������� ����������

�
�������� 
������ �� W(m+n) ���� "���
����� ��������� ���� �
 km+n� 5 ����!
���������� ��'����� �������
 *��� 
������ �� � �� ��� �,� �
���
����
���� �
���
� 
������ �� glm,n ������� 
�
������
� ��
���
'�� ��
"!���������� G ����������
������� � ��
������ � 
������� �� Wm,n ������� � ���# ��� �
���
����
���� ��
"�# �

������� �
��,��� ������� (ı), (ıı)# 
 ������� (ııı) ������������ 4
���+� ���������������
��
������� 6m, n → ∞7 ��'���� ������� Q•� 1��������� ������� �
�,� �� �� ����
!
 �����
���� �  �""����'�
� �� �� �
���
 ��
���� � �����  ���� D���� ���� �
 ���!
����� Q• ����� ���� ���������� 
�
�������� ���
��� ��� ��� "�����
'�� {F •

b}, {F •
±}





� {F •
b±}# 
 ��
��� � ����� ��+���� � ���  �""����'�
��# ������� �� �� �� �����
�
��

���� ,� ����
���
G����������� ���,���� 
������ �� Wm,n ↪→ Wm+n �
 
+� ����'�� ���������� ��!

���������F
ϕ : Q• � P•

����� ��
"# �
 
���� ��'�� �������
 P•# �
 
+� �
�,� � ��'�� �������
 Q•� E
��!
���# ��� ��
"� � �
����� �
���
�� �
���������� ������ 6������ �������� �
���
��
����� ����� (kγ, lγ, εγ)7 ���
 ��,
� �
���� � �����
����
�# ���������� ����������
������ ������ ⊗γ∈ΓVγ � % ����� � *��� ���
� ������
� �
��������� �
 ��
"� ��,��
���� �
���,��
 � ����� � ���� ��� �������� �
����������� 1� � ���� ��� �� ���!
�
�� �������� ������
'�� ��
"��# � ������� �
"�������
� �
��� �
���������� ����
������� 3
��� ���
��� �
 ������ ��
"�� ������� ���,���� � ���
���� �
�
������
ψ : P• � Q•� 9 ��,
�����# ��� �� �������� ���"����� ����������

% ��� ����� 
�
��
"� �� �����
�� ����������� �������
 Q•# �
� � ��
�������
�
� � �� � ��
������� ����
��� 1��
,�� ����, ���� �����
����� ���� ��
���������#
���������� � "�����
'�� {F •

b±}# � ����� ������

��� �����	������� ���������		 H•(Wm+n, glm,n; k)

"���� �� �	�
��	������ ���	������� �
����
��	����
�	� 2�����3
�-����� ��� ���
�� glm+n ↪→ Wm+n �
 �
���� �
�������� glm,n ���
$���	�� � ����
� ������ ��� 
�
�
�
�
��� ����	�� 	
��
 � �"	��� �	�������

+
���	����	�
� 	������������# ����������# �� ��
���� 2�C�$���"
� �� � 	�D�.�����
6-$./7# ��
���
�� ���
 ���� �������������� ��'����� �������
 �� ������ ��������!
������


������ 4)56 �	�
��	������ 
 ���
� 
����� ������� �� WN 
	�
��	����
 �
����
����� �� glN �
���$�	 	
��
 �"	��� 
 ��� � �
������	 � 
�� 
� glN ���������	���
�
���
�
� � ����
����"��
� �����	�������! �	����� �� ����
��
��#�� N 7

C•(WN , glN ; k) = k[ξ2, . . . , ξ2N ]/I! ��� deg(ξ2i) = i! � ����� I = (ξi1
2 · · · ξiN

2N |i1 + · · ·+ iN > N).

	
 �� �
�,� �������  ��  
��������� ��
"������� ���
��� ��'��� ξ2r 6����<7#
������� ��
"
 �� �� �
���
���� � � �� '��� � �� �� ������������
�� �
���
��� �
�!
������������� �  ������������ � ���� �� ��
������ glN �

"���� �� �	�
��	������ 
 ���
� 
����� ������� �� glm+n �
 �
�������� glm,n �
�
���$�	 	
��
 �"	��� ��������� 
��
���	� � 	�� ����� �
������	 �
 ��
��� 
�
�
�
�
������

C•(glm+n, glm,n; k) = k[c2, . . . , c2m]/J, ��� deg(c2i) = 2i.

$�
"������� �����
,���� ��'�� c2i ������ �
 ������� =�

��
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1����� ���� ������������� �����
����� ���� ��
��������� 8���
!������� 
  ��

�� glm+n ↪→ Wm+n � �� ��� � 
������ glm,n ����� �� F

Ep,q
1 = Hq(gl(m+n), glm,n; Λp(W(m+n)/gl(m+n))

∗) =

= Hq(gl(m+n), glm,n; k) ⊗
[
Λp(W(m+n)/gl(m+n))

∗]gl(m+n) =

= Hq(gl(m+n), glm,n; k) ⊗ Hp(W(m+n), gl(m+n); k). 6?�<�@7

3
��� ���
���# Ep,q
1 ������� �� ���� ������ �� �+���� p, q# 
 ��
��� �����
���
� �!

��� ��
��������� ����, 
���� � ����
 )  ��
�
�
�

������ ��������# ��� H•(glm+n, glm,n; M) = H•(glm+n, glm,n; k) ⊗ [M ]glm+n # ���� glm+n!
�� ��� M ! �������������� 1��
,��# �
� �
 ������������� ��'���� �������� C•(glm+n, glm,n; M)
������ "�����
'�� {F •

b±} �  ��
,��# ��� �������# ����� ��+���!��
 �����
���� �
 
���� "�����
'��# ����� �� ,� �����������# ��� � ���� ����

�
����+� � ����� ����
� ����� ��+���� ��*""�'������# ����������� ��*""�'�!
���� �� �� ��� ��
�� �� *���� �����
� (���� ��
������� �������# �� ���� m, n → ∞�
5 ��
"
# �
 
����� glm,n!���
��
��  ��,�� ���� ���
���� �+��
 � ������������ �� �
!
���
����# 
 �
�,�  ��,�� ���� ���
���� �������#  
�� �
����
�� ������� �� �� ���
� ������� �� �
��� 
������ ��� %������# �����
���� *������
� �� 
������ ��# ��
�� �� �����
�
�� �+�����# *������� �� �� ��� ���
��� � ������������ ����� ��������
%����� ������� �
 ��
"# �
 
���� ��'��F

(1) ���� �
���$�	 �
��
 1 ����� ���-���! ����
 �"���� ���-�� ����
 �	�����

 ����

(2) 8 �$�
� ���-��� ����	�� �
��
 
��
 ��
��#�� � 
��
 ���
��#�� ����
�
(3) 8 �$�
� �"��
� ���-��� 
���� ��
��#��
 � ���
��#��
 ����� ��
	��
�

�
�
$���

5������ (1) ��� ��� �� ��� ������ ��
"!�������
 � ��*""�'����
�� � �� ���� 5������
(2) ��� ��� �� ����# ��� ��'�� ��� ������� �
 �
���� *�������� �� glm+n

∼= (V ⊕ U) ⊗
(V ⊕ U)∗� 1���� ��� ������� (3) ��� ��� �� ������"���
 glm,n!�� ����  �� "
����
F(

gl(m+n)/(glm,n)
) ∼= ((V ⊕ U) ⊗ (V ⊕ U)∗)

(V ⊗ V ∗ ⊕ U ⊗ U∗)
∼= V ⊗ U∗ ⊕ U ⊗ V ∗.

��



���
� �����
� ��������
 �
���� ��
"
 ���� ������# ���� ��� �� �� ��,�� ����� �����!
��# �� *�� ������ � 2r ������
��# ��������������� ��'�� c2r� G��� �����
� ��������

�� ��,�� ����� �������# �� �
��� ��
"�� � r �+����� ������
�� ��,�� ���� 2# � �
��!
������� �� ���� �
��� ����� ��� �� � ����� �������# ���� ���������# �� �
���+� ��'��
ar# ���� ������# �� br 6����=7� ����� ��������# ��� �
 ��'�� < ai, bj > ⊗k[c2k] �� ���
��

�	
� ��

2r
c

2r
b

1

2

3
4

r1
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4

r

2r
a
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4

5

1 2r

����������� ������ �� ������� ���� min(m, n)# �� ���� �� ����������� m, n → ∞
���
���� ��'�� ������� ���
������� 9
� � � 
�
��
"� ;?�) �
 ���
���� ��'���
��� ���� ����
 ������
 � ����� ��������� � ������ �+���F

c2r ∈ C2r
r,r, ar ∈ Cr

[ r+2
2

],[ r+1
2

]
, br ∈ Cr

[ r+1
2

],[ r+2
2

]

$�
"�������  �""����'�
�# �
� � �
���# �������� ������ � �
���,����� ��
"
 �� ���!
�����,��� ������
� � ��
��� ���
���� ��
"��� 3
�,�# � 
�
����� ����� ���� ��� ���
"�����
'�� {F •

±}, {F •
b} � {F •

b±}� %����� ����  �������  �""����'�
��� d, d′, d′′, δ′

d(cr) = 0

d(a2r) = d′(a2r) = a2r+1 + b2r+1, d′′(a2r) = 0

d(b2r) = d′′(b2r) = −a2r+1 − b2r+1, d′(b2r) = 0

d′(a2r−1) = −d′(b2r−1) = a2r

d′′(a2r−1) = −d′′(b2r−1) = b2r

δ′(ar) = br+1, δ′(br) = 0

(��� 
 ����� �� ���# ��� ����� ����� �����
����� ���� ��
���������� ��
��������
�������
# ���������� � "�����
'��� {F •

±} � {F •
b±} �
��� k[c2i]⊗〈b0〉� 8�� ��
������#

��� ����, 
���� � ����� ������ 3� ,� ����� � �� ����
������� �������� (���������!
��� ��'���� ������� C•(glm+n, glm,n; glm+n)# �
� ��������� �����
����� �  
,� �
�
glm+n/glm,n!�� ��� ������"�� '����� ��������� 0����  �""����'�
� d∗ �����������!
�� ����� ��
"��# ��������� ��������,���� ������
����� ����
 � ��
"
� ar, br� C� ��
�� �� ������
�� ��� ����# ��� � 
�
����� �  �""����'�
��� d# �
����� ������# ���
�� �������� ��������� �  �""����'�
�� d# �
� � ��
�������# �
� � � ����
�������
�������
�� 9�'��# ���, +���� ��
"
�� ai, c2k � ��
"
�� bj , c2k ���
 ��,
� �
����

��



� �����
����
�F

A2r
def
= [(V ⊗ V ∗) ⊗ Λ2r(glm+n/glm,n)]glm,n = 〈a2ic2k1 . . . c2ks |i + k1 + · · ·+ ks = r〉,

B2r
def
= [(V ⊗ U∗) ⊗ Λ2r(glm+n/glm,n)]glm,n = 〈b2ic2k1 . . . c2ks|i + k1 + · · ·+ ks = r〉,

A2r−1
def
= [(V ⊗ U∗) ⊗ Λ2r−1(glm+n/glm,n)]glm,n = 〈a2i−1c2k1 . . . c2ks |i + k1 + · · · + ks = r〉,

B2r−1
def
= [(U ⊗ V ∗) ⊗ Λ2r−1(glm+n/glm,n)]glm,n = 〈a2ic2k1 . . . c2ks|i + k1 + · · ·+ ks = r〉.

(�� ���� ���
��� δ′∗ : Ar → Br−1# �
� ������'�� ���
���
 d∗ � ��������� �
 � !
�����
����� Br−1# �
 � �����
����� Br ���,�� δ′∗ �
���� ����� 3�� 
 δ′∗ �
 
+�
�������� � δ′# �
� � ��
�������# �
� � � ����
������� ��'���� �������
�� 8��!
��
���
� ���� ��
���������# ��������
� � "�����
'�� {F •

b±}# ����, 
���� � �����
������

�
�������� ����� ����������� glm+n!�� ��� M ���,����� � (k, l)!��! � �����
!
�
��
����� ��������� ������ �
�������������� �� ��
������ 6(V ⊕U)⊗k ⊗ (V ⊕U)∗⊗l7�
	�� ���� ��,�� ���� ��� ��+� ��
������� ��
"!������� 6m, n → ∞7 � "�����
'��
{F •

b±} �
� �
 ��
�������# �
� � �
 ����
������� �������
��

"���� �� 2��	������� �
����
��	����
�	�! �
�	�
����� �
 ����	�� �� {F •
b±} ��


	�
��	����
� 
 ���
� 
������ C•(glm+n, glm,n; M)! ���
$���	�� � ����
� ������

+
���	����	�
� 	���
����� ��������# ���  �� ������ ����
 �����
����� ���� ��
!
��������� �������� �
�������

H•(C•(glm+n, glm,n; M), δ′) = H•(glm+n, glm,n; k) ⊗ [M ]glm+n 6?�<�I7

G��� �� ��� M ����� �
������� ������ ��! � �����
!�
��
�������# �
� ���������
glm+n!�� ���# �� ���� k �= l# �� ������� C•(glm+n, glm,n; M) �� �� ��,�� �� � ���� *��!
����
 � �����, ���� ����� ����� ��� 1�*���� �� ��  ���
����� ���
�� ����
� k = l#
�� ���� M = gl⊗k

m+n� 1�� ��
�� *�� ����
������ %�� glm+n!���
��
��� � gl⊗k
m+n ���, ���

�����
�� �� ��� ��# �
�������
����� �����
����
�� σ ∈ Sk �
 k ����
�F

trσ : A1 ⊗ · · · ⊗ Ak → tr(A1Aσ(1)Aσ2(1) . . . ) . . . tr(. . .), Ai ∈ glm+n.

%���
���� ���
��
��� ������� ���
������ ��  ���
����� ������� m, n� 8 �
, ��
���
��
���� trσ ����
� � ������� C•

σ# ������"��� ��
� 
������ ⊕i≥0〈ai, bi〉[−i]# �����!
 +����� � k!�� ��������� ������� 1���� ��� ������� ����� � �������� �����
�����
����������� � ������ ����� 1�� m, n → ∞ ���� ��'���� ������� �
���
 ��
���� �
����� �����
�����F

C•(glm+n, glm,n; gl⊗k
m+n) ∼= k[c2i] ⊗ (⊕σ∈Sk

C•
σ).

(��
���� ������"��� ����������� �  ��������  �""����'�
��� d � � ���������� �

��� "�����
'����� 8�� ��
������ �
������� 6?�<�I7 ����� ����� � ����
  ��
�
�
�

�������	� �� 2��	������� �
����
��	����
�	�! �
�	�
����� �
 ����	�� �� {F •
b±}!
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�	�� � ����
� ������
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��� #���$� %���& ����$� "	 Wn�

����� ����� � ������
� �� Wm,n�

(������� �������
� ��
��� -�/ ������� � �������� �������������� ��'����� �������


������ �� Wm � g ⊗OmF


����� '� +�� ��
���
���
� �
�������� �� h ⊂ g ����	 ���	
 ��
�
����� �������
�
� 
	�
��	����
� 9:�������� ����� � 
	�
��	����
�
 
 ���
�
 
������ ���
����
�
����
� ������� �� Wm � g ⊗Om �
 �
���� �
�������� �� (glm ⊕ h) ⊂ (glm ⊕g)7

W •(glm ⊕ g, glm ⊕ h)/(Λ•(glm ⊕ g)∗ ⊗ S>m(glm ⊕ g)∗) �−→ C•(Wm � g ⊗Om, glm ⊕ h; k).

1� ��
��� � ������� ������� � �
������ g 
������ �� "���
����� ��������� ����
Wn# 
 � �
������ h �+ � 
������ �������� ��������� ���� gln� 1������ ����� � ������
���
��� �������������� ��'����� �������
 C•(Wm,n, glm,n; k)� 	��
�
�������� �������
I ���� �����
�� �
 
����
���� �������� glm!���
��
����� 4
����� ��������� � ��
���
-�/ ���
������� �
 glm!���
��
���#  
�� ������ ��
�� ��
"�� �� �# �
 
���� ���������
��'��� % ������������ � �
�������� ��������� �����
���� 6?�)�?7 �������
����� ��'��
����� ���� ������ �� ��� ����� �������� �
 pi, qi,jF

pi ������� �� ���� ������  �� i = 0, 2#
qi,j ������� �� ���� ������  �� j = 0, 1#
p0 = p2 +

∑
qi,1 ≤ m�

2� ��������� ���
������� � ��
� 
����� ������� �
 ���
 ���� ������ ��! � �����
!
�
��
������� �������� ��� ��� ��������������� �������
  �� "�������
���� m, n� 8���!
��� ��������� � ��
"��  ��,�� ����� ��� ��� ����� ���
���F

(a)8����
� ��������
 �� �� ��,
�
� ������ �+��� ����� �� $���"
� 
!
.���
� (����
��� ��������������� ��'�� ψ2r ∈ [ΛrV ∗ ⊗Λr(S2V ⊗ V ∗)]glm #
��
" ��������������� �� �
�����
� �
 ����<# � ��� �
���'��# ��� ��� �+��

 ��,�� ���� �����������

(b)��
�������� ��'�� ϕ2r ∈ [ΛrU∗ ⊗ Λr(S2U ⊗ U∗)]gln ���������� �������
��������� �� �� ��,
��� ��������� �+����

(c)1� ��
"# ���
���
���� ������� �+��
�� ������ ������� ���������# ��!
 ��,
���# �
� ������# �
� � ��������� �+��
#  ��,�� ���� ������� 1���!
������ �+��
 ��� ����� �� ����� ������� ������� ��� ��� �� � ������
��
������ � ��
"
 �� ������ �+���� 3� ����# ��'�� ���
 ��,�� �����
�!

���� [ΛrV ∗ ⊗ Λk(Wn/gln)∗ ⊗ Λr(Wn ⊗ V )∗]glm,n

α∼= [Λk(Wn/gln)∗ ⊗ Sr(Wn)∗]gln�

	�""����'�
� d(ψ2i) = 0 � ������
 I �������# ��� ������� H•�# ���, +���� ��
"
��#
�� �� ��,
���� ������� �������� ��
 (a)6��� �+��
 ������� ���������7# �� �������
����� ��
�
���� � ������"�� ����
���� 
������ %����F

α : H• ∼= W •(Wn, gln)/(F 2m+1W •(Wn, gln)) ∼=
[
Λ•(Wn/gln[1])∗ ⊗

(
S•≤n(Wn[2])∗

)]gln .
6?�=�J7

������� 	���� ����
 ��	�
�	� �����	� m, n� ����� ����
	� ���������
� ����	���	
� �
 m, n

��



�
�������� �
 *��� �������� "�����
'�� {F •
b±} �
� ��� ����� ��+���!��
 �����
����

 �""����'�
��� �
 H• �������� δ′� 9
� ���
�� � 
�
��
"� ?�<# � ���
� "�����
'��
������� � �
 �������� Q•# �����
���
� ���� ��
��������� ������������ ������� ��!
��, 
���� � ����� ������ 9������� ������ �������� ��� ����� ������ �
��� �����

"���� �� /�	��	����
� ��
$���� 
������ ψ : H• ↪→ Q• 
���	����	 � ���������
 ���
� δ′�

+
���	����	�
� 	�""����'�
� δ′ � �������� Q• �� ��'�� �
 
�
���� ��
"�� cΓ, Γ ∈
� ��,�� �����
���� �
  ������������ ��
�
����# ��������������� �
���,����� � ��
!
"� �� � ������������� ������� (ııı)� 4
�����# ��� �  �""����'�
� δ′ ��� �� �
���,�!
���# �� �������# ��!�����# ���������  ������������ ������ �����# ��!������# � �

�� ���������� ������  ��,�
 ����� ��� ����� � �� ��������� �����# 
 ���� ����
������� 1�� �
��� ���
��������# ������ ������
 γ′# �� ������� ���� �� ���
�������
�����#  ��,�
 ���� � ���
����� ��������� 6������� ?7�

�	
� ��

γ γ
δγ

1�������� � ��
"�# �
 
���� ��������� ��'�� � P# �������# �� ������� ���� ��
��������� �+��
# �� ����� ��� �� 6������� (c) �
 �� � ���� ���
��'�7# �� � �
�����!
��� ��
"�# �
� ������
 γ′# �
� � ������
 γ′′ ����� ���� ����� ������ �+��
# 
 ��
���
� ����������� ������� (ııı)�

9�����'�� ����'�� ϕ : Q• � P• � ������������ ����'��� π : P• � H•  
+�
�����
,���� ���
���� ��
�
 � ���,���� ψ � �
�,� �������� ���"����� ��������� �
 �""����'�
�
�� δ′�

�������	� �� �	
���$���� ��
�	����	� 
�
�
�
��� (πϕ)∗ : HQ• −→ HH• �����	�
�� ����� ��� � 
�
�
�
��� 
�����
� H• � Q• 
	�
��	����
 �������� ���� δ′ � d
����	�� 	
��
 � �"	��� �	�������

2����� � ����� ����� �� ����
���� ��'����� � �� ���
�� �� �����
,���� ϕ∗�

����� �
����� ��� �
����
�

�
�������� ������������� ��'���� C•(Wm+n, glm,n; k)� ����� ��'��� ���� ��������� ��
ξ2i � c2j � (���� �� ���
�� �� �����
,���� ϕ �
 ��
"!������� 
������ �� Wm,n�
1���� *���� ������ ��
���� ����� ��'����� ������������ "�����
'�� {F •

b±}# �� ����
��'���� ������������  �""����'�
�
 δ′� 9�'��� c2j �
 
+��� � ��� ��
"�� 6��� ����=7
� ���
� ��� �� �����
,���� ϕ �������� 9�'��� ξ2i �
 
���� ������ � ��
"
�# ����
�!
��� �� ��
"
 � ����< ����������� ���
���� �+��� �  �
 '���
� (����
,���� ϕ ���
�����

��



�� *��� ����� �� ��
"�# � ������� ��� ���������� �+��
 ������� 1������# ��� ��
�!
��� ������ ������������ "�����
'�� {F •

b±} � ��
������� ����
� �� �� ��
"# ��� �+��

�������� ������� 4�# � ��,
�����# ��
" � ������� �+��
��# ������� �� ��,�� �����
n ����� ��� ������ 6�� ������� ��� ��7# �
 
+� ������� ���
��
��# �
� �
� Λ>nU = 0�
(�� ���� ���,����� ��
���� ������ ������������ �
���
����
���� "�����
'��  ��

������� �� ξi� 1� �
, ��� �
������� λ
def
= {λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λk > 0}� ��� ���� ��'�� ξ̄λ

�
���� ����'�� ��'���
 ξ2λ1 . . . ξ2λn �
 � �����
�����

[Λ|λ|U∗ ⊗ Λ|λ|(S2U ⊗ U∗)]gln ⊂ [Λ2|λ|(Wn/gln)∗]gln = C2n(Wn, gln; k)# ���� |λ| ≤ n,

� ����'�� �
 � �����
�����

[ΛnU∗ ⊗ Λn(S2U ⊗ U∗) ⊗ Λ|λ|−nU∗ ⊗ Λ|λ|−n(V ⊗ U ⊗ U∗)]glm,n ⊂ C2|λ|(Wm,n, glm,n; k),

���� |λ| > n�

"���� �� '�
$��	�
 
 ���� {ξ̄λ|l(λ) ≤ n, |λ| ≤ m + n} 
������	 ����� � 
�
�
�
����

������ H• 
	�
��	����
 �������� ���� δ′�

+
���	����	�
� 8���
  ��
�
�������
 �� �� �
����
 �
 = �
�
� 8�
�
�
 �� �� ��
�
��#
��� ����
���� �
��� ��'��� ������� ���
������ 	
��� �� �� ��
�
��# ��� ��� ����!
���� ��'���
��# �� ����  �""����'�
� δ′ �
 ���  �������� ���+�� 	��
�
�������� ����#
��� �����������  ����� �����������# �� �� ������� � ��������� �
������� � 
�������
%�����

1������� �������� ���
���������� 	���
����� �������� �������� ���
���������
��'��� ���
 ��,
��� � ���� � �����
�����# �� ���� ��'��� ξ̄λ � � ��
����� ��!
 ���� �
������� |λ|� 8���
� |λ| ≤ n ��� ������� $���"
� �� � .����� � -$./� 8���
�
|λ| = n + 1 ������� � ��
��� -$../�

	�� ����# ����� �������� ������
� ���
���������  �� �������� ��
����� �� ���
�
�������#  ���
����� �� &����� �
��� '��� vµ# �
� ��� ��
 �
��
� �
���'
 ��
�����
��'��� ξ̄λ �
 ������
� vµ ���������
� � ���������� *������
�� �
  �
���
��� E�
�����
��'�� cΓ �
 �
���,���� ������� v ∈ Λr(Wm,n/glm,n) ��,�� ���� � ����
�� ��� �����
���
���F ��,�� ����������
�� �� ��
�
�� ��� �����,��� ������ �
���
����� �����!
,������ � ������� ��
"
 Γ# �
� ��� ����
 ����� � ��
����� ��� ���� � ���� ����
�� ����� 4
�����# �����,����� xj1 · · ·xjsyi1 · · · yit

∂
∂xα

��,�� ���� ��
,�� � ������� �
t ���������� ��� 
��# s � ��
����� ��� 
�� � � ��
���� ���� ��K �� ���� j1, . . . , js

� i1, . . . , it  ��,�� ���� �
��� ����� ��, � � ��
����� � ���������� ��� 
�� ����!
����������� 3
��� ��� ������ �
���
��� �������� ����� �������� ������
 vµ�

1���� l = l(λ) ≤ n A  ���
 �
������� λ� �
����+� ���,����� {1, . . . , n} �
 l ���!
�����
������ ������� � ���,���� {i11, . . . i1k1

}, . . . , {il1, . . . ilkl
}# �
� ��� �������� j!���

� ���,����
 �� ������� �� λj � 	�� � �����
  
�������� �����
����� � �
, �� �!
��� ��
���������# ������������ *������� � ���,����
# �������� ����� �� ����� �

1# ���,�� ���� ��� �� ��� ijkj+1 �
���� ������ ij1� (�� ���� ������ vλ ∈ (ΛnU ⊗

������� 	
�����
��� ����������� ��� ��������� !���� ��������
 ���������
P

λi �������
	� ������� ���"
������ � ���������
	� |λ| #�	�� ��������� $�����
�� � ��������� λ �������
	� ������ ��������� � ���������
	�
l(λ) 

��



Λn(S2U∗ ⊗ U) ⊗ Λ|λ|−nU ⊗ Λ|λ|−n(V ∗ ⊗ U∗ ⊗ U)) ⊂ Λ2|λ|Wm,n �

vλ
def
= ∧n

j=1

∂

∂xj

⊗ ∧l
j=1 ∧

kj

r=1 x2
ijr

∂

∂xijr+1

⊗ ∧|λ|−n
j=1 yj ⊗ ∧l

j=1 ∧
λj−kj

r=1 y(λ1+···+λj+r)xij1

∂

∂xij1

� � xi A ���� ��
�� � ���� ������� 6� U7# yj A ���� ��
�� � "
����� 6� V 7� 2� �����!
�
������� ��� ������ �
���
��� �� ��# ��� ��
����� ���
��
����� ��'�� ξ̄λ �
 ���!
���� vµ ��,�� ���� ������� �� ���� ������ ���� �
������� λ �������� � �
��������
�
������� µ� 	������������# �����,����� x2

ijr

∂
∂x

i
j
r+1

� x2

ij
′

r′

∂
∂x

i
j′
r′+1

������
 vµ  ��,�� ��!

�
 ��,
�� � ��� ������� ��������� ��
"
 �� ��'�� ξ̄λ# ���� � ������ ���� j = j′� 3�
,� ����� �� 
�� ������ y(µ1+···+µj+r)xij1

∂
∂x

i
j
1

� y(µ1+···+µ′
j+r′)xij

′
1

∂
∂x

i
j′
1

� 1
�
 ������ x2
ijr

∂
∂x

i
j
r+1

y(µ1+···+µ′
j+r)xij

′
1

∂
∂x

i
j′
1

��,�� ���
 ��,
�� � ��� ������� ���������# ������ ���� j = j′�

3�� �
��� �
���'
 �
���
��� ��'��� ξ̄λ � �������� vµ ���������
� � ��������� �� ��!
�� *������
�� �
  �
���
��� 8�� ��
������# ξ̄λ ������� ���
������� % �
������� ���� 

��� ���# ��� ��� ��� ������� �� �����

1�*����# ��'�� ξ̄λ �������� ��
 ��� �
���� ��'��� ξλ ������������ ��
 �����!
�� {F •

±} � ����� � ��
���� �+��� � ��
"�� 9�'�� ξλ ����� ������ "�����
'�� 2|λ|
������������ "�����
'�� {F •

b}# �
����
���� �����,���  �� ��'��� ������ 2|λ|� 8��!
 ��
������# ��
 ��� ���� ������������ "�����
'�� {F •

b±} �� ��'�� ξλ �� �� ���
 
��
� ��
 ��� ������ ������������ "�����
'�� {F •

±}� 3
��� ���
���# ��'�� ξ̄λ �� �� �� !
��
�������� ��'����� ξλ � ����� E0 ������������ "�����
'�� {F •

b±}� 3
� �
� �� � ��
�� ��
"��# ��� ���� � ���
��� ��'��� ξλ, ξ̄λ# �� �� ��,�� ������� ���������������
(b/glm,n)∗# �� ���
�
� ������
� ������
'�� ��'��� ξ̄λ �� ��,�� ���
 ��,
�� ���
��

 �""����'�
�
 δ′� 3
��� ���
��� ξ̄λ �������� ��'���
��# �� ��
�������� �������
���
������� ������������

1��
,��# ���  ����� ����������� � �������
 H• ����� 	������������# ������� H•

������"�� ����
���� ������������� 
������ %����6?�=�J7� 9���������� ,� ���� ������!
������� 
������ %����  ��,�� ���
 
�� � �������������

W •(gln, gln) ∼= [S•(gln[−2])]gln ∼= k[Ψ2, . . .Ψ2n]

1�������� 
�����
 %���� "
����������� � (2m+1)!��� ����� "�����
'��# ��� �� �
��
!
���
�� *�������# ������������
� ������ ������� �� ������� �� 2m# �����  �� k ≤ 2mF
dimHHk = dimHW k(Wn, gln)# ��� �
��� ����� ������� ������ k �� ��������� ����!
��� 2, 4, . . . , 2n� 3� ����# ���+���� �����������  � ������ 2m � H• ����# 
 �+���� ������
k ≤ 2m ������� ,�# ������� �
������� 6 �
��
��L��
7 � �� ����# �
���� k/2# �  �����#
�� ������� ���� n� 1��
,��# ���  �� �+���� k > 2m �
��������� k!�� ����������� ��
������� �� ����
 �
�������  ���� �� ������ n� �
�������� ������
������  �
��
���
���,���� 
����� �� � �� � 
�����F

(Wm+r+n, glm+r+n) ←−−− (Wm+r,n, glm+r,n)� �
(Wm+n, glm+n) ←−−− (Wm,n, glm,n)

��



1� ��� ��������� ������
����
�  �
��
��
 ���������F

Q•
m+r,n

ϕ−−−→ H•
m+r,n�p1

�p2

Q•
m,n

ϕ−−−→ H•
m,n

6?�=�M7

(����
,���� ϕ � p1 �������� ������'���� �
 ������������� 2� ������
��������  �
!
��
��� ��� ��� �������������� p2 �
 ������������� B�� �
��� ����  
+� �'���� ����!
�� �
 �
����� �����
���� ����������� �������
 H•

m,n# ������� ���
 
�� � ��,���

�� &�������� �
�� �'����� �� ��'����� ξ̄λ�

�������	� �� %
�
�
�
��� 
�������
� 
	�
��	����
� ������� ����� �
������	 � 
�
�
�
�
����� 2(n + m)�����
�
 
�	
�� ������� ����#��
 ��
�	����	�� BGLn�

HW •(Wn, gln)/(F 2m+1W •(Wn, gln)) ∼= H•≤2(n+m)(BGLn; k) ∼= k
•≤2(n+m)[Ψ2, . . .Ψ2n]

�
�������� �������� ������ ���� ��
��������� ���������F

0 −−−→ C•(Wn, gln; Smglm)[2m] −−−→ W •(Wn,gln)
F 2m+1W •(Wn,gln)

π−−−→ W •(Wn,gln)
(F 2m−1W •(Wn,gln))

−−−→ 0

:���� ���
��� ��'����� �� ����� @# 
 �
�,�  �
��
��
 6?�=�M7 �������� �����, 
��#
��� �����
,���� π �������� �
�,� ������'��� � �
 ������������ �� &�������� ���!
������� 8�� ��
������#  ����
� ����
� ���� ��
��������� ����������� ����, 
����
 � ��������F

0 −−−→ H•(Wn, gln; Smglm)[2m] −−−→ H W •(Wn,gln)
F 2m+1W •(Wn,gln)

π−−−→ H W •(Wn,gln)
(F 2m−1W •(Wn,gln))

−−−→ 0

���  ��
���
�� ������� )� D���� ���� ����� �� ��'����� ���
+��� ��,���# �
� � �
����� @# ���� ������ �� ����
��� ������"��� 6?�=�J76 [ΛmV ∗⊗Λm(W ∗

n⊗V )]glm
α→ SmW ∗

n7�

�����  ��!��� ������ n = 1

	�� ����
� W1 ��'�� � ��'���� �  
���� ����� ������� ���
��� ����� �����������
(��, ������ q!�������� "���'���
�� �
 W1 � ����'�� ����������� �� q ���������
k[y1, . . . , yq]� C����� yr1

1 . . . y
rq
q �����
��� q!�������� "���'���
�#  ���������� � "��!

���� F (∑
r≥0

a1rx
r ∂

∂x
, . . . ,

∑
r≥0

aqrx
r ∂

∂x

)
→ r1! . . . rq!a1r1 . . . aqrq .

3�� 
 �����
����� ��'��� Cp(W1; S
mW ∗

1 ) ���, ���������� � ����'�� ����������� ��
p + m ���������# ���������������� � ����� p ��������� � ������������ � �!
��� ��� m ���������� >���� �
� ����� ���������������� � ������������ ������!
���# �� �� ��������
�� ������� y1, . . . , yp  �� ���������������� 
��������� � �����!
�� z1, . . . , zm  �� ������������� (���� ��'����  �""����'�
� d : Cp(W1; S

mW ∗
1 ) →

��



Cp+1(W1; S
mW ∗

1 ) � *��� �����
������F

dP (y1, . . . , yp+1; z1, . . . , zm) =∑
1≤s<t≤p+1

(−1)s+t−1(ys − yt)P (ys + yt, y1, . . . , ŷs, . . . , ŷt, . . . , yp+1; z1, . . . , zm)+

+
∑

1≤s≤p+1
1≤t≤m

(−1)s(ys − zt)P (y1, . . . , ŷs, . . . , yp+1; ys + zt, z1, . . . , ẑt, . . . , zm)


����� (� %
 ���

a2m
def
= (y2

1 − y2
2)z1 . . . zm ∈ C2(W1; S

mW1)

a3m
def
= (y1 − y2)(y2 − y3)(y3 − y1)z1 . . . zm ∈ C3(W1; S

mW1)

�����	�����	 ����� � 
�
�
�
���� H•(W1; S
mW1)�

+
���	����	�
� 9�'�� a2m ��,�� �
���
����
����# �
� �����������
� ��'�� � �� �!
�� gl1 � ��� 
 ��
 ���
 
�� � ��'��� ξ̄m+1 �� ����� @� 9�'�� a3m �� ��
�����  �����
��'��� �� �����
����� ���� ��
��������� 8���
!������� 
 ������������ � 
������
gl1 ↪→ W1� ����� ��������# ���  �""����'�
�� �� ����
���� ��'��� �
��� ����#
��� ��
������# ��� �� ��
����� 
��������� ��'�����

" ����������� Wn � ���  �!������� � W ∗⊗m
n

% *��� ��
�� �� ��
,��# �
�# �������� ���� �# ���
���� ����# ������� �
���!��
��"���
'�� �� ����������� � ��*""�'����
�� � ��������� ������� ������� ��+�!
���� �� ��
�������

	��
�
�������� ������� ? ����� ���,� �
  ��
�
�������� ������� )# �*���� ����!
�������  ��
��� �� �� ������ � ����,����# 
 �
"�������
�� ������ �������� �����!
, ���� � � �+������ �������� 8�
�
�
 �� �� ��� ��� ��������� 
����� �� W1m,n ���!
������ ���� � ���������� 9�'���� �������� �� ��,
� � �������� ������"���
C•(Wn, gln; W ∗⊗m

n )� 9���������� 
����� �� �� *���� ��������
 ����� ���� � ����
��
���� 
��# 
�
���������# ��������
����� �
���  �� 
����� �� ����
������ "�
� ����!
���� 1���� *���� � ������ �������� �����
����� ���� ��
���������� 8���
!������� 

 �� � 
������ �� Wn ↪→ W1m,n ��������  ��
�
�� �'���� ������ � ������� ?�

�
�������� 
������ �� W1m,n
def
= W⊕m

1 � Wn ⊗ Om "���
����� ��������� ����#
����
������ n!������ ���� � �
��� �� m �������
����� ����� �
 �
�� � (m + n)!
������ �����
������ %�������� ��� ω =

∑m+n
i=1 fi

∂
∂xi

���
 ��,�� 
������ �� W1m,n#
���� ∀1 ≤ i ≤ m "���
����� �������� ��  �� fi �
����� ������ �� ��������� xi�
1�����
�� ������������� ����������� 
������ �� W1m,n � �� ��� �+ � 
������ ��

gl1m,n
def
= gl1 ⊕ · · · ⊕ gl1︸ ︷︷ ︸

m

⊕gln �


����� )� �	�
��	������ 
�
�
�
��� ������� �� W1m,n � �
�	
������ 
&��� ����
	��� 
	����� 
	 ���� 	
��
 � �"	��� �	������ � �����	�� ��	
��������
� �������

�



��������	
� [S•(gl1m,n[−2])]gl1m,n�

H•(W1m,n, gl1m,n; k) = k[τ1, . . . , τm, ξ2, ξ4, . . . , ξ2n]/I , deg(τi) = 2, deg(ξ2j) = 2j

I
def
= (τ 2

i ; τi1 . . . τikξ
j2
2 . . . ξjn

2n|(k +
n∑

l=1

ljl) > n)

�+��
 ��
"
# �� ��
�������� gl1m,n!���
��
����� ��'�� �� C•(W1m,n, gl1m,n; k)#  ��,!
�� ���� ���
���� � (m+1) '���� 1���� (m+1)!�� '��� 6�� �� �
���
�� ��� ������7 ����!
�
�� �
���
��� *�������� �� �� ��
������ gln ↪→ Wn� (��
����� m '�����# �
���+� ��
 �������������# �� �� �����
�� �
���
���� �� ��
������ �
������� gl1# ���,�����
� gl1m,n� (���� ��
"�# �
 
���� ��������� ��'��� 8����
� ��������
 �
���� ��
"
#
�� �� ��,
�
� ������ �+���#  ��,�
 ���� '������ � ���� '���
 � ������������
�� �
!
����������� gl1 = gl(Vi)!���
��
��� � � �������� �� ��
������ [Vi ⊗ (S2Vi ⊗ V ∗

i )]gl(Vi)�
8����
� ��������
 ��
"
# �� ��,
���� ��������� ����� ������ �+���# 1� ��
"# ��!
�
���
���� ������� �+��
�� ������ ������� ���������#  ��,�� ���� ������� 	���!
��������� �+��
 ��� ����� �� ����� ������� ������� ��� ��� �� � ������
�� ������
� ��
"
 �� ������ �+���� 	������������ �+��
 ���
���� �
, �� � ���� '���� 1����
r ����� ������# � ������� ��� ��� �+��
  ������������ '�����# ����������� ��� 1����
is1, . . . , i

s
ks
�����
  ������������ '����� �+���# ��� ���� � s!�� �������� 3�� 
 ��'��#

�
 
�
��
� ��
"��# ���
���� ����# ���
 ��,�� �����
�����F[(
⊗a,bViba

)
⊗ Λt(Wn/gln)∗ ⊗

(
⊗r

s=1

(
W ∗

n ⊗ (Vis1
⊗ · · · ⊗ Visks

)
))]gl1m,n

α∼=
[
Λt(Wn/gln)∗ ⊗ W ∗⊗r

n

]gln 6@�N�O7

1� ������� T •# ���, +���� ��
"
��# �� �� ��,
���� ������� ��������# ���
���!
��� '������ �  ������������ '���
# �� ������� ����� ��
�
����� 3�����
 M �� ��
��� ��
�� �� ��� ����� �����F

"���� '�

H•(T •
1m,n) =

[
S≤(m+n)(gln[−2])

]gln

+
���	����	�
� %�� +� �
 ��'���� �������� 
�
��� "�����
'�� {F •
b±}# � � b

def
=

W1m,n∩glm+n� 1�������� b/gl1m,n
∼= (V ∗

1 ⊕· · ·⊕V ∗
m)⊗U # �� ����� ��+���!��
 �����
����

 �""����'�
� �� �� �
������
�� ��
"# ���
���� ������ ����� � ������� � � ��� ���!
 ����  ������������ ������ � ���� ���� �������

2���� ����� 
�
�������� �����, ���� �� ������������� ����������� glm+n � ��!
 ��� � 
������ gl1m,n � ����� �� � ��+�
 � ������ "�����
'�� {F •

b±}�
"���� (� �	�
��	������ 
�
�
�
��� ������� �� glm+n �
 �
���� �
�������� gl1m,n

� �
�	
������ 
&��� ���	��� ����	�� 	
��
 � �"	��� �	�������

+
���	����	�
� �
�������� �����
����� ���������� �
������� "�
��� F l1,2,...,m,m+n�
( �� �� ���
���  
+��� ����� "
���� ����� �������� ���� � 
�
���������� � !
���� B � ����
�� �
  �
���
�� �
������ 1, . . . , 1, n� 1� ���
 B ������
���� �
 ���!

��



������ � ���� ������� �
���' GL1 × · · · × GL1 × GLn� 2����

H•(glm+n, gl1m,n; R) = H•(GLm+n, GL1 × · · · × GL1 × GLn; R) =

= H•(GLm+n/B; R) = H•
DR(F l1,2,...,m,m+n)

8  ����� ������� ��������
��� F l1,2,...,m,m+n ����� ��������� �
������� � �����
�� ����!
�� �+���� �
���������# 
 ��
��� ����� ������ �+���� ������������

"���� )� 2��	������� �
����
��	����
�	�! �
�	�
����� �
 ����	�� �� {F •
b±} ��


	�
��	����
� 
 ���
� 
������ C•(glm+n, gl1m,n; M) � 
&��� ���	��� � ��
���
���
�
� 
����
����
� glm+n��
���� M ! ���
$���	�� � ����
� ������

	��
�
�������� ���������� 
�
�������  ��
�
�������� ����� =�
8�� ��
������# �����
���
� ���� ��
���������# ��������
� � 
�
�������� "���!

��
'�� {F •
b±} �
 ������������� ��'���� �������� Q•

1m,n

def
= C•(Wm+n, gl1m,n; k)# ����!

, 
���� � ����� �����# �
����

H•(Wm+n, glm+n; k) ⊗ H•(glm+n, gl1m,n; k)

�
�������� ���,���� 
����� ��F

W1m,n ↪→ W1,...,1,n ↪→ Wm+n

2���� �
��� ������'�� ��������������� ������������� ��'���� ��������� � �� � !
���������F

C•(W1m,n, gl1m,n; k) ←−−− C•(W1,...,1,n, gl1m,n; k) ←−−− C•(Wm+n, gl1m,n; k)� � ∥∥∥
T •

1m,n ←−−− H•
1,...,1,n ←−−− Q•

1,...,1,n

6@�N�)N7

8�����'�� � ��,��� ������� *��� ������
������  �
��
��� ����� ������������ �����
���
���� �����
,����# ������� ����������� �  �""����'�
�
�� δ′ 6 ����� ��+���!
��
 �����
���� � "�����
'��� {F •

b±}7� 8�� ��
������# ��,��� ������
  �
��
��� 6@�N�)N7
�
 
+� ������'�� ����������� ��������������� ��������� ������������  �""����'�!

�
 δ′� 9���������� �������
 Q•

1,...,1,n ������������  �""����'�
�
 δ′ ������� ������ �
�+���� ������� � ���
 
�� � ������������� ������������ ������ ��'�����  �""�!
���'�
�
� E�
���# �� ,� ����� � �� ���
����� �������� � ��,��� ������� � �� �����
������'�� �
 ������������

H•T •
1m,n � H•H•

1,...,1,n

1�������� �
 ����� �� ��'����� �� H•
1,...,1,n# ����� �����# ��� *�� �����
,���� ������!

"���# ��� �
����
��  ��
�
�������� ����� I�

1������� �  ��
�
�������� ������� ? � �� ��'���

��



+
���	����	�
� D
�
 �� ��'�� m = 1 �,� �������
 � ������� )� 1�� ���,�� �����!
, ���� ������� ��������  �� ���� k < m� �
�������� � ������� T •

1m,n � ����������!
��� ��'���� ������� 
������ �� W1m,n� 2����� � ����� �����
����� ���� ��
!
��������� 8���
!������� 
# ���������� � � 
������ �� Wn� 1����� ���� ����� ��
��� ����� ���
���F

E0,•
1 (T ) = H•(Wn, gln; k)

Ek,•
1 (T ) = H•(Wn, gln; W ∗

n)⊕rk1 ⊕ · · · ⊕ H•(Wn, gln; W
∗⊗[ k

2
]

n )
⊕r

k[ k
2 ] , �� k ≤ 2m

Ek,•
1 (T ) = 0, �� k > 2m

$ � ����
 ri,j ��� ����� �� �
������
 6@�N�O7# 
 ������ ri,j �
��� ����� �
������� ���!
,����
 {1, . . . , (i − j)} �
 j ������� ��������
������ � ���,����# ���� (i − j) ≤ m �
���� ��
��� 4
�����# r2m,j ������� �� ����# ������ ���� j = m# � r2m,m = 1# ri,j = 0#
���� i > 2m�

>��� E∞(T )  ��,�� ���
 
�� � ������ E∞(H)# ���
��� �������� �� ��
��F

E0,•
∞ (H) = H•(Wn, gln; k)# ��� ������� �� ���� � ������� 2, 4, . . . , 2n

E2k,•
∞ (H) =

{
H•(Wn, gln; SkW ∗

n) �� 1 ≤ k ≤ m,⇒ E∞(H)2k,i = 0, ���� i �= 2n
0, ���� k > m

E∞(H)2k+1,• = 0

3����� ����� 2m �����'�� ������ ����
 �����
����� ���� ��
��������� E•,•
• (T ) ��!

����� �� ����� 8����
,���� �� ��'�� �������# ��� �����
 ����# ����� ���� ���� ��
������� �� 2n 6Ei,j

1 (T ) = 0# �� i < 2m# j > 2n7� 3��
����� ����������� ������� ������
 � ������ 2(m + n)� 4
 ������� @ �
�����
�� ��� ���� �����,��� ��
����  �""�!

�	
� ��

pq
1E pq

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

E

0 p

 q

n

2n

2m0 p

 q

n

2n

2m

���
���
���
���
��
��
��
��

���'�
��� � ���
���� �����
����� ���� ��
���������� % ���
�������
���� �����
�
�
�� ���� ������� �����
����
� ����� �����# ���# �� � ����� ���
��������# �����

���� ���� �
�,�  ��,�
 �� ������� ��� 2n � �'���
 ������ � ������� ?  ��
�
�
�

('���
 ����� ��������� �����,��  ����� �����
,���� � ����� ������ ����� ������
 ��
�
���������

�
�������� ������
������ � 
������ �� ��������� ��������� ����

u
def
= 〈 ∂

∂xi

|i = 1, . . . , n〉 ↪→ Wn.

��



2����� �+ ����������� � ��*""�'����
�� � ����� ��� �� ��� S•u�

"���� *�

Hi(u; S•u) =

{
ΛmU∗, ���� i = m
0, ���� i �= m

+
���	����	�
� 1���� d ! ��'����  �""����'�
�# d∗ !  ����������� ���  �""����!
'�
�� % ���� ��
�
� *�� �����
,���� �
����
���� �
�F

d
(
xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xik ⊗ ∂
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