ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ

à. ðÒÉÔÙËÉÎ^∗

October 12, 2006

áÎÎÏÔÁÃÉÑ

œ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÙ ŒŒÏÄÉÍ ËÌÁÓÓ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÈ ÓÕÆÆÉËÓ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ (=ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÅÎ). ëÌÁÓÓ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ËÌÁÓÓ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ. íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁÍÉ É ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ.

1 œŒÅÄÅÎÉÅ

óÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ (=ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ íÏÒÓÁ É èÅÄÌÕÎÄÁ [7, 8] É ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÁŒÔÏÒÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [3, 9]). ðÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ Åč ÆÁËÔÏÒ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÏÚÎÉËÌÏ Œ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÅ, ÎÏ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÐÒÏÄÕËÔÉŒÎÙÍ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉ- ËÅ, ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ óÅÍčÎÏŒÙÍ Œ [18] ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ Åč ÆÁËÔÏÒ ÌÉÂÏ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. íÙ ŒŒÏÄÉÍ ÎÏŒÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÆÆÉËÓ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ- ÞÅÎ, É ÉÚÕÞÁÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.

äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÈ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÅÒÉ- ÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. ëÌÁÓÓ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ËÌÁÓÓ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1).

òÁÚÄÅÌ 3 ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Œ [19, 9]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁŒÔÏÒÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏ- ÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

∗íÏÓËÏŒÓËÉÊ çÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ, e-mail: yura@mccme.ru, yuri.pritykin@gmail.com. òÁÂÏÔÁ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 06-01-00122, 05-01-02803, ÇÒÁÎÔÏÍ îÁÕÞÎÙÈ ûËÏÌ 358.2003.1 É ëÏÌÍÏÇÏ- ÒÏŒÓËÉÍ ÇÒÁÎÔÏÍ éÎÓÔÉÔÕÔÁ îÏŒÙÈ ôÅÈÎÏÌÏÇÉÊ.

ëÌÁÓÓ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÁÓÓ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÓÔÁÔØÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÌÏŒ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ, É ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏŒ (Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 | ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏ- ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É Åč ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÕ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÅÆÉËÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÒÅÚÁÔØ ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÁËÔÏŒ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏŒ.

œŒÅÄčÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ {0; 1} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ B , ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {0; 1; 2; : : : } ÞÅÒÅÚ N. ðÕÓÔØ ˚ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÁ ÓÉÍŒÏÌÁ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ! : N → ˚. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ˚^N . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, lim_{n→∞} x_n = !, ÅÓÌÉ ∀i ∃n ∀m > n x_m(i) = !(i) (ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ x_n).

þÅÒÅÚ ˚^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ ˚, ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ~. åÓÌÉ i ⩽ j ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, ÞÅÒÅÚ [i; j] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ i É j, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {i; i + 1; i + 2; : : : ; j}. þÅÒÅÚ ![i; j] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! | ÓÌÏŒÏ !(i)!(i + 1) : : : !(j). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ [i; j] | ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÏŒÁ x ∈ ˚^∗, ÅÓÌÉ ![i; j] = x. óÌÏŒÏ x ≠ ~ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÅÓÌÉ x ŒÈÏÄÉÔ Œ !. æÁËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ ![0; i] ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÁÍÉ !, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ !(i)!(i + 1)!(i + 2) : : : | ÓÕÆÆÉËÓÁÍÉ ! É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ![i; ∞). þÅÒÅÚ |x| ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ x. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ x = ![i; j] Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ k-ŒÙÒÏŒÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ k|i. íÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ ÓÅÂÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ É ÉÄÕÝÅÊ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ \ÌÅŒÅÅ" É \ÐÒÁŒÅÅ" ÄÌÑ ÍÅÎØÛÉÈ É Â«ÏÌØÛÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

2 ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ T ∈ N (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÏÍ) ÉÍÅÅÍ !(i) = !(i + T ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ N. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ P. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Åč ÆÁËÔÏÒÁ x, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ ÎÅč ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ l, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x. ëÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ AP (almost periodic).

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Åč ÆÁË- ÔÏÒÁ x ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ l, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !

ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ, ŒÈÏÄÑÝÅÅ Œ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ- ÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ŒÈÏÄÉÔ Œ ÎÅč ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. þÅÒÅÚ SAP (strongly almost periodic) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏ- ŒÅÒËÉ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÐÏŒÔÏÒÑÅÍÏÓÔÉ Ó ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ŒÓÅÈ ÐÒÅÆÉËÓÏŒ, Á ÎÅ ŒÓÅÈ ÆÁËÔÏÒÏŒ.

œŒÅÄčÍ ÔÁËÖÅ ÅÝč ÏÄÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Åč ÓÕÆÆÉËÓ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÅÎ. ëÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ EAP (eventually strongly almost periodic).

åÓÌÉ ! ∈ EAP, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ ![n; ∞) ∈ SAP, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ pr(!). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ⩾ pr(!) ÉÍÅÅÍ ![m; ∞) ∈ SAP.

òÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ AP ÎÁÚÏŒčÍ ÆÕÎËÃÉÀ R_! : N → N, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÞÉÓÌÅ n ÒÁŒÎÁ ÔÁËÏÍÕ l, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ! ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ! ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÐÒÁŒÅÅ l (ŒÔÏÒÏÅ ŒÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÏÌØÛÅ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÕËŒÙ f; g; : : : ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ, ËÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÄčÔ ÒÅÞØ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ P ⊂ SAP ⊂ EAP ⊂ AP. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÓÅ ÜÔÉ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ !_T = 0110100110010110 : : : (ÓÍ. [13, 1] ÉÌÉ ÒÁÚÄÅÌ 4) | ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ SAP, ÎÏ ÎÅ ÉÚ P (ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÌÁÓÓ SAP ËÏÎÔÉÎÕÁÌÅÎ, ÔÏÇÄÁ ËÁË P ÓÞčÔÎÙÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÍ. Œ [5] ÉÌÉ [9]). îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ SAP ⊊ EAP ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ EAP ⊊ AP.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ AP \ EAP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ: a_0 = 1, a_1 = 10011, a_2 = 1001101100011001001110011, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óÌÏŒÏ a_{n+1} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ a_n ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ:

a_{n+1} = a_na_na_na_na_n;

ÇÄÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÓÌÏŒÁ x ÚÁÍÅÎÏÊ ŒÓÅÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ 1 ÎÁ 0 É 0 ÎÁ 1. œŒÅÄčÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ c_n = a_na_na_na_n

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = c_0c_1c_2c_3 : : :

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ.

äÌÉÎÁ a_n ÒÁŒÎÁ 5^n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ c_0c_1 : : : c_{n−1} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÒÁŒÎÁ 4(1 + 5 + · · · + 5^{n−1}) = 5^n − 1. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ŒŒÅÄčÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

l_n = 5^n − 1 = |c_0c_1 : : : c_{n−1}|:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ! ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. ðÕÓÔØ x ≠ ~ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. œÏÚØÍčÍ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ |x| < 5^n. ðÕÓÔØ [i; j] | ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x Œ !, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ i ⩾ l_n. éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÓÕÆÆÉËÓ ![l_k; ∞) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÉÍŒÏÌÏŒ 0 É 1, ÎÏ É ËÁË ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÌÏŒ a_k É a_k. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ i ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÌÏŒ a_na_n, a_na_n, a_na_n, a_na_n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ 10011 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÄŒÁ 00, 01, 10,

11, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏŒÏ a_{n+1} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏŒ a_na_n, a_na_n, a_na_n, a_na_n. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ ÓÌÏŒÁ a_{n+1}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ ÓÌÏŒÁ a_{n+1}. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ 2|a_{n+1}|, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÍ ÐÒÁŒÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ l_{n+1}, ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ a_{n+1} ÉÌÉ a_{n+1}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ l = (5^{n+1} − 1) + 2 · 5^{n+1} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 0, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ c_n ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÐÒÁŒÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ l_{n+1}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÁ ![l_n; ∞) ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ, c_n, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÎÅč ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ! ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

ðÕÓÔØ = ![l_{n+1}; ∞). ëÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, 1 ⩽ k ⩽ n + 1, Åč ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÌÏŒ a_k É a_k. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, c_n ŒÈÏÄÉÔ Œ , É ÐÕÓÔØ [i; j] | ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ. ðÒÉ n > 0 ÓÌÏŒÏ c_n ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó a_1, ÐÏÜÔÏÍÕ [i; i+4] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ a_1 Œ . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a_1 = 10011 ŒÈÏÄÉÔ Œ a_1a_1 = 1001110011, a_1a_1 = 1001101100, a_1a_1 = 0110010011 ÉÌÉ a_1a_1 = 0110001100, ÔÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÌÉ Ó ÐÑÔÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ [i; j] 5-ŒÙÒÏŒÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ c_n É ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÉÚ ÓÌÏŒ a_1 É a_1, É c_n ŒÈÏÄÉÔ Œ . éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ 1 ⩽ m ⩽ n ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ [i; j] 5^m-ŒÙÒÏŒÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ É c_n Œ ŒÉÄÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ ÓÌÏŒ a_m É a_m, ÔÏ c_n ŒÈÏÄÉÔ Œ . âÁÚÁ ÄÌÑ m = 1 ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. úÎÁÑ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ m = k, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ É c_n ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÉÚ \ÂÕËŒ" a_k É a_k, ÐÒÉÞčÍ c_n ŒÈÏÄÉÔ Œ . ôÏÇÄÁ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ m = k + 1, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ m = 1, ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 1 É 0 ÎÁ a_k É a_k, É a_1 É a_1 ÎÁ a_{k+1} É a_{k+1}, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ÞÔÏ c_n ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó a_{k+1}.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ [i; j] 5^n-ŒÙÒÏŒÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ É c_n ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÉÚ \ÂÕËŒ" a_n É a_n, ÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ c_n = a_na_na_na_n ŒÈÏÄÉÔ Œ . îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ a_1 = 10011 É a_1 = 01100, ÞÅÔÙÒčÈ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ 0 ÉÌÉ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ c_n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ . ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ- ÓËÉÍÉ. íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fi : N → {4; 5} ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ! ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÔÏÌØËÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ c_n ÂÒÁÔØ ÓÌÏŒÏ c^{(ø )}_n = a_na_n : : : a_n

ø (n) : ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ !_ø ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ fi. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅ- ÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ fi ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.

3 ëÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÐÙÔÁÔØ- ÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÌÉ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÅ. äÒÕÇÁÑ ÍÏÔÉŒÁÃÉÑ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔŒ Œ [19] ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ËÒÉ- ÔÅÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ. œ [19, 9] ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. åÝč ÉÚ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ k-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ÓÍ. [4], Á ÔÁËÖÅ [2]). íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ŒÉÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÌÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ëÏÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÎÁÚÏŒčÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ F = ⟨˚; ´; Q; ~q; f⟩, ÇÄÅ ˚ É ´ | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ŒÈÏÄÎÏÊ É ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ~q ∈ Q | ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ, É

f : Q × ˚ → Q ×´

| ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ. äÌÑ ¸ ∈ ˚^N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ⟨p_n; ˛(n)⟩^∞_{n=0}, ÇÄÅ p_n ∈ Q, ˛(n) ∈ ´, É ÐÕÓÔØ p_0 = ~q É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ⟨p_{n+1}; ˛(n)⟩ = f(p_n; ¸(n)). ðÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛ = F (¸) ÎÁÚÏŒčÍ ÔÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ¸ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ F . åÓÌÉ [i; j] | ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¸, ÐÒÉÞčÍ p_i = q, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ ÓÌÏŒÁ x Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q.

œ [19, 9] ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ! ∈ AP, ÔÏ F (!) ∈ AP.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ! ∈ EAP, ÔÏ F (!) ∈ EAP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ! ∈ SAP, ÔÁË ËÁË ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ F (!)) ÏÓÔÁčÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÉ Ë ÎÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÁ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ! ∈ SAP. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (!) ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ F (!) ÐÒÁŒÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ N, É ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚÁŒ ÏÔ F (!) ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [0; N], ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ, ŒÈÏÄÑÝÅÅ Œ ÎÅč ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ŒÏÚØÍčÍ ÓÁÍÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ.

ðÕÓÔØ [i_0; j_0] | ÓÁÍÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y_0 Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (!). äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ l_0 ÓÌÏŒÏ x_0 = ![i_0; j_0] ŒÈÏÄÉÔ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ l_0 ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (Œ ÓÉÌÕ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ q_0 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔ F ÐÏÄÏÛčÌ Ë ÐÏÚÉÃÉÉ i_0, ÔÏ ËÏ ŒÓÅÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑÍ ÓÌÏŒÁ x_0 Œ ! ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÏÊÔÉ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q_0, ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÏÎ ŒÙÄÁÌ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÏ y_0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ [r; s] | ÓÁÍÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ a Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F (!), ÐÒÉÞčÍ r > i_0 + l_0. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ ![r − l_0; r] ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ [r^′; s^′] ÓÌÏŒÁ x_0, ÐÒÉÞčÍ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ r ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ r^′ > i_0. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ

i_1 = r^′; j_1 = s; x_1 = ![i_1; j_1]; y_1 = F (!)[i_1; j_1]:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏŒÏ a ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ F (!) ÐÒÁŒÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ r, ÔÏ É ÓÌÏŒÏ y_1, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ a Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ F (!) ÐÒÁŒÅÅ ÐÏÚÉÃÉÉ i_1. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q_1 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔ ÐÏÄÏÛčÌ Ë ÐÏÚÉÃÉÉ i_1, ÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÏÇÄÁ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q_1 Ë ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ

ÓÌÏŒÁ x_1 Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÅ ÐÏÄÏÊÄčÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ x_1 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏŒÁ ![r^′; s^′] = x_0, É r^′ > i_0, ÔÏ q_1 ≠ q_0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÓÌÏŒÏ x_1, ËÏ ŒÓÅÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍ ÐÒÁŒÅÅ i_1, ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÏÊÔÉ, ÎÁÈÏÄÑÓØ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ q_0 ÉÌÉ q_1.

ðÕÓÔØ m = |Q| | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÓÌÏŒ x_k = ![i_k; j_k] É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q_k, ÇÄÅ k < m, ÔÁË ÞÔÏ ËÏ ŒÓÅÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑÍ x_k Œ ! ÐÒÁŒÅÅ i_k ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÏÊÔÉ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ q_0; q_1; : : : ; q_k. ðÒÉ k = m ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. äÏÐÕ- ÓÔÉÍ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ ! ∈ SAP É Åč ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ R_!. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÃÅÎËÁ ÓŒÅÒÈÕ ÎÁ pr(F (!)), ÔÁË ËÁË F (!) ∈ EAP, ÎÏ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÏÂSS- ÅËÔÁÍ ÎÁÊÔÉ ÎÉËÁËÕÀ ÔÁËÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (É ÄÁÖÅ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÌÏ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÏÏÂÝÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3 ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ [15]. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌ ÏÂSSÑŒÌÅÎ Œ [16] É ÄÏËÁÚÁÎ Œ [11].

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ g ∘ g ∘ · · · ∘ g n ÞÅÒÅÚ g^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ! ∈ SAP. ôÏÇÄÁ

pr(F (!)) ⩽ R^n_!(1) + R^{n−1}_! (1) + · · · + R_!(1):

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. ðÏÔÏÍ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÌÏŒ ÍÙ ÓŒÅÄčÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÏÂÒÁÔÉÍÏ- ÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ.

îÁÚÏŒčÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ F = ⟨˚; ´; Q; ~q; f⟩ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÑ q É ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ a ∈ ˚ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q^′ É ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÓÉÍŒÏÌ b ∈ ´, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(q^′; a) = ⟨q; b⟩. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ÔÁËÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÅ ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Œ ÓÅÂÑ (ŒÙÈÏÄÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). îÁÈÏÄÑÓØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É ÚÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ŒÈÏÄÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (Œ ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ).

ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ F | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ! ∈ SAP, ÔÏ F (!) ∈ SAP. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, x ŒÈÏÄÉÔ Œ !, É F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ Œ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÉ q. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ F ÐÏÄÏÊÄčÔ Ë x Œ !, ÎÁÈÏÄÑÓØ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q, ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ÔÅËÕÝÅÊ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ- ÃÉÉ, ÐÒÉÞčÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÃÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ |x| É R_!. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Œ !, ËÏÇÄÁ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë x Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ x_0 = ![r; s], É ÁŒÔÏÍÁÔ ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q. ðÕÓÔØ [i_0; j_0] | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ x_0 Œ !, ÔÁË ÞÔÏ j_0 ⩽ r+R_!(|x|)+1. åÓÌÉ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q, ÍÙ ÎÁÛÌÉ, ÞÔÏ ÉÓËÁÌÉ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i_0 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q_0 ≠ q. ðÕÓÔØ x_1 = ![r; j_0], É ÐÕÓÔØ [i_1; j_1] | ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ x_1 Œ !, ÔÁË ÞÔÏ j_1 ⩽ r+R_!(R_!(|x|)+ 1) + 1. ðÕÓÔØ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i_1 + i_0 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q_1. åÓÌÉ q_1 = q, ÔÏ ![i_1 + i_0; j_1] = x_0. åÓÌÉ q_1 = q_0, ÔÏ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i_1 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q Œ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, É ÍÙ ÏÐÑÔØ ÎÁÛÌÉ, ÞÔÏ ÉÓËÁÌÉ. éÎÁÞÅ q_1 ≠ q É q_1 ≠ q_0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ x_2 = ![r; j_1] É ÅÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ [i_2; j_2] Œ !, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ i_2 > r É j_2 ⩽ r + R!(R!(R!(|x|) + 1) + 1) + 1, Œ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë i2 + i1 + i0 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q_2, ÇÄÅ q_2 ≠ q, q_2 ≠ q_0 É q_2 ≠ q_1. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ, ÄÌÑ k < m = |Q| ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÓÌÏŒÁ x_0; x_1; : : : ; x_k, ÉÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ [i_0; j_0]; [i_1; j_1]; : : : ; [i_k; j_k] É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q_0; q_1; : : : ; q_{k−1}, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Œ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ F ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÏÊÔÉ Ë i_k +i_{k−1} +· · ·+i_0 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ q; q_0; : : : ; q_{k−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ k = m ÍÙ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÁÊÄčÍ ÉÓËÏÍÕÀ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ x_0 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q, É ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁŒÎÁ f(f(: : : (|x|) : : : )), ÇÄÅ f = R_! +1, Á ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÔÅÒÁÃÉÊ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁŒÎÏ m.

äÌÑ ! ∈ ˚^N , ∈ ´^N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ! × ∈ (˚ × ´)^N , ÔÁË ÞÔÏ (! × )(i) = ⟨!(i); (i)⟩.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6. åÓÌÉ ! ∈ SAP É ∈ P, ÔÏ ! × ∈ SAP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÅÒÁÃÉÑ \×" Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÌÅÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ 6. ðÕÓÔØ !; ∈ SAP. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ! × . îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ! × =∈ AP ÉÌÉ ! × ∈ EAP \ SAP. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ! × ∈ AP \ EAP? óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ! × ∈ AP? ðÒÉÍÅÒ !; ∈ AP, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ! × =∈ AP, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ [9].

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. ðÕÓÔØ ! ∈ ˚^N , É ÓÉÍŒÏÌ a ∈ ˚ ŒÈÏÄÉÔ Œ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. òÁÚÒÅÖÅÍ ! ÎÁ ÂÌÏËÉ ŒÉÄÁ xa, ÇÄÅ x ∈ (˚\{a})^∗, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÓÌÏŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÓÉÍŒÏÌ a ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÅÓÔÅ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ a. åÓÌÉ ÓÉÍŒÏÌ a ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ! Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÂÌÏËÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ! ∈ AP, ÔÏ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ R_!(1)). úÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÜÔÉ ÂÌÏËÉ ÂÕËŒÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÁÌÆÁŒÉÔ b_{a;!}(˚). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÚ ! ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏŒÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ ÎÅč ÏÔÒÅÚÁÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ, ÎÁÚÏŒčÍ a-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ s_a(!). îÁÐÒÉÍÅÒ, 0-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 3200122403100110. . . | ÜÔÏ (0)(12240)(310)(0)(110). . .

ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ ! ∈ SAP, É ÓÉÍŒÏÌ a ŒÈÏÄÉÔ Œ !. ôÏÇÄÁ s_a(!) ∈ SAP.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ k | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÂÌÏËÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÏ x | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ s_a(!). åÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ k|x| Œ !, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ x ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ z = ay, |z| ⩽ k|x| + 1. óÌÏŒÏ z ŒÈÏÄÉÔ Œ ! (ÚÁÄÅŒÁÑ ÐÅÒŒÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÉÍŒÏÌ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÅÍÏÇÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë s_a(!)). ôÏÇÄÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l = R_!(k|x| + 1) ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ z. ðÏÓËÏÌØËÕ z ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a, ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ \ÐÒÁŒÉÌØÎÏ" ŒÙÒÏŒÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉÃÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÓÏŒÐÁÄÕÔ Ó ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏ- ÍÕ ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ z Œ ! ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ x Œ s_a(!). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ R_!(k|x| + 1) Œ s_a(!) ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ x.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. œ ÓŒÑÚÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 8 ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 7. œÍÅÓÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ SAP ÎÁ ÂÌÏËÉ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

ÎÁ ÂÌÏËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ëÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ?

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4. ðÕÓÔØ F = ⟨˚; ´; Q; ~q; f⟩ É |Q| = n. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ l ⩾ pr(F (!));

É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÜÔÉÍ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÃÅÎËÕ

l ⩽ R^n_!(1) + R^{n−1}_! (1) + · · · + R_!(1):

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ- ŒÉÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ | \ŒÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁŒÉÔ"×\ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ" (ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ F ÜÔÏ ˚ × Q. óÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ f | Œ ŒÙÈÏÄÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÎÁ ÐÉÛÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ | ÐÁÒÕ ÉÚ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ É ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÍÙ ŒÓÀÄÕ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ŒÔÏÒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÍÅÓÔÏ f(p; a) = ⟨q; b⟩ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÏ f(p; a) = q, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ f(p; a) = ⟨q; ⟨p; a⟩⟩).

ðÏÌÏÖÉÍ !_0 = !. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÉÚ ˚ ŒÈÏÄÉÔ Œ !_0, ÉÎÁÞÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉÍ F ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌÙ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ !_0; ËÁËÉÅ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, ÐÒÏÓÍÏÔÒÅŒ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË !_0 ÄÌÉÎÙ R_{!0} (1).

åÓÌÉ F | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ pr(F (!_0)) = 0. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÍŒÏÌ a_1 ∈ ˚, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Q_1 = {q : ∃q^′ f(q^′; a_0) = q}

ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÏ Œ Q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ

!_1 = s_{a0} (!_0);

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 8 ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁËÏÍ ÂÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÁŒÔÏ- ÍÁÔ ÎÅ ÚÁÐÕÓËÁÌÓÑ ÎÁ !_0, Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÂÌÏËÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ s_{a0} (!_0) ÏÎ ÐÏÄÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q_1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÂÌÏË ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_0.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏŒÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ F_1 (ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÏ F ). ðÏÌÏÖÉÍ ŒÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁŒÉÔ ÁŒÔÏÍÁÔÁ F_1 ÒÁŒÎÙÍ b_{a0;!0} (˚), ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÁŒÎÙÍ Q_1, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÏŒ ÎÁ ÐÁÒÅ x ∈ b_{a0;!0} (˚), q ∈ Q_1 ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁŒÎÙÍ ŒÙÈÏÄÕ ÁŒÔÏÍÁÔÁ F , ÚÁÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÓÌÏŒÅ x, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÍ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚, É ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ F_1 ÏÂSSÑŒÉÍ ÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ F ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ÎÁÞÁÌÅ ! ÄÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ a_0 (ÎÁ ÔÏÍ ËÕÓËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÅÍ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë s_{a0} (!_0)). ôÅÐÅÒØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ F ÎÁ !_0 ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ F_1 ÎÁ !_1. ðÒÉ ÜÔÏÍ !_1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ! ÏÔÒÅÚÁÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ R_{!0} (1) ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚.

íÙ ÉÍÅÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !_1 (Œ ÂÏÌØÛÅÍ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÙÊ, ÁÌÆÁŒÉÔÅ), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔ F_1 Ó ÍÅÎØÛÉÍ, ÞÅÍ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÅ F , ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. åÓÌÉ F_1 ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ, ÔÏ ÐÏŒÔÏÒÉŒ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ, ÅÝč ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !_2 Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÁÌÆÁŒÉÔÅ b_{a1;!1} (b_{a0;!0} (˚)), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔ Ó ÅÝč ÍÅÎØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ïÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ !_1 ÏÔÒÅÚÁÎÉÅÍ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ R_{!1} (1) ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÓÞÉÔÁÑ Œ ÓÉÍŒÏÌÁÈ ÁÌÆÁŒÉÔÁ b_{a0;!0} (˚). úÎÁÞÉÔ, !_2, ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ! ÏÔÒÅÚÁÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ R!_0 (R!_0 (1)) + R!_0 (1), ÓÞÉÔÁÑ Œ ÓÉÍŒÏÌÁÈ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚.

áŒÔÏÍÁÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ É Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ŒÈÏÄÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ (É ÄÁÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏŒÔÏÒÉŒ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ k (k ⩽ n, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÁÐÕÓËÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÏÚŒÒÁÔÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ F_k ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !_k Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÆÁŒÉ- ÔÅ. óÉÍŒÏÌÙ Œ ÜÔÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÂÌÏËÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ F_k(!_k) ∈ SAP.

úÁÐÉÓÁŒ !_k Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÆÆÉËÓ !^′ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ! ÏÔÒÅÚÁÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

R^k_!(1) + R^{k−1}_! (1) + · · · + R!(1) ⩽ R^n_!(1) + R^{n−1}_! (1) + · · · + R!(1):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÉÚ F_k(!_k) ∈ SAP ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F (!^′) ∈ SAP. ïÂSSÑÓÎÉÍ ÜÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÕÖÅ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ ÁŒÔÏÍÁÔ F_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÍ (ÏÂÝÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ôÏÇÄÁ !^′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ! ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÍŒÏÌÁ a_0 ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ F_1 (ÔÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë !^′) ÒÁŒÎÏ q. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ F (!^′) ∈ SAP, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÁ !^′ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÅÇÏ ËÏ- ÐÉÊ Œ !^′, Ë ËÏÔÏÒÙÍ F ÐÏÄÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ | ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ l ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ l (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, Á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÄÁčÔ ÐÁÒÕ ⟨ŒÈÏÄÎÏÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ⟩).

ðÕÓÔØ x | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓ !^′, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_0, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÂÌÏËÉ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÒÅÆÉËÓÅ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ y. ðÏÓËÏÌØËÕ F_1 ŒÏÚŒÒÁÔ- ÎÙÊ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ F_1(!_1) ∈ SAP. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÇÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ- ÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔ F_1 ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ | ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ t ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t | ÐÏÄÈÏÄÉÔ Ë y Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ Œ !^′ ÐÏÄÈÏÄÕ F Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ŒÈÏ- ÖÄÅÎÉÀ x Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q, É ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ tk, ÇÄÅ k ⩽ R_!(1) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÂÌÏËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ Œ [9], ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ ÓŒÅÒÈÕ ÐÒÉÍÅÒÎÏ R^{2n}_! ÄÌÑ ÒÅ- ÇÕÌÑÔÏÒÁ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ F (!) ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁ F Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ Œ ÎÉÈ ÓÌÏŒÁ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÄÏ R^n_!. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ [17], ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÎÅÌØÚÑ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ¸n ÒÁÚ ÐÒÏÉÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ < 1, ÐÒÁŒÄÁ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ ¸ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ 1). ðÏÓÌÅ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Œ [17] ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ pr(F (!)) Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ (Œ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ).

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÑÓÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÉÔØ É ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÔÏ Ó ÎÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ

ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÌÀÂÏÐÙÔÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Œ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÎÁ ÐÏÍÏÖÅÔ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÉÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁÍÉ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ðÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÅËÏŒÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ. åÇÏ ÎÅÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁŒÌÅÎ ÓÔÅË. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ É ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅËÕÝÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ, ÓÉÍ- ŒÏÌÏÍ ŒÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÉÍŒÏÌÏÍ Œ ÇÏÌÏŒÅ ÓÔÅËÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÏÌÖÅÎ ÒÅÛÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÓÏ ÓÔÅËÏÍ: ÄÏÂÁŒÉÔØ ÓÉÍŒÏÌ, ÕÄÁÌÉÔØ ÓÉÍŒÏÌ ÉÌÉ ÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÓÔÅË ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ðÁÒÁÌÌÅÌØ ÚÄÅÓØ ÔÁËÁÑ: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ÎÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏ- ÍÁÔÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ ÂÅÚ ŒÙÈÏÄÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÑÚÙËÉ, Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ÎÁÍÉ ÓÔÅËÏŒÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁÍ (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏ- ÔÙ, Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÉ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÓÔÅËÏŒÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÉÅ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÑÚÙËÉ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [12].

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÓÔÅËÏŒÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 0 É 1, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÊ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÌÅÊ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÄÉ- ÎÉÃ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ (ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÍ. [5, 6]). ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÔÅËÏŒÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ. õ ÎÅÇÏ ÄŒÁ ÒÅÖÉÍÁ, 0 (ÎÁÞÁÌØÎÙÊ) É 1. œ ÒÅÖÉÍÅ 0 ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË: ÕŒÉÄÅŒ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ 0, ÏÎ ËÌÁÄčÔ ÅÇÏ Œ ÓÔÅË, Á ÕŒÉÄÅŒ 1, ÕÂÉÒÁÅÔ 0 ÉÚ ÓÔÅËÁ. ëÏÇÄÁ ÓÔÅË ÏÐÕÓÔÏÛÁÅÔÓÑ (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÒÁŒÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ 0 É 1), ÁŒÔÏ- ÍÁÔ ÐÅÒÅËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÖÉÍ 1. œ ÒÅÖÉÍÅ 1 ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÉ ŒÈÏÄÅ 1 ËÌÁÄčÔ 1 Œ ÓÔÅË, ÐÒÉ ŒÈÏÄÅ 0 ÕÂÉÒÁÅÔ 1 ÉÚ ÓÔÅËÁ, ÐÒÉ ÏÐÕÓÔÏÛÅÎÉÉ ÓÔÅËÁ ÐÅÒÅ- ËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÖÉÍ 0. œ ŒÙÈÏÄÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁŒÔÏÍÁÔ ÐÏÄÁčÔ ŒÓÅÇÄÁ ÎÏÍÅÒ ÓŒÏÅÇÏ ÒÅÖÉÍÁ. œÉÄÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ Œ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ËÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÙ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ (˛nite transducers).

ðÕÓÔØ ˚, ´ | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁŒÉÔÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h: ˚^∗ → ´^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v ∈ ˚^∗ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ h(uv) = h(u)h(v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÄÎÏÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ. åÓÌÉ ! | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÏÖÉÍ

h(!) = h(!(0))h(!(1))h(!(2)) : : :

ðÕÓÔØ h: ˚^∗ → ´^∗ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ! ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÄ ÁÌ- ÆÁŒÉÔÏÍ ˚. œ [9] ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ h(!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ! | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ h(!) ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏ- ÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ (ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u = ![i; j] ÓÌÏŒÏ h(u) = h(!(i)) : : : h(!(j)) ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ h(!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. îÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ h(!) É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ! ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÓÌÏŒÏ u ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÌÑ ! | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ h(!) ÂÕÄÅÔ ÓÎÏŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ).

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ (ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [2, 9, 12, 14]). ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ŒÙÄÁŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÒÏÞÉÔÁŒ ÏÄÉÎ ÓÉÍŒÏÌ ŒÈÏÄÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏ,

ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ: ÔÅÐÅÒØ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f : Q × ˚ → Q × ´^∗:

åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ⟨p_n; v_n⟩^∞_{n=0}, ÇÄÅ p_n ∈ Q, v_n ∈ ´^∗, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ¸, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁÚÏŒčÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v_0v_1v_2 : : :

äÅÊÓÔŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÉÐÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÏ- ÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ- ÞÅÓËÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 É ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏÊ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ, ! ∈ EAP, É, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, F (!) ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÁ. ôÏÇÄÁ F (!) ∈ EAP.

4 üÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔØ

œÏ ÍÎÏÇÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÕ ÉÌÉ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ. éÎÏÇÄÁ ÜÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÁ 4 | ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ- ŒÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÜÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÏÔŒÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏŒ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÏÄÁčÔÓÑ ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. áÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁŒÅÒÛÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÒÁËÕÌÅ É ŒÙÄÁŒÁÔØ ÏÔŒÅÔ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÉÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ. ïÓÎÏŒ- ÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ: ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ŒÙÄÁÔØ ÏÔŒÅÔ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÁËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

ðÏÞÔÉ ÎÉËÁËÉÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÌØÚÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÐÏÚÎÁÔØ, ÉÍÅÑ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏ ! ∈ B^N ÎÅÌØÚÑ ÄÁÖÅ ÓËÁÚÁÔØ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ŒÈÏÄÉÔ ÌÉ Œ ÎÅč ÓÉÍŒÏÌ 1: ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒÉÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, É ŒÓÅ ÏÎÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ 0, ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÌÅÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ 1. œÏÐÒÏÓ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁ ŒÈÏÄ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÁŒÁÔØ ËÁËÕÀ- ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÚÑÔØ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ N → N, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÙ ⟨ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÆÕÎËÃÉÑ⟩ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! É Åč ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ: ÐÒÏÞÉÔÁŒ ÐÅÒŒÙÅ f(1) ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ŒÈÏÄÉÔ ÌÉ Œ ÎÅč 1, Á ÐÒÏÞÉÔÁŒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ f(1) ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÓÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ ÄÁÖÅ, ŒÈÏÄÉÔ ÌÉ Œ ÎÅč 1 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÅÏÒÅÍ | ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Ï ÎÅÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÅÍÙ 11 ÐÒÑÍÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 4. ôÅ- ÏÒÅÍÁ 14 ÔÁËÖÅ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 4. œÓÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÉ ŒÐÅÒŒÙÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ Œ [16].

ðÏÄ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ f_n → f, ÇÄÅ f_n; f : N → N, ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ∀i ∃n ∀m > n f_m(i) = f(i).

ôÅÏÒÅÍÁ 11. ðÏ ! ∈ EAP É Åč ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÕ f ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ËÁËÏÅ- ÌÉÂÏ l ⩾ pr(!).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ !_T | ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ | ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÌÏÖÉÍ a_0 = 0, a_{n+1} = a_na_n, É ÄÁÌÅÅ !_T = lim_{n→∞} a_n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |a_n| = 2^n. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ôÕÜ{íÏÒÓÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÇÒÏÍÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ (ÓÍ. [1]), ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: !_T ÂÅÓËÕÂÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ B^∗ , a ≠ ~ ÓÌÏŒÏ aaa ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ !_T (ÓÍ. [1, 13]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 11. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ !_n ∈ EAP, ! ∈ SAP Ó ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁÍÉ f_n É f, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ !_n → !, f_n → f, ÎÏ pr(!_n) → ∞. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ðÕÓÔØ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÁ ŒÈÏÄ ⟨!; f⟩, ÏÎ ŒÙÄÁčÔ ÞÉÓÌÏ l ⩾ 0 (ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ! ∈ SAP). œÏ ŒÒÅÍÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ l ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏÞÉÔÁÌ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ! É ÚÎÁÞÅÎÉÊ f, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N > l, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÚÎÁÅÔ !(k) É f(k) ÄÌÑ k > N (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÁÈ, ÒÁÚÌÉÞÉÅ Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÏÚÉÃÉÑÈ k > N, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÎÁ ⟨!; f⟩). ðÏÓËÏÌØËÕ pr(!_n) → ∞, ÎÁÊÄčÔÓÑ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ pr(!_n) > N. ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ⟨!_n; f_n⟩ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÎÁ ⟨!; f⟩, É ÚÎÁÞÉÔ, ŒÙÄÁÓÔ l, ÎÏ pr(!_n) > N > l.

ðÏÌÏÖÉÍ ! = !_T , !_n = a_na_na_n!. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ pr(!_n) ⩾ 2^n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ pr(!_n) < 2^n, ÔÏ a_na_n! = a_na_na_n—a_n—a_na_n : : : ∈ SAP, É ÚÎÁÞÉÔ, a_na_na_n ŒÈÏÄÉÔ Œ !_T | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÂÅÓËÕÂÎÏÓÔØÀ !_T .

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÙ f_n, f, ÔÁË ÞÔÏ f_n → f. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ g ÄÌÑ ŒÓÅÈ !_n (ÐÏÔÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ g É ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ g ÂÙÌÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ !_n É ÄÌÑ !). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ R! É ÐÏÌÏÖÉÍ g = 4 · R!. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ v, |v| = k ŒÈÏÄÉÔ Œ !n = ananan! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. œÏÚØÍčÍ ÏÔÒÅÚÏË [i; j] ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÄÌÉÎÙ 4 · R_!(k) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ v Œ ÎÅÇÏ ŒÈÏÄÉÔ. åÓÌÉ j ⩾ 3 · 2^n + R_!(k), ÔÏ v ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ![3 · 2^n; 3 · 2^n + R_!(k)] (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ). éÎÁÞÅ j < 3 · 2^n + R_!(k), ÏÔËÕÄÁ i ⩽ 3 · 2^n − 3 R_!(k). îÏ i ⩾ 0, ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R_!(k) ⩽ 2^n = |a_n|. úÎÁÞÉÔ, !_n[i; i + R_!(k)] ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ a_na_n. îÏ a_na_n ŒÈÏÄÉÔ Œ !, É ÚÎÁÞÉÔ, !_n[i; i + R_!(k)] ÔÏÖÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ v Œ ÎÅÇÏ ŒÈÏÄÉÔ.

ïÄÎÁËÏ g | ÅÝč ÎÅ ÉÓËÏÍÁÑ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ !_n ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. îÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ v ŒÈÏÄÉÔ Œ !_n ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ÔÏ |v| = k > 2^n (ÉÎÁÞÅ v ŒÈÏÄÉÔ Œ ÂÌÏË ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ a_n ÉÌÉ —a_n, Á ÚÎÁÞÉÔ, É Œ !), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n. ðÏÜÔÏÍÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ŒÓÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏŒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ k ŒÈÏÄÑÔ Œ ËÁËÉÅ-ÔÏ !_n ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ÎÁÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÒÉÄčÔÓÑ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ g(k), ÎÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. úÎÁÞÉÔ, ÉÓËÏÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏŒ ÎÁÊÄčÔÓÑ.

íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ EAP ⊊ AP (ÔÅÏÒÅÍÁ 1). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12. ðÏ ! ∈ AP É Åč ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÕ f ⩾ R_! ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ! ∈ EAP.

œ [9] ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÎ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÌÏËÏŒ, ŒŒÅÄčÎÎÏÊ Œ [6] É ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÅÊÓÑ ÔÁËÖÅ Œ [5]. üÔÏÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÎÏÊ Œ [19] ÏÂÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÂÌÏÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÏÂÝčÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ⟨A_n; l_n⟩, ÇÄÅ A_n ⊂ ˚^∗ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚, l_n ∈ N, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÊ ˚-ÓÈÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: (1) ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ A_n ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ l_n;

(2) ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ u ∈ A_{n+1} ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ u = v_1v_2 : : : v_k, ÇÄÅ v_i ∈ A_n, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ A_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ i, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ v_i = w.

íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ¸ ∈ ˚^N ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÊ ˚-ÓÈÅÍÏÊ ⟨A_n; l_n⟩, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É n ÉÍÅÅÍ ¸[il_n; (i + 1)l_n − 1] ∈ A_n:

ëÁË ÎÅÓÌÏÖÎÏ ŒÉÄÅÔØ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏÇÁÑ ÓÈÅÍÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. œ [9] ÁŒÔÏÒÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏ- ÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 12. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ !_n ∈ EAP, ! ∈ AP \ EAP É ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f ÄÌÑ ÎÉÈ, ÞÔÏ !_n → !.

ðÏÌÏÖÉÍ a_0 = 1, a_1 = 10011, É ÄÁÌÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: a_{n+1} = a_n—a_n—a_na_na_n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÏŒÏ a_na_na_na_n ÞÅÒÅÚ c_n. œŒÅÄčÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ l_n = 5^n − 1 = |Ó_0c_1 : : : Ó_{n−1}|. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ! = Ó_0Ó_1Ó_2Ó_3 : : : É = lim_{n→∞} a_n. ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ [15], ! ∈ AP \ EAP. ðÕÓÔØ !_n = c_0c_1 : : : c_n. ðÏÓËÏÌØËÕ ∈ SAP (ÔÁË ËÁË ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ⟨{a_n; —a_n}; 5^n⟩), ÔÏ !_n ∈ EAP. ñÓÎÏ, ÞÔÏ !_n → !, É ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÂÝÉÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ !_n ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ ŒÉÄÁ f(k) ⩾ ¸, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f(k) ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ ¸.

ðÕÓÔØ v = !_n[i; j], |v| = k ŒÈÏÄÉÔ Œ !_n = c_0c_1 : : : c_n ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ v ŒÈÏÄÉÔ Œ , Á ÚÎÁÞÉÔ, É Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ a_m. ðÏÜÔÏÍÕ v ŒÈÏÄÉÔ Œ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ f(k) ⩾ R_!(k) + R_˚ (k).

ðÕÓÔØ v = !_n[i; j], |v| = k ŒÈÏÄÉÔ Œ !_n ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ i < l_n. åÓÌÉ j > l_n, ÔÏ ÔÏÇÄÁ k > 5^n, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ a_m, Á ÚÎÁÞÉÔ, ŒÈÏÄÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. îÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ k > 5^n ŒÙÐÏÌÎÉÍÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n, ÞÔÏ ÄÁčÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ f(k). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ j ⩽ l_n. îÏ ÔÏÇÄÁ v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ c_0c_1 : : : c_n, ÐÒÉÞčÍ ŒÈÏÄÉÔ Œ ! ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ (ÉÎÁÞÅ ÂÙ v ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ a_m), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÏÊÄčÔ f(k) ⩾ R_!(k).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ËÌÁÓÓÙ SAP É P.

ôÅÏÒÅÍÁ 13. ðÏ ! ∈ SAP É Åč ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÕ f ⩾ R_! ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ! ∈ P.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ !_n ∈ P, ! ∈ SAP \ P Ó ÏÂÝÉÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ !_n ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ f ⩾ R_{!n} , ÞÔÏ !_n → !.

ìÀÂÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ˚-ÓÈÅÍÙ ⟨A_n; l_n⟩. õÓÉÌÉÍ ÇÌÁŒÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ A_n, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÅ ÓÈÅÍÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ËÁÖÄÏÅ u ∈ A_{n+1} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ u = v_1v_2 : : : v_k, ÇÄÅ v_i ∈ A_n, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ w_1; w_2 ∈ A_n ÎÁÊÄčÔÓÑ i < k, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ v_iv_{i+1} = w_1w_2. úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÓÈÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÍÏÇÕÔ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ⟨{a_n; —a_n}; 2^n⟩, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ !_T .

ðÕÓÔØ ⟨A_n; l_n⟩ | ÓÔÒÏÇÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÕÓÉÌÅÎÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ, É ÐÕÓÔØ ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ! =∈ P. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ p_n = ![0; l_n], ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p_n ∈ A_n É lim_{n→∞} p_n = !. ðÏÌÏÖÉÍ !_n = p_np_np_n : : : ∈ P. ñÓÎÏ, ÞÔÏ !_n → !, É ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f ÄÌÑ ŒÓÅÈ !_n.

ðÕÓÔØ v = !_n[i; j], |v| = k (ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ v ŒÈÏÄÉÔ Œ !_n ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË !_n ∈ P). îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ k ⩾ |p_n| = l_n ÍÏÖÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n, ÞÔÏ ÄÁčÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ f(k). ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k < l_n. œÏÚØÍčÍ ÔÁËÏÅ t, ÞÔÏ l_{t−1} < k ⩽ l_t (ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ t ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ k). ôÏÇÄÁ t < n. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ml_t ⩽ i É j ⩽ (m + 2)l_t, ÔÏ ÅÓÔØ v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ab, ÇÄÅ a; b ∈ A_t, É ÚÎÁÞÉÔ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÓÈÅÍÙ, v ŒÈÏÄÉÔ Œ ÌÀÂÏÅ c ∈ A_{t+1}. îÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ 2l_{t+1} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !_n ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ c ∈ A_{t+1} (ÃÅÌÉËÏÍ ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ ËÁËÏÅ-ÔÏ p_n), Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ v. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ f ⩾ 2l_{t+1}.

éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 13 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÏÂÝÉÍ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ (ÁÐÒÉÏÒÉ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÔÁË ËÁË ÓÁÍÁÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ | ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ- ÃÉÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÎÁÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ. ïÎÁ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÐÒÉÐÉÓÁŒ Ë ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ ÓÉÍŒÏÌ, ÍÙ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÕÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14. ðÏ ! ∈ EAP, Åč ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÕ f ⩾ R_! É ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ l ⩾ pr(!) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÈÏÄÉÔØ pr(!).

ìÅÍÍÁ 15. åÓÌÉ a! ∈ SAP, ÇÄÅ a ∈ ˚^∗, É ! ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ l, ÔÏ a! ÔÏÖÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ l.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ a. ðÕÓÔØ ¸ = 012 : : : (l− 1)012 : : : (l − 1)012 : : : (l − 1) : : : | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÂÕËŒ ÁÌ- ÆÁŒÉÔÁ ˚_l = {0; 1; 2; : : : ; l − 1}. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 6 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ a! × ¸ ∈ SAP. œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍŒÏÌ ⟨a; 0⟩ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÏÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ a = !(l), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 14. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÅ !_n ∈ EAP, ! ∈ SAP É ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f ÄÌÑ ŒÓÅÈ !_n, ÞÔÏ !_n → ! É pr(!_n) = 1 (ÉÚ ! ∈ SAP ÓÌÅÄÕÅÔ pr(!) = 0).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1!_T ∈ SAP. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÆÉËÓ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÎÅč ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. îÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÌÏŒÁ a_na_n É —a_na_n ŒÈÏÄÑÔ Œ !_T , Á ÚÎÁÞÉÔ, É 1a_n ÔÏÖÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 0!_T ∈ SAP.

ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 13, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ k_n → ∞, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÉÄÁ

!(0) : : : !(k_n)!(0) : : : !(k_n)!(0) : : : ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ f. œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ m_n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ k_n, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÉÍŒÏÌÙ !(m_n) ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ 0.

ðÏÌÏÖÉÍ !_n = 1!(0) : : : !(m_n)!(0) : : : !(m_n)!(0) : : :, ! = 1!_T . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÂÝÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÓŒÅÒÈÕ g ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ g(k) ⩾ f(k)+1 (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÌÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ) É g(k) ⩾ k (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÌÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ).

åÓÌÉ ÂÙ !_n ∈ SAP, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 15 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !_n ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ m_n, ÎÏ ÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÌÉ !_n(0) = 1 ≠ !_n(m_n) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, pr(!_n) = 1.

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÉÍŒÏÌÙ !(m_n) ÒÁŒÎÙ 1, ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÔÏÇÄÁ !_n ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 0).

5 âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ

áŒÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ á. ì. óÅÍčÎÏŒÕ É áÎ. á. íÕÞÎÉËÕ ÚÁ ÐÏÍÏÝØ Œ ÒÁÂÏÔÅ É ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÅ ÍÏÅÇÏ ŒÎÉÍÁÎÉÑ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ, Á ÔÁËÖÅ í. òÁÓËÉÎÕ, á. òÕÍÑÎÃÅŒÕ, á. ûÅÎÀ É ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÚÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ É ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] J.-P. Allouche, J. Shallit. The ubiquitous Prouhet{Thue{Morse sequence. Sequences and their applications, Proceedings of SETA’98, Springer Verlag, pp. 1{16, 1999.

[2] J.-P. Allouche, J. Shallit. Automatic Sequences. Cambridge University Press, 2003.

[3] J. Cassaigne. Recurrence in in˛nite words. Proceedings of the 18th Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science (STACS 2001), Springer Verlag, pp. 1{11, 2001.

[4] A. Cobham. Uniform taq sequences. Math. Systems Theory, 6, pp. 164{192, 1972.

[5] K. Jacobs. Maschinenerzeugte 0-1-Folgen. Selecta Mathematica II. Springer Verlag: Berlin, Heidelberg, New York, 1970.

[6] M. Keane. Generalized Morse sequences. Z. WahrsÓheinlichkeitstheorie verw. Geb., 10, pp. 335{ 353, 1968.

[7] M. Morse, G. A. Hedlund. Symbolic dynamics. American Journal of Mathematics, 60, pp. 815{ 866, 1938.

[8] M. Morse, G. A. Hedlund. Symbolic dynamics II: Sturmian trajectories. American Journal of Mathematics, 62, pp. 1{42, 1940.

[9] An. Muchnik, A. Semenov, M. Ushakov. Almost periodic sequences. Theoretical Computer Science, vol. 304, pp. 1{33, 2003.

[10] A. Rumyantsev, M. Ushakov. Forbidden Substrings, Kolmogorov Complexity and Almost Periodic Sequences. Lecture Notes in Computer Science, vol. 3884, STACS 2006, pp. 396{407.

[11] Yu. Pritykin. Almost Periodicity, Finite Automata Mappings and Related E¸ectiveness Issues.

Proceedings of WoWA (student session), St. Petersburg, Russia, June 7th, 2006 (satellite to CSR’06), to appear. See also http://arXiv.org/abs/cs.DM/0607009.

[12] M. Sipser. Introduction to the Theory of Computation. PWS Publishing Company: Boston, 1997.

[13] A. Thue. -Uber unendliche Zeichenreihen. Norske vid. Selsk. Skr. Mat. Nat. Kl., 7, pp. 1{ 22, 1906. Reprinted in Selected mathematical papers of Axel Thue, Universitetsforlaget, Oslo, pp. 139{158, 1977.

[14] A. Weber. On the valuedness of ˛nite transducers. Acta Informatica, 27, pp. 749{780, 1989.

[15] à. ì. ðÒÉÔÙËÉÎ. ëÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ, Ô. 80, N 5, Ó. 751{756, 2006. áÎÇÌÉÊÓËÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÎÁ http://arXiv.org/abs/cs.DM/0605026.

[16] à. ì. ðÒÉÔÙËÉÎ. ëÏÎÅÞÎÏ-ÁŒÔÏÍÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ. ôÒÕÄÙ XXVIII ëÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ÍÏÌÏ- ÄÙÈ ÕÞčÎÙÈ, ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-Ô íçõ ÉÍ. ìÏÍÏÎÏÓÏŒÁ, 2006, ÇÏÔÏŒÉÔÓÑ Ë ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ.

[17] í. á. òÁÓËÉÎ. ïÂ ÏÃÅÎËÅ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÐÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÒÕÄÙ XXVIII ëÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ÍÏÌÏÄÙÈ ÕÞčÎÙÈ, ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-Ô íçõ ÉÍ. ìÏÍÏÎÏÓÏŒÁ, 2006, ÇÏÔÏŒÉÔÓÑ Ë ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ.

[18] á. ì. óÅÍčÎÏŒ. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

éÚŒÅÓÔÉÑ áî óóóò, ÓÅÒÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ, Ô. 43, N 5, Ó. 1175{1195, 1979.

[19] á. ì. óÅÍčÎÏŒ. ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ. éÚŒÅÓÔÉÑ áî óóóò, ÓÅÒÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ, Ô. 47, N 3, Ó. 623{658, 1983.