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�� ������� ∗

� ��������

�������� ����������	���
 ��������� � ����������
 �������� ������
������� ��� �������� ������	����	 ����	����� ������ �	 �	�	����
��������	��� �������� ������	�� �������� ������������� ������ 
��� ��� �������� ��� ���!���� ������ ���	��	���� "��� ������ #� 
������ ������� ������ ���������� �������� ������	��� $��
 �	��

%&'( ) ����� ����* ����	��� ��	����� ������	��� ����������
 ���	��
��������� �� ��� ������������� ��������	����� ��	������� �����
�������� �������������� ����������

) �	������* �	���� ��� ������ ������� �	���� ���������� +����	 
,����	 $%&'( �������� ��������	����� ��	������ �	 �������* ���� 
��	�
 �	���* ������������ �������
 ��������������� ����� ��� 
���	 ������* �����* -�� ��.���� ����������� � ��������� �� ���� 
!���� �	 �����	���
 ������ ��"��������� ��.���� ����� ���� 	��� 
���������� ��������� �� �	�	����� �	���� /	������
 "�� ���	�	 
��
 ��� ��.���� ���!�� ������������� ��������� ��	������� � �	�� 
��� ����������� 0��������� ��	������ �	�!� �	�� �����!����� �� 
������� �������� ���� $�
 ������	������
 ��������� 1��!	 +�����(
���	�	 {µ = const} � ������	����� ������� ������� ������ /��������
������� ���������* �	��������� � �	����� 2

3	 !� ���� �	�� � ������ ��	������
 �	������
 �	 ������	�
 ������� 
�������* ������� ����������� �	 ������	����� �	� ������ 4���� ����

��������� ������� ��������* ��������� �	 ������ 5��������	 $%6'(
 ��� 
����� ������	� ���	 �	 ������	����� ��������������� �	����� ��� )
"��� ����	� �	�!� �������� ��	������ �	 ������	�
 ��������������*
������� �����������

/�������� ������������ ������� �� ��	������� � ������ 5����� 
���	 ��	������������� 	�����	������� ��������	��* K0(V arC) $���
� ������ 5��������	 ������� 7!��( ������������� ��������	�����
��	�������
 	�	�������� ��������	����� ��	������� ��� ����	 �������
1	��� )�*�� 8�� ��	������
 ���������� 9�	��	����� $%:'( � ; 1�* 
���� $%2'(
 �����	�� �� ������ ���*���������� �	 ������ � 	�������
��������	���� <������
 ��� ��� ����� ������ �������

∗������ ������	�
� ���
��� ��������������

&



=	�������� ������	����� L = LC2,0 ������� 	�	���������� ������ � �	 
�	�� �������	� �	 ��������� 8�� ���!����� �	� (x(t), y(t)) ����	�����
��������� ����� $��� ���������� ����	( 0���� LN = LN

C2,0 > ������	� 
���� N>����* ������
 � πN > �������������	� ��������

7���� K0(V arC) ����� �����	�	�� ������ 5��������	 ��	���������� 
��� 	�����	������� ��������	��* <�� ����!���� ��	��	�� ������� 
��� ����������� ��	������������� 	�����	������� ��������	��* ��
������ ������.���* ���	 [X] = [Y ]+[X\Y ], ��� Y > �	������� �� ?	��� 
����� ������!����� X @���!���� �	�	���� �������* [X]·[Y ] = [X×Y ].
7���� L ∈ K0(V arC) ����� �����	�	�� ��	�� 	������* �����*

=	�������� ������ K0(V arC)[L−1] �� ��������* ������	���* �	 ���A
Fk ����!���� "������	�� ���	 [X] · [L−n] B n − dim X ≥ k 0���� M >
���������� K0(V arC)[L−1] �� "��* ������	���

/	����� ���!����� A ⊂ L ��������������
 ���� ��� ����������
N ���������� �������������� ������!����� AN ⊂ LN �	���
 ��� A =
π−1

N (AN). +�� �������������� ���!���� ��������� �������� ���� ��� 
����*

χg(A) = [AN ] · L
−2N ∈ K0(V arC)[L−1].

/	 ��������� ���������� 	������ �������������� ������!���� ��� 
���!���� +���� � ,���� $%&'( $� ������� ���* � ��������	( ���������
������ 	��������� ���� χg
 ������	���� ��	����� � ������ M  8�	
���	 ��������� ���������� �������* ������	� ��� ������� ������*
�	 L $%&'(

) �	����*.�� �	��� ����� ���������	���� ������� ������� vx =
Ord0x(t), vy = Ord0y(t) � v = min{vx, vy}
 ������������ ��� �����*
γ(t) = (x(t), y(t)).

0���� h : Y → X > ����������* ���	����	����* ������� ��	����
	�����	������� ��������	��* �	��������� d 0���� J = h∗KX−KY > �� 
����������* �	���������* ������� �	 Y $���	���� > ���!����� ����*
�����	�	 �����	!����( <� ���������� ������� ordJ �	 ������	�����
������ �	 Y > ������ ����������� �����* � ��������� /	������
 ���
����	 �������	 � �	�	�� �������	� �	 ��������� J ����	�	�� �� ������ 
��* ����������* �����* 3���	 ����� ����� �������	� ������	 �	����
���������� � �������� ������	�� $%&'(

������� � ����� A � ���	
���	 ������	���� � �
���
�����	 �
��
��� �� X� α � �
����� �������� ����∫

A

αdχg =

∫
h−1(A)

(h∗α)L−ordJ .

� ������	�����	� ��������� ��� ����� ����

�	��

7���� ������	 ����������� ������* �����* {f = 0} ������������ �	�
���	��������� ���	�	
 ����!������� �	������ ������������ ∂f

∂x
, ∂f

∂y


�� ����� ���������	�� ��������� �����!�����

6



�� 
���� µ� � ��
��� 		 ������� � ����!���	����� �����
�� 
��	�
p� ���� ����� �����
� �
��� 
����

µ + p(p − 1).

0���!��

I(t, a, b, c, d, f) =

∫
L

tµavxbvycv2
xdvxvyf v2

ydχg,

������� � "�		� �	��� �������������	 �
���	��	#

I(t, a, b, c, d, f) = I(t, t−1abL−1, b, tcdf, df 2, f)+I(t, t−1abL−1, a, tcdf, dc2, c)+

+I(t, t−1abL−1, 1, tcdf, 1, 1) · (L − 1).

	�
���������� 0����

A(t, a, b, c, d, f) =

∫
{vy>vx}

tµavxbvycv2
xdvxvyf v2

ydχg.

?	�����
 ���∫
{vx>vy}

tµavxbvycv2
xdvxvyf v2

ydχg = A(t, b, a, f, d, c),

)������� 	�	�������* ������	� �� {vx = vy} +�� "���� �	�����
 ���
��� vx = vy

y = λx + ỹ, λ �= 0, v(ỹ) > v(y).

0�� ��������	���� λ µ(x(t), y(t)) = µ(x(t), ỹ(t)), ��"����∫
{vx=vy}

tµavxbvycv2
xdvxvyf v2

ydχg =

∫
{vx=vy}

tµ(ab)vx(cdf)v2
xdχg =

(L − 1)

∫
{vx<vey}

tµ(ab)vx(cdf)v2
xdχg = A(t, ab, 1, cdf, 1, 1) · (L − 1).

C�����	������


I(t, a, b, c, d, f) = A(t, a, b, c, d, f)+A(t, b, a, f, d, c)+A(t, ab, 1, cdf, 1, 1, 1)·(L−1).

0������� ����	 ������� -��� vy > vx
 �� y(t) = x(t)θ(t), θ(0) = 0

�� ���� ��������������� �������	��� ������ �������� ����� ����� 
���	���� ����� p0 ��������������� �������	 3���	

σ∗µ = µ + vx(vx − 1), σ∗vx = vx, σ
∗v2

x = v2
x,

σ∗vy = vy + vθ, σ
∗vxvy = v2

x + vxvθ, σ
∗v2

y = v2
x + 2vxvθ + v2

θ .

0� ������� �	���� ���������� +����	 ,����	 �����A

A(t, a, b, c, d, f) =

∫
{vy>vx}

tµavxbvycv2
xdvxvyf v2

ydχg =

:



∫
L∫

L
tµ(t−1abL−1)vxbvθ(tcdf)v2

x(df 2)vxvθf v2
θ dχg = I(t, t−1abL−1, b, tcdf, df 2, f).

3	��� ���	���


I(t, a, b, c, d, f) = I(t, t−1abL−1, b, tcdf, df 2, f)+I(t, t−1abL−1, a, tcdf, dc2, c)+
$&(

+I(t, t−1abL−1, 1, tcdf, 1, 1) · (L − 1).

�
����� ����
 ����
 ���

I(t, a, b, c, d, f) = I(t, b, a, f, d, c) $6(

� �� �������������	��� ��� ��	��� ������	�	 �����
 ���

−c
∂I

∂c
= [−a

∂

∂a
]2I,−d

∂I

∂d
= [a

∂

∂a
] ◦ b

∂

∂b
I, − f

∂I

∂f
= [−b

∂

∂b
]2I. $:(

������� � $������ I(a, b, c, d, f)� 	��%���� �� abcdf � ����	���
��
!%�� ��������������� �
���	��! &'( � ������! ����	�
�� &)(� 	���
���	��� � ��������! � �����	��� �� ����������

0���� ���
 �	� ���	�	�� ������� :
 �	�������� ��	�	�	 ����� ��� 
���* ������ 	�	��������� ��������	������ ��	������ �	 �������* �� 
����	� 0����

f(a, b) =

∫
L

avxbvydχg =
abL−2(L − 1)2

(1 − aL−1)(1 − bL−1)
.

,���� ������
 ��� �� 	�	�������� ����������� ��.� �����	!���* �
������� �	���� ���������* �����	�� ��������	����� ��	������

f(a, b) = f(abL−1, a) + f(abL−1, b) + f(abL−1, 1) · (L − 1). $2(

<��.�� ��� ��.���� <������
 ��� �� ����������� f(a, b) �����	��
 ���
f(a, b) = f(b, a), f(0, b) = 0.

0���� f(a, b) =
∑

i,j fija
ibj . 3���	 ��������	����� ��	������ $2( �� 

�������	���� � ����∑
i,j

fija
ibj =

∑
i,j

fijL
−iai+jbi +

∑
i,j

fijL
−iaibi+j + (L − 1)

∑
i,j

fijL
−iaibi =

∑
i≥j

fj,i−jL
−jaibj +

∑
i≤j

fi,j−iL
−iaibj + (L − 1)

∑
i,j

fijL
−iaibi.

@�����	� ������� fij = fji, fi0 = 0, ������� ������� ������������ �� 
����.���* �	 ��"��������� f A{

fij = L−jfi−j,j, i > j

fii = L
−i(L − 1)

∑∞
j=1 fij.

$D(

2



{
fij = εjfi−j,j, i > j,

fii = Cεi

∑∞
j=1 fij.

$E(

����� � ����� 1 − εi − Cεi �= 0, C �= 0, εi �= 0, εi �= 1 �� ��	� i�
���� ����	�� �
���	�� &*( ��		� �	 ���	���	��� ���	��	 
	+	��	�
��������� ��
		�,���	 � ��������! � �����	��� �� ����������
�� ����
��� fi,j = fj,i � fi,0 = 0.

	�
���������� #� ������� ��	������ $E( �����	��
 ���∑
j>i

fij = εi

∑
j>i

fi,j−i = εi

∑
j>0

fi,j .

C �����* �������
 fii = Cεi

∑
j>0 fij, ��"���� fii = C

∑
j>i fij , �����	∑

0<j<i

fij =
∑
j>0

fij − fii −
∑
j>i

fij = fii(
1

Cεi
− 1 − 1

C
),

��"����

fii =
Cεi

1 − εi − Cεi

∑
0<j<i

fij .

0���� f11 > ������������ ��������� ����� )������� fij  -��� i �= j

�� ������������� ������ ��	������� $E(
 	 ���� i = j
 �� ����������
�	�������� ) ����� ����	� fij ����� ���	!��� ����� �	��� �� fk,l B
k + l < i + j
 ��"���� �	�� ��� ������ "��� ������� �	��������
 � fij

����� ���	!��� ����� f11 0�"���� ��.���� �����������
/������� ���	�	��
 ��� ����	���* 	������� ��*���������� �	�� �� 

.���� $E( �
)������� � ���	�	�������� ������� : =	�������� ��	������ $&(

0����

I(t, a, b, c, d, f) =
∑

k1,k2,k3,k4,k5

gk1,k2,k3,k4,k5a
k1bk2ck3dk4fk5 .

3���	∑
k gka

k1bk2ck3dk4fk5 =
∑

k1,k2,k3,k4,k5
gk1,k2,k3,k4,k5(t

−1
L
−1ab)k1bk2(tcdf)k3(df 2)k4fk5+∑

k1,k2,k3,k4,k5

gk1,k2,k3,k4,k5(t
−1

L
−1ab)k1ak2(tcdf)k3(dc2)k4ck5+

(L − 1) ·
∑

k1,k2,k3,k4,k5

gk1,k2,k3,k4,k5(t
−1

L
−1ab)k1(tcdf)k3

0����	�� ��������� ������� ��	�����*A
gk1,k2,k3,k4,k5 = tk3−k1L−k1gk1,k2−k1,k3,k4−k3,k5−2k4+k3, k2 ≥ k1, k4 ≥ k3, k5 ≥ 2k4 − k3

gk1,k1,k3,k3,k3 = tk3−k1L−k1(L − 1)
∑

k2,k4,k5
gk1,k2,k3,k4,k5

gk1,k2,k3,k4,k5 = gk2,k1,k5,k4,k3.

$F(

D



������� ���	������	�

k2 ≥ k1, k4 ≥ k3, k5 ≥ 2k4 − k3

���
k1 ≥ k2, k4 ≥ k5, k3 ≥ 2k4 − k5.

G�	������� ���	�	�������� ����� 6 ��!�� ���������
 ��� �	!��*
��"�������� ��!�� ���� ���	!�� ����� g1,1,1,1,1
 ��"���� ��.���� ���� 
�������

3	� �	� �� ������� 6
∫
L tµavxbvycv2

xdvxvyf v2
ydχg ������������� ��	��� 

��� $&(
 �	!��� ��.���� "���� ��	������ ����������	���� "����
C�����	������


I(t, a, b, c, d, f) =
∑

Gi,j(t)a
ibjci2dijej2

.

3	��� ���	���
 �� $F( �����	�� ����������	����� ��	������ $:(
)������� g1,1,1,1,1. -��� vx = vy = 1, �� µ = 0
 ��"����

g1,1,1,1,1 = χg{vx = vy = 1} = (L − 1)2
L
−2.

� ������

/	������
 ���

Gi,j(t) =

∫
vx=i,vy=j

tµdχg.

��!�� ���������
 ��� ������	 $F( �	�� ������� ��	�����* ��� Gi,j(t)
���	 $E( �

εk = tk
2−k

L
−k, C = (L − 1).

0�"���� �� ���	�	�������	 ����� 6 �����	��
Gi,j(t) = tj

2−jL−jGi−j,j, j < i

Gi,i(t) = (L−1)ti
2−iL−i

1−ti2−iL1−i

∑
j<i Gi,j(t).

G1,1(t) = (L − 1)2
L
−2.

3���	 G1,n(t) = L−1G1,n−1, �����	

G1,n(t) = (L − 1)2
L
−1−n.

8�� ������������� ���� �	���
 ��� ����	� � vx = 1 ��	��	�
 ��"����
µ = 0

+	���
 G2,n(t) = t2L−2G2,n−2(t) ��� n > 2
 ��"����

G2,2n−1 = t2n−2
L

2−2nG2,1 = (L − 1)2t2n−2
L
−1−2n.

7���� ������	 �����* � vx = 2 � �������� vy �	��� vy − 1
 �	� �	�
����������� ����� ��� Avy−1

E



G2,2n(t) = t2n−2
L

2−2nG2,2 = t2n
L
−2n (L − 1)

1 − t2L−1
G1,2(t) =

t2nL−2n−3(L − 1)3

1 − t2L−1
=

∞∑
k=0

t2(n+k)
L
−2n−3−k(L − 1)3.

<�H����� "��� ����� 0���� �	���� ���������* ��!�� ����	��
 ���
x(t) = t2 0����

y(t) = a2nt2n + . . . + a2m+1t
2m+1 + . . . ,

��� a2m+1 > �����* ��������* ��"�������� � �������� �������� @�	� 
����� �	��* �����* ����� ���

F (x, y) = x2m+1 + (y − a2nxn − . . . − a2mxm)2 + . . . = 0,

��"���� ����� ������	 �	��� 2m 0���!�� k = m − n +�� ������� 
�	����� x(t) ���	 ���!����	 ����� y(t) � �	���� m �	�������

(L − 1)2
L
−2n−(m−n+1) = (L − 1)2

L
−2n−k−1,

	 ���	 ���!����	 ����� x(t) ������	 6 �	������� (L−1)L−2. 0������!	�
"�� ���	!����
 ������� ��!��� �������

����� � ����� - � ���.���+� �.%� 	���	�� ���	� i � j� ����

Gi,j(t) = t(i−1)(j−1)−(a−1)2
L

2a−i−jGa,a(t).

	�
���������� +�� i = j ������	 �������	 0�������!��
 ��� ��	
��������	 ��� i − j � j $i > j( 3���	

Gi,j(t) = tj
2−j

L
−jGi−j,j = t(i−j−1)(j−1)−(a−1)2+j(j−1)

L
2a−(i−j)−j−jGa,a(t).

3����� �����!����� ����� ������� �� 	�������	 -�����	 �
G�	������� ��������� ��.� ��!�� �������� ��������� ������A

a & 6 : 2

Ga,a(t) (L − 1)L2 (L−1)3t2L−5

1−t2L−1

(L−1)3t6L−7(1+t2L−1)
1−t6L−2

(L−1)3t12L−9(1−t2L−1+t6L−1−t8L−3)
(1−t12L−3)(1−t2L−1)

8�	 �	����	 ������ � �����* : �	�� ��	����� Gi,j(t) ��� ����	�
/�+(i, j) ≤ 4.

����������� 0���� a = /�+(i, j) Gij(t) > ��������* ��� �� ������� 
��* t
 ��"��������� �������� �������� ���������	�� ,��	�	 �� L
-��� a = 1
 ��

Gi,j(t) = (L − 1)2t(i−1)(j−1)
L
−i−j,

F



Gi,j(t) = (L−1)3t(i−1)(j−1)+a−1
L
−i−j−1+����� ����� ������* ������� �� t.

	�
���������� 0����� �����!����� ����� ���	���	���� �� ����� 
��� C���	* a = 1 �����	�� �� ����� : +��	!�� ������� ��� ����	�
a > 1 #����A

Ga,a(t) =
(L − 1)ta

2−aL−a

1 − ta2−aL1−a
(Ga,1(t) + I(t)) =

(L−1)ta
2−a

L
−a(1+I(t))((L−1)2

L
−a−1+I(t)) = (L−1)3ta

2−a
L
−2a−1+I(ta

2−a+1).

3����� �����!����� ������� �� ����� : �

� ������	�����	� ��������� ��� ������	�

������������

0����

J(t, a, b, c, d, p, q, r, s) =

∫
L(1)×L(2)

tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
y dχg,

B(t, a, b, c, d, p, q, r, s) =

∫
{v(1)

y >v
(1)
x ,v

(2)
y >v

(2)
x }

tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
y dχg,

?	�����
 ���
σ(γ1) ◦ σ(γ2) = γ1 ◦ γ2 + v1v2,

��"����
 ���� ����� ����	 �������	 ������ �������	�� �������������*
������� � �	���� ����	�
 �� �� ������ ����������� �	��� ������������
��	������*

=	������ L(1)×L(2) �	 �	��� � �	��������� �� ��	��� ��	�����* ��! 
�� v

(1)
y � v

(1)
x 
 	 �	�!� v

(2)
y � v

(2)
x .

&(v
(1)
y > v

(1)
x , v

(2)
y > v

(2)
x . 0� �����������
 ������	� �	���

B(t, a, b, c, d, p, q, r, s).

6(v(1)
y > v

(1)
x , v

(2)
y < v

(2)
x . 0���� �	������ ������ �	�	���� ������� 

�������� �������	 � �	���� ����	�
 ��"���� ������	� �	���

∫
{v(1)

y >v
(1)
x ,v

(2)
y <v

(2)
x }

tv
(1)
x v

(2)
y av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
y dχg =

(v(1)
x = i, v(1)

y = j, v(2)
y = k, v(2)

x = l) =∑
i<j,k<l

ail(bt)ikcjldjkpiqjrlsk(L − 1)4
L
−i−j−k−l =

J



��� ������� Φ ���������	 �	��������

Φ(α, β, γ, δ, π, κ, ρ, σ) =
∑

i<j,k<l

αikβilγjkδjlπiκjρkσl.

:(v
(1)
y > v

(1)
x , v

(2)
y = v

(2)
x . �	�	��� � �	���� ����	�
 ��"���� ������	�

�	���∫
{v(1)

y >v
(1)
x ,v

(2)
y =v

(2)
x }

tv
(1)
x v

(2)
x av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
x cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
x pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
x dχg =

∑
i<j,k

(tab)ik(cd)jkpiqj(rs)k(L−1)4
L
−i−j−2k = (L−1)4Ψ(tab, cd, pL

−1, qL
−1, rsL

−2),

��� ������� Ψ ���������	 �	��������

Ψ(α, β, π, κ, ρ) =
∑
i<j,k

αikβjkπiκjρk.

2(v
(1)
y < v

(1)
x , v

(2)
y > v

(2)
x .∫

{v(1)
y <v

(1)
x ,v

(2)
y >v

(2)
x }

tv
(1)
y v

(2)
x av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
y dχg =

∑
i<j,k<l

ajkbjl(ct)ikdilpjqirksl(L − 1)4
L
−i−j−k−l =

(L − 1)4Φ(ct, d, a, b, qL
−1, pL

−1, rL
−1, sL

−1).

D(v(1)
y < v

(1)
x , v

(2)
y < v

(2)
x . #� ��������� �����
 ��� "��� ������	� �	���∫

{v(1)
y >v

(1)
x ,v

(2)
y >v

(2)
x }

tγ1◦γ2av
(1)
y v

(2)
y bv

(1)
y v

(2)
x cv

(1)
x v

(2)
y dv

(1)
x v

(2)
x pv

(1)
y qv

(1)
x rv

(2)
y sv

(2)
x dχg = B(t, d, b, c, a, q, p, s, r).

E(v
(1)
y < v

(1)
x , v

(2)
y = v

(2)
x .∫

{v(1)
y <v

(1)
x ,v

(2)
y =v

(2)
x }

tv
(1)
y v

(2)
x av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
x cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
x pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
x dχg =

∑
i<j,k

(tcd)ik(ab)jkpjqi(rs)k(L−1)4
L
−i−j−2k = (L−1)4Ψ(tcd, ab, qL

−1, pL
−1, rsL

−2).

F(v
(1)
y = v

(1)
x , v

(2)
y > v

(2)
x .∫

{v(1)
y =v

(1)
x ,v

(2)
y >v

(2)
x }

tv
(1)
x v

(2)
x av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
x v

(2)
x dv

(1)
x v

(2)
y pv

(1)
x qv

(1)
x rv

(2)
x sv

(2)
y dχg =

∑
i<j,k

(tbd)ik(ac)jk(pq)krisj(L−1)4
L
−i−j−2k = (L−1)4Ψ(tac, bd, rL

−1, sL
−1, pqL

−2).

J(v
(1)
y = v

(1)
x , v

(2)
y < v

(2)
x .∫

v
(1)
y =v

(1)
x ,v

(2)
y <v

(2)
x

tv
(1)
x v

(2)
x av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
x v

(2)
x dv

(1)
x vy(2)pv

(1)
x qv

(1)
x rv

(2)
x sv

(2)
y dχg =

K



i<j,k

K(v
(1)
y = v

(1)
x , v

(2)
y = v

(2)
x . ) "��� ����	�{

y(1) = λ1x
(1) + ỹ(1), v

(1)
ey > v

(1)
x

y(2) = λ2x
(2) + ỹ(2), v

(2)
ey > v

(2)
x ,

λ1 �= 0, λ2 �= 0.
	(λ1 �= λ2. ) "��� ����	�

[{λ1, λ2 ∈ C
∗|λ1 �= λ2}] = [C∗]2−[{λ1, λ2 ∈ C

∗|λ1 = λ2}] = (L−1)2−(L−1) = (L−1)(L−2),

	 ������	� ��� ��������	���� (λ1, λ2) �	���∫
{v(1)

ey
>v

(1)
x ,v

(2)
ey

>v
(2)
x }

tv
(1)
x v

(2)
x av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
x cv

(1)
x v

(2)
x dv

(1)
x v

(2)
x pv

(1)
x qv

(1)
x rv

(2)
x sv

(2)
x dχg =

∑
i<j,k<l

(tabcd)ik(pq)i(rs)k(L − 1)4
L
−i−j−k−l =

(L − 1)4Φ(tabcd, 1, 1, 1; L−1pq, L−1, L−1rs, L−1).

3���	 ���	� ���	�	 {v(1)
x = v

(1)
y , v

(2)
x = v

(2)
y , λ1 �= λ2} �	���

(L − 1)5(L − 2)Φ(tabcd, 1, 1, 1; L−1pq, L−1, L−1rs, L−1).

�(λ1 = λ2 = λ. 3���	 ��� 	������* �	���� �������	� �	 ���������
(x, y) 	→ (x, y−λx) ������� ����������� �� ���������
 ��"���� ������	�
�	��� $��� ��������	���� λ(∫

{v(1)
ey

>v
(1)
x ,v

(2)
ey

>v
(2)
x }

tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
x cv

(1)
x v

(2)
x dv

(1)
x v

(2)
x pv

(1)
x qv

(1)
x rv

(2)
x sv

(2)
x dχg =

B(t, abcd, 1, 1, 1, pq, 1, rs, 1),

�� ���� �����* ���	� "���� ���	�	 � ������	� �	���

(L − 1)B(t, abcd, 1, 1, 1, pq, 1, rs, 1).

#�	�
 �����	��
 ���

J(t,a,b,c,d,p,q,r,s)=B(t,a,b,c,d,p,q,r,s)+(L−1)4Φ(bt,a,d,c;L−1p,L−1q,L−1s,L−1r)+

(L−1)4Ψ(tab,cd,pL−1,qL−1,rsL−2)+(L−1)4Φ(ct,d,a,b,qL−1,pL−1,rL−1,sL−1)+

B(t,d,c,b,a,q,p,s,r)+(L−1)4Ψ(tcd,ab,qL−1,pL−1,rsL−2)+ $J(

(L−1)4Ψ(tbd,ac,sL−1,rL−1,pqL−2)+(L−1)4Ψ(tac,bd,rL−1,sL−1,pqL−2)+

(L−1)5(L−2)Φ(tabcd,1,1,1;L−1pq,L−1,L−1rs,L−1)+(L−1)B(t,abcd,1,1,1,pq,1,rs,1).

0������� ����	 ������� -��� vy > vx
 �� y(t) = x(t)θ(t)
 ����	

σ∗(γ1 ◦ γ2) = γ1 ◦ γ2 + v(1)
x v(2)

x , σ∗v(1)
x = v(1)

x ,

&L



3���	 �� ������� �	���� ���������� +����	 ,����	

B(t, a, b, c, d, p, q, r, s) =

∫
L(1)×L(2)

tγ1◦γ2+v
(1)
x v

(2)
x av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
x +v

(1)
x v

(2)
θ cv

(1)
x v

(2)
x +v

(1)
θ v

(2)
x ×

×dv
(1)
x v

(2)
x +v

(1)
θ v

(2)
x +v

(1)
x v

(2)
θ +v

(1)
θ v

(2)
θ pv

(1)
x qv

(1)
x +v

(1)
θ rv

(2)
x sv

(2)
x +v

(2)
θ L

−v
(1)
x −v

(2)
x dχg =

J(t, tabcd, bd, cd, d, pqL
−1, q, rsL, s).

0����	��� "�� ��	����� ��� B(·) � ������� $J(
 ������� ���������
��	������

����� � $������ J ����	���
�	� ��	�!%	�� ��������������� �
���
�	��!#

J(t,a,b,c,d,p,q,r,s)=J(t,tabcd,bd,cd,d,pqL−1,q,rsL−1,s)+

(L−1)4Φ(bt,a,d,c,L−1p,L−1q,L−1s,L−1r)+(L−1)4Ψ(tab,cd,pL−1,qL−1,rsL−2)+

(L−1)4Φ(ct,d,a,b,qL−1,pL−1,rL−1,sL−1)+J(t,tabcd,ac,ab,a,pqL−1,p,rsL−1,r)+

(L−1)4Ψ(tcd,ab,qL−1,pL−1,rsL−2)+(L−1)4Ψ(tbd,ac,sL−1,rL−1,pqL−2)+

(L−1)4Ψ(tac,bd,rL−1,sL−1,pqL−2)+(L−1)5(L−2)Φ(tabcd,1,1,1;L−1pq,L−1,L−1rs,L−1)+

(L−1)J(t,tabcd,1,1,1,pqL−1,1,rsL−1,1).

�  
������� �
���
����

0������ ��������* ��������� �	 $����(������ ���� ������� C � 5���*� 
?	��
 # ,�"��� � G ����� 8��	������ � %6'

����������A C�������* ���������* �	 ������ R �	���	���� �����	 
!����

(1 + tR[[t]]) × R → 1 + tR[[t]] : (A(t), m) 	→ (A(t))m,

��������������� ��������� ��������A
&(A(t))0 = 1,
6(A(t))1 = A(t),
:((A(t) · B(t))m = ((A(t))m · ((B(t))m,
2(A(t))m+n = (A(t))m · (A(t))n,
D(A(t))mn = ((A(t))n)m,
E(1 + t)m = 1 + mt+ ����� ����.�* �������

F(A(tk))m = ((A(t))m)|t→tk .

C������	� ��������	 �	���	���� ������������������*
 ���� ��� �� 
���� N > 0 ���������� �	��� M > 0
 ��� N > ����� ���	 (A(t))m ���� 
��	��� ������������ M > �����* ���	 A(t)

) %6' ���	�	��
 ��� �����������������	� �������	� ��������	 �	�	�	

���� �	�	�� ��	����
 ������	���� (1−t)−m ��� �	!���� m ∈ R
 ������
(1 − t)−m−n = (1 − t)−m · (1 − t)−n ����� ����
 �	 ������ 5��������	
��	������������� 	�����	������� ��������	��* ���������	 �������	�
��������	
 ��� ������*

(1 − t)−[X] = 1 + [S1X]t + [S2X]t2 + . . . ,

&&



/	������
 ��� j ≥ 0

(1 − t)−Lj

=
∞∑

k=0

tkL
kj = (1 − tLj)−1.

+�� X ∈ K0(V arC) � k > 0 ����!��

(1 − t)−L−kX = (1 − u)−X|u=L−kt.

C�������� �����!����� ���������� ��������� ��������� �	 ������
M.

����� � /��.
��	��	 K0(V arC)[L−1] → 1 + tK0(V arC)[L−1][[t]], Z 	→
(1−t)−Z ��

	���� ��
		�	��� �	
	���� ����� � �
����		��	 � �	�
	�

���� �� ����+	��! � �����
���� Fk�

0������� �������� ���� �	 �������������* ������� SkL +�� �� 
������������� ���!����	 A = π−1

n (An) ����!�� χg(S
kA) = L−2nk[SkAn]

8�	 ����������� ����	���	�	 �� ��������* ���������* �	 ������ M
 �	�
��� ∑

k

χg(S
kA)tk = (1 − t)−χg(A).

0���� Bi > ���������	������ �������������� ������!����	 L
 	 ki

> �������	������� ����� ����	 �
∑

ki = n +�� ������������� ���!����

Sk1B1 × Sk2B2 × . . . → SnL
����!�� χg(

∏
i S

kiBi) =
∏

i χg(Ski
Bi). =	�������� 	������ ���!����


����!������ �	��� �������������� �������������� �������* ����� 
��������� ���!���� 0�����!���� χg �	�	�� ��������� ������������
	��������� ���� �	 "��* 	������

����� � ����� f � �
����� ������� �� L� /�
		��� ������! F ��

kS

kL ������+	��	� F (γ1, . . . , γk) =
∏

i f(γi). ����∫
�kSkL

Fdχg =

∫
L
(1 − f)−dχg .

0	�� dχg ����� � �������	�	 ��	�	��� ���.� ���	
������ ��� 1− f

������
���	��� ��� 1�	�	�� �.	�	�� �
���� �� �����	��!�

	�
���������� 0���� L = 
jBj , f |Bj
= fj . 3���	

SkL = 
k1+k2+...=kS
k1B1 × Sk2B2 × . . . ,

�
F |Sk1B1×Sk2B2×... = fk1

1 · fk2
2 · . . . .

0�"���� ∫
�kSkL

=
∑

k

∑
P

ki=k

χg(S
k1B1 × Sk2B2 × . . .)fk1

1 fk2
2 . . . =

∏
j

(1+χg(S
1Bj)fj +χg(S

2Bj)fj
2 + . . .) =

∏
j

(1−fj)
−χg(Bj) =

∫
L
(1−f)−dχg .

�

&6




kS
kL�

=	�������� ������������ �������A

I(t,a,b,c,d,p,q,r,s,u)=
R
L×�kSkL tγ1◦γ2av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
y ukdχg .

) "��� �	�	��	�� ����� �������� ��������	����� ��	������ �	 ���� 
��� I

0���� ∏
k≥l

(1 − xkylu)−(L−1)2 =
∑
k1,k2

εk1,k2(u)xk1yk2

�∏
k<l

(1−(xy)kzlu)−(L−1)2
∏
k>l

(1−xk(yz)lu)−(L−1)2
∏
k<l

(1−(xyz)k
L
−lu)−(L−2)(L−1)2 =

∑
k1,k2,k3

αk1,k2,k3(u)xk1yk2zk3 .

0���!��

Jγ1(t, a, b, c, d, r, s, u) =

∫
�kSkL

tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y ukdχg =

∫
L(2)

(1 − tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y u)−dχ

(2)
g ,

����	

I(t, a, b, c, d, p, q, r, s, u) =

∫
L(1)

pv
(1)
x qv

(1)
y Jγ1(t, a, b, c, d, r, s, u)dχ(1)

g .

-��� v
(1)
y > v

(1)
x , ��

Jγ1(t, a, b, c, d, r, s, u) =

∫
{v(2)

y >v
(2)
x }

(1−tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y u)−dχ

(2)
g ×

∫
{v(2)

y ≤v
(2)
x }

(1 − tv
(1)
x v

(2)
y av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y u)−dχ

(2)
g .

0������� �	������ � �	�	�� �������	� 0� ������� +����	 ,����	 dχ
(2)
g 	→

L−v
(2)
x dχ

(2)
g 
 ��"���� �����* ������	� �	���∫

L(2)

(1−tσ
−1(γ1)◦γ2(tabcd)fvx

(1)v
(2)
x (bd)fvx

(1)v
(2)
y (cd)fvy

(1)v
(2)
x dfvy

(1)v
(2)
y (rs)v

(2)
x sv

(2)
y u)−L−v

(2)
x dχ

(2)
g =

Jσ−1(γ1)(t, tabcd, bd, cd, d, rsL
−1, s, u).

)����* ������	� �	���

Q
k≤l(1−alv

(1)
x (bt)kv

(1)
x clv

(1)
y dkv

(1)
y rlsku)−L

−k−l(L−1)2=
Q

k≤l(1−alv
(1)
x (bt)kv

(1)
x clv

(1)
y dkv

(1)
y (L−1r)l(L−1s)ku)−(L−1)2=

&:



k1,k2

C�����	������


Jγ1(t, a, b, c, d, r, s, u) = Jσ−1(γ1)(t, tabcd, bd, cd, d, rsL
−1, s, u)×

(
∑
k1,k2

εk1,k2(u)(L−1r)k1(L−1s)k2ak1v
(1)
x (bt)k2v

(1)
x ck1v

(1)
y dk2v

(1)
y ).

3	��� ���	���
 �����	��

E(t,a,b,c,d,p,q,r,s,u)=
R
{v

(1)
y >v

(1)
x }

tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y pv

(1)
x qv

(1)
y rv

(2)
x sv

(2)
y ukdχg=

R
{v

(1)
y >v

(1)
x }

Jγ1 (t,a,b,c,d,r,s,u)pv
(1)
x qv

(1)
y dχ

(1)
g =

P
k1,k2

εk1,k2
(u)(L−1r)k1 (L−1s)k2×

R
{v

(1)
y >v

(1)
x }

Jσ−1(γ1)(t,tabcd,bd,cd,d,rsL−1,s,u)ak1v
(1)
x (bt)k2v

(1)
x ck1v

(1)
y dk2v

(1)
y pv

(1)
x qv

(2)
y dχ

(1)
g =

P
k1,k2

εk1,k2
(u)(L−1r)k1 (L−1s)k2

R
{v

(1)
y >v

(1)
x }

Jσ−1(γ1)(t,tabcd,bd,cd,d,rsL−1,s,u)×

(ak1 (bt)k2p)v
(1)
x (ck1dk2q)v

(1)
y dχ

(1)
g =

P
k1,k2

εk1,k2
(u)(L−1r)k1 (L−1s)k2×

R
L(1) Jγ1 (t,tabcd,bd,cd,d,rsL−1,s,u)((ac)k1 (bdt)k2pqL−1)v

(1)
x (ck1dk2q)v

(1)
y dχ

(1)
g =

P
k1,k2

εk1,k2
(u)(L−1r)k1 (L−1s)k2I(t,tabcd,bd,cd,d,(ac)k1 (bdt)k2pqL−1,ck1dk2q,rsL−1,s,u).

M���
 ��� 	�	�������* ������	� �� {v(1)
x < v

(1)
y } �	��� E(t, d, c, b, a, q, p, s, r, u)

)������� ������	� �� {v(1)
x = v

(1)
y }. 0���� y(1) = λ1x

(1) + ỹ(1). 3���	

Jγ1(t,a,b,c,d,r,s,u)=
R
{v

(2)
x <v

(2)
y }

(1−tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y u)−dχ

(2)
g ×∫

{v(2)
x >v

(2)
y }

(1 − tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y u)−dχ

(2)
g ×∫

{v(2)
x =v

(2)
y }

(1 − tγ1◦γ2av
(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y u)−dχ

(2)
g =

Q
k<l(1−(tac)kv

(1)
x (bd)lv

(1)
x rkslu)−L

−k−l(L−1)2 ·Qk>l(1−(ac)kv
(1)
x (tbd)lv

(1)
x rkslu)−L

−k−l(L−1)2×∫
{v(2)

x <v
(2)
ey

}
(1 − tγ1◦γ2av

(1)
x v

(2)
x bv

(1)
x v

(2)
y cv

(1)
y v

(2)
x dv

(1)
y v

(2)
y rv

(2)
x sv

(2)
y u)−dχ

(2)
g .

0�������* ������	� ��!�� �	���!��� � ������������ ������	��� ��
{λ2 �= λ1} NOP {λ2 = λ1} #�����	� �� {λ2 �= λ1} �	���

[
∏
k<l

(1 − (tabcd)kv
(1)
x (rs)ku)−L−k−l(L−1)2 ](L−2).

-��� λ1 = λ2 = λ
 �� ��!�� �������� 	������� �	���� �������	�
Aλ : (x, y) 	→ (x, y − λx)
 ��"���� ������	� �	���

R
{v

(2)
ey

>v
(2)
x }

(1−tAλ(γ1)◦γ2 (abcd)v
(1)
x (rs)v

(2)
x u)−dχ

(2)
g =Jσ−1(Aλ(γ1))(t,tabcd,1,1,1,rsL−1,1,u).

0����������� ���	�.���� ���!�����* �	�������

Q
k<l(1−(tv

(1)
x ·(ac)v

(1)
x rL−1)k((bd)v

(1)
x sL−1)lu)−1×Q

k>l(1−((ac)v
(1)
x rL−1)k(tv

(1)
x ·(bd)v

(1)
x sL−1u)l)−1×

&2



k<l∑
k1,k2,k3

αk1,k2,k3(u)tk1v
(1)
x (ac)k2v

(1)
x (rL

−1)k2(bd)k3v
(1)
x (sL

−1)k3,

��"���� ∫
{v(1)

x =v
(1)
y }

Jγ1(t, a, b, c, d, r, s, u)pv
(1)
x qv

(1)
x dχ(1)

g =∫
C∗

dχg(λ)

∫
{y(1)=λx(1)+ey(1)}

∑
k1,k2,k3

αk1,k2,k3(u)(rL
−1)k2(sL

−1)k3×

×Jσ−1(Aλ(γ1))(t, tabcd, 1, 1, 1, rsL
−1, 1, u)(tk1(ac)k2(bd)k3pq)v

(1)
x dχ(1)

g =

(L − 1)

∫
{v(1)

ey
>v

(1)
x }

∑
k1,k2,k3

αk1,k2,k3(u)(rL
−1)k2(sL

−1)k3×

×Jσ−1(γ1)(t, tabcd, 1, 1, 1, rsL
−1, 1, u)(tk1(ac)k2(bd)k3pq)v

(1)
x dχ(1)

g =

(L − 1)

∫
L(1)

∑
αk1,k2,k3(u)(rL

−1)k2(sL
−1)k3×

×Jγ1(t, tabcd, 1, 1, 1, rsL
−1, 1, u)(tk1(ac)k2(bd)k3pqL

−1)v
(1)
x dχ(1)

g =

(L−1)
P

αk1,k2,k3
(u)(rL−1)k2 (sL−1)k3I(t,tabcd,1,1,1,tk1 (ac)k2 (bd)k3pq,1,rsL−1,1,u).

<�H������ "�� ������	��
 �����	�� ��������� �����!�����

������� �

I(t, a, b, c, d, p, q, r, s, u) =

P
k1,k2

εk1,k2
(u)(L−1r)k1 (L−1s)k2I(t,tabcd,bd,cd,d,(ac)k1 (bdt)k2pqL−1,ck1dk2q,rsL−1,s,u)+

P
k1,k2

εk1,k2
(u)(L−1s)k1 (L−1r)k2I(t,tabcd,ac,ab,a,(bd)k1 (act)k2pqL−1,bk1ak2p,rsL−1,r,u)+

(L−1)
P

αk1,k2,k3
(u)(L−1r)k2 (L−1s)k3I(t,tabcd,1,1,1,tk1 (ac)k2 (bd)k3pq,1,rsL−1,1,u).
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