
�åøåíèå ïðîáëåìû îïèñàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Çåé�åðòàÀ.À. Ïåð�èëüåâ
1 Ââåäåíèå è îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿÄàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîëíîìó ðåøåíèþ ïðîáëåìû Ê. Õàéàò-Ëåãðàí,Ø. Âîíãà è Õ. Öèøàíãà ñîñòîÿùåé â ñëåäóþùåì: òðåáóåòñÿ ïåðå÷èñëèòü ìíîæå-ñòâî ìèíèìàëüíûõ (â ñìûñëå îòîáðàæåíèé ñòåïåíè 1) ìíîãîîáðàçèé Çåé�åðòà.Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè 1 ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ìíî-ãîîáðàçèÿìè Çåé�åðòà M è P áûë ïîñòàâëåí Ê. Õàéàò-Ëåãðàí, Ø. Âîíãîì,Õ. Öèøàíãîì â [3℄ è ðåø¼í èìè äëÿ âñåõ ïàð M;P , êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà M åñòüìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà ñ áàçîé ñ�åðà è òðåìÿ îñîáûìè ñëîÿìè èëè ñ áàçîé òîðè îäíèì îñîáûì ñëîåì, à P � ïðîñòðàíñòâî äîäåêàýäðà S3=P120 (ãîìîëîãè÷å-ñêàÿ ñ�åðà Ïóàíêàðå). Â äàííîé ðàáîòå, îñíîâûâàÿñü íà òåõíèêå âû÷èñëåíèÿñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ, ïðåäëîæåííîé Ê. Õàéàò-Ëåãðàí, Ñ. Ìàòâååâûì è Õ. Öè-øàíãîì, ìû èññëåäóåì ïðîáëåìíûå ñëó÷àè è ïîêàæåì, ÷òî íè â îäíîì èç íèõ íåâîçíèêàåò îòîáðàæåíèé ñòåïåíè 1.1.1 Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿÏóñòüM è P � çàìêíóòûå ñâÿçíûå îðèåíòèðîâàííûå òð¼õìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.Òîãäà ëþáîå îòîáðàæåíèå f : M ! P èíäóöèðóåò ãîìîìîð�èçì ãðóïï ãîìîëî-ãèé ' : H3(M) ! H3(P ). Òàê êàê H3(M) �= H3(P ) �= Z, òî ãîìîìîð�èçì ' åñòüóìíîæåíèå íà öåëîå ÷èñëî.Îïðåäåëåíèå 1. Ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî degf ='(1).Ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì îòîáðàæåíèÿ, ò. e. ñòåïåíèãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé ðàâíû. Ñòåïåíü òàêæå îáëàäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíûìñâîéñòâîì: ñòåïåíü ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ ñòåïåíåé,ïðè÷¼ì ñòåïåíü òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ âñåãäà ðàâíà 1, à ñòåïåíü îòîáðà-æåíèÿ â òî÷êó ðàâíà 0.1.2 Ìèíèìàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòàÍàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèåì Çåé�åðòà íàçûâàåòñÿ òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðà-çèå, ðàçáèòîå íà ñëîè (ãîìåîìîð�íûå îêðóæíîñòÿì) òàê, ÷òî êàæäûé ñëîé èìå-åò îêðåñòíîñòü, ïîñëîéíî ãîìåîìîð�íóþ òðèâèàëüíî ðàññëîåííîìó ïîëíîòîðèþ(ïîëíîòîðèþ D2� S1, ðàçáèòîìó íà ñëîè âèäà f�g� S1). Êîíñòðóêòèâíîå îïðå-äåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà M(F ; (�i; �i); i = 1; : : : ; n), ãäå F � çàìêíóòàÿîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü, è (�i; �i) � ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, ìîæíî1



äàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè F âíóòðåííîñòè n íåïåðåñå-êàþùèõñÿ äèñêîâ (ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü íàçîâ¼ì F 0). Ìíîãîîáðàçèå F 0 � S1èìååò íà êðàþ n òîðîâ. Âûáåðåì íà êàæäîì èç íèõ ñèñòåìó êîîðäèíàò: ïà-ðàëëåëü � êðèâàÿ f�g � S1, ìåðèäèàí � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà êðàÿïîâåðõíîñòè F 0. Ïðèêëåèì ê i-îé (i = 1; : : : ; n) êîìïîíåíòå êðàÿ ïîëíîòîðèåïî òàêîìó ãîìåîìîð�èçìó êðàÿ, ÷òîáû êðàé ìåðèäèîíàëüíîãî äèñêà ïîëíîòî-ðèÿ ïåðåõîäèë â êðèâóþ (�i; �i) íà êðàåâîì òîðå ìíîãîîáðàçèÿ F 0 � S1. Ïîëó-÷åííîå òàêèì îáðàçîì çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå è åñòü ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòàM(F ; (�i; �i); i = 1; : : : ; n). Îñåâûå îêðóæíîñòè âêëååííûõ ïîëíîòîðèé íàçûâà-þòñÿ îñîáûìè ñëîÿìè, à ÷èñëà (�i; �i) � ïàðàìåòðàìè îñîáûõ ñëî¼â. Áîëååïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ î ìíîãîîáðàçèÿõ Çåé�åðòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â[1℄.Ê. Õàéàò-Ëåãðàí, Ø. Âîíã è Õ. Öèøàíã ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùåå îòíîøå-íèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ òð¼õìåðíûõìíîãîîáðàçèé (ñì. [3℄). ÏóñòüM è P � äâà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü,÷òî M � P , åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1 èç M â P .Çàìå÷àíèå 1. Ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Mäîïóñêàåò îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1 íà ñåáÿ è íà ñ�åðó S3, òî åñòü, M � M èM � S3.Îïðåäåëåíèå 2. ([3℄) Ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà M íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûììíîãîîáðàçèåì Çåé�åðòà, åñëè îíî äîïóñêàåò îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè 1 òîëüêîíà òå ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà, êîòîðûå ãîìåîìîð�íû M èëè S3.Â ðàáîòå [3℄ áûëî ïåðå÷èñëåíî ìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèé Çåé�åðòà, ñðåäè êî-òîðûõ ñîäåðæàòñÿ âñå ìèíèìàëüíûå, ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ ìíîãîîáðàçèé èç ýòîãîìíîæåñòâà, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, áûëà äîêàçàíà ìèíè-ìàëüíîñòü. Îòêðûòîé îñòàëàñü ïðîáëåìà ìèíèìàëüíîñòè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.Òåîðåìà 1. (Hayat-Legrand,Wang, Zies
hang, 1997, [3℄) Ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóþ-ùèõ ÷åòûð¼õ ñåðèé íå äîïóñêàþò îòîáðàæåíèé ñòåïåíè 1 íè íà êàêèå äðóãèåìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà, êðîìå ñåáÿ, S3 è, âîçìîæíî, ãîìîëîãè÷åñêîé ñ�åðû Ïó-àíêàðå S3=P120:(d1) ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà M(T 2; (a;�1)), ãäå a äåëèòñÿ íà 3, 4 èëè 5.(d2) ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà M(S2; (2k�1; �1); (2k�2; �2); (2k�3; �3)), ãäå k > 1,âñå ai íå÷¼òíû, �1�2�3 +�1�3�2 +�2�3�1 = �1, è åñòü ïàðà i; j (1 � i 6= j � 3),÷òî 3j�i; 5j�j.(d3) ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòàM(S2; (2�1; �1); (2�2; �2); (2�3; �3)) ñ òåìè æå îãðà-íè÷åíèÿìè, ÷òî â (d2) è ñëåäóþùèì óñëîâèåì: åñëè n > 1 � äåëèòåëü ÷èñëà2�i, òî óðàâíåíèå 2x2(�1�2�3) � �1 mod 4n íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.(d4) �îìîëîãè÷åñêèå ñ�åðû M(S2; (2�1; �1); (3�2; �2); (5�3; �3)), ãäå�1�2�3 6= �1( mod 120) è 49�1�2�3 6= �1( mod 120).Ïðîáëåìà 1. ßâëÿþòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèÿ ñåðèé (d1), (d2), (d3) è (d4) ìèíè-ìàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Çåé�åðòà?2



Â 1999 ãîäó Ê. Õàéàò-Ëåãðàí, Ñ. Ìàòâååâûì è Õ. Öèøàíãîì â õîäå êîìïüþ-òåðíîãî ýêñïåðèìåíòà (ñì. [4℄) áûëà çàìå÷åíà ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäóïàðàìåòðàìè îñîáûõ ñëî¼â ìíîãîîáðàçèé Çåé�åðòà è ìíîæåñòâàìè âîçìîæíûõñòåïåíåé èõ îòîáðàæåíèé íà ñ�åðó Ïóàíêàðå. Â ðàáîòàõ [5℄ (äëÿ ñëó÷àÿ ìíî-ãîîáðàçèé Çåé�åðòà ñ áàçîé ñ�åðà) è [6℄ (äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîîáðàçèé Çåé�åðòà ñáàçîé òîð) áûëè âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû î ïåðèîäè÷íî-ñòè. Ñàìè ïî ñåáå ýòè òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñâåñòè ðåøåíèå ïðîáëåìû 1 ê ïåðåáîðóêîíå÷íîãî (õîòÿ è î÷åíü áîëüøîãî) ÷èñëà ñëó÷àåâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâåñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé, ïðåäëîæåííîãî Ê. Õàéàò-Ëåãðàí, Ñ.Ìàòâååâûì è Õ. Öèøàíãîì è òåõíèêè, èñïîëüçîâàííîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïå-ðèîäè÷íîñòè ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé (ñì. [5, 6℄), ìû ðåøàåì ïðîáëåìó 1 ïîëîæè-òåëüíî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî êîìïüþòåðíîãî ïåðåáîðà â ñëó÷àÿõ d1 è d3 è ÿâíîâ ñëó÷àÿõ d2 è d4, ïðè÷¼ì äëÿ ñëó÷àÿ d4 âûâåäåíà ÿâíàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ �îð-ìóëà çàâèñèìîñòè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ ìíîãîîáðàçèÿ-ïðîîáðàçà.1.3 Êðàòêàÿ ñòðóêòóðà íàñòîÿùåé ðàáîòûÂ ï. 2. îïèñûâåòñÿ èäåÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ, èñïîëüçó-åìîãî íàìè äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû 1. Â ï. 2.1 ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ ïîñòðîåíèåìîäóëüíîé ñòðóêòóðû íà ãðóïïàõ öåïåé íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Â ïï. 2.2è 2.3 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ïîíÿòèé (ãðà-íè÷íûé öèêë, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå äâóìåðíûõ öåïåé, õàðàêòåðèñòè÷å-ñêàÿ êîöåïü) è ïðèâîäèòñÿ �îðìóëà ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ (òåîðåìà 2), ñîãëàñíî[4℄. Â ï. 3.1 (òåîðåìû 3, 4) ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëû ãðàíè÷íûõ öèêëîâ ìíîãîîáðàçèéÇåé�åðòà ñ áàçîé ñ�åðà, òîð. Â ï. 3.2 ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíäóöè-ðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ äâóìåðíûõ öåïåé. Â ïï. 3.3 è 3.4 ñ ïîìîùüþ êîíñòðóê-öèè äâîéñòâåííîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû îáúÿñíÿåòñÿ ñõå-ìà âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êîöåïè (óòâåðæäåíèå 1) è äîêàçûâàåòñÿ å¼ïîëåçíîå ñâîéñòâî (óòâåðæäåíèå 2).Â ï. 4 îïèñûâàåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñ�åðà Ïóàíêàðå S3=P120, å¼ �óíäàìåí-òàëüíàÿ ãðóïïà (ï. 4.1), ïîñòðîåíèå å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êîöåïè (ï. 4.2) èîïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ öåïåé äëÿ íå¼ (ï. 4.3).Â ï. 5.1 êðàòêî îïèñûâàåòñÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, èñïîëüçîâàííàÿ äëÿîñóùåñòâëåíèÿ êîíå÷íîãî ïåðåáîðà â äîêàçàòåëüñòâå ìèíèìàëüíîñòè íåêîòîðûõìíîãîîáðàçèé. Â ï. 5.2 äîêàçûâàåòñÿ (íà îñíîâå óòâåðæäåíèÿ 2) âàæíûé âñïîìî-ãàòåëüíûé ðåçóëüòàò (ëåììà 4, ñëåäñòâèå 1) è äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íûõîòîáðàæåíèé. Ïðîáëåìà 1 ðåøàåòñÿ â ïóíêòàõ 5.3 � 5.6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâàèñïîëüçóþòñÿ òåîðåìû 2, 3, 4 è ëåììà 4. Â ï. 5.3 äîêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîñòüìíîãîîáðàçèé ñåðèè d1 (ëåììà 5, óòâåðæäåíèå 3). Â ï. 5.4 äîêàçûâàåòñÿ ìèíè-ìàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d2 (òåîðåìà 5). Ï. 5.5 ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâóìèíèìàëüíîñòè ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d3 (ñëåäñòâèå 2), à ï. 5.6 � ìèíèìàëüíîñòèìíîãîîáðàçèé ñåðèè d4 (òåîðåìà 10). 3



2 Âû÷èñëåíèå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ2.1 Ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïàõ öåïåé íàêðûâàþùå-ãî ïðîñòðàíñòâàÏóñòüM � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ñâÿçíîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàá-æ¼ííîå êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò ðîâíî îäíà âåðøèíà v,âñå êëåòêè îðèåíòèðîâàíû. Òîãäà óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå p : ~M ! M èí-äóöèðóåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ~M; â êîòîðîì êëåòêàìè ÿâëÿþò-ñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçîâ êëåòîê ìíîãîîáðàçèÿ M . Òàêèì îáðàçîì,êàæäîé êëåòêå ìíîãîîáðàçèÿ M ñîîòâåòñòâóþò ñòîëüêî êëåòîê â íàêðûâàþùåìïðîñòðàíñòâå ~M; êàêîâ ïîðÿäîê �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû �1(M); ïðè÷¼ì èìååòìåñòî èçîìîð�èçì ãðóïï öåïåé:C�( ~M ;Z) �= C�(M ;Z[�1(M)℄):Âåðøèíû ìíîãîîáðàçèÿ ~M ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëåìåíòàì �óíäàìåíòàëüíîéãðóïïû �1(M) òàê, ÷òî ïóòü èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé åäèíè÷íîìó ýëå-ìåíòó â âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîìó ýëåìåíòó g îòîáðàæàåòñÿ íà-êðûòèåì â ïåòëþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòó g. �¼áðà êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿìíîãîîáðàçèÿ ~M , ÿâëÿþùèåñÿ ïðîîáðàçàìè îäíîãî è òîãî æå ðåáðà a, áóäåì ñî-ïîñòàâëÿòü ýëåìåíòàì ãðóïïû �1(M) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïðîîáðàç ðåáðà,ñîîòâåòñòâóåò òîìó æå ýëåìåíòó �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, ÷òî è åãî íà÷àëüíàÿâåðøèíà. Åñëè äëÿ êàæäîé äâóìåðíîé êëåòêè R ìíîãîîáðàçèÿ M �èêñèðîâàíïîðÿäîê îáõîäà ð¼áåð å¼ ãðàíè÷íîé êðèâîé, òî ïðîîáðàçîì êëåòêè R, ñîîòâåò-ñòâóþùèì ýëåìåíòó g, áóäåì ñ÷èòàòü òîò ïðîîáðàç, îáõîä ãðàíè÷íîé êðèâîéêîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòó g.Ïóñòü < a1; a2; :::; anjR1; R2; :::; Rm >� ãåîìåòðè÷åñêîå êîïðåäñòàâëåíèå ãðóï-ïû �1(M), ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó íà ìíîãîîáðàçèè M êëåòî÷íîìó ðàçáèå-íèþ. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:1. Çàäàíî áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáðàçóþùèìè a1; a2; :::; an è ð¼áðà-ìè ìíîãîîáðàçèÿ M .2. Çàäàíî áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîîòíîøåíèÿìè R1; R2; :::; Rm èäâóìåðíûìè êëåòêàìè ìíîãîîáðàçèÿ M .3. Íà ãðàíè÷íîé êðèâîé êàæäîé äâóìåðíîé êëåòêè çàäàíà òàêàÿ áàçèñíàÿòî÷êà, ÷òî, åñëè íà÷àòü â íåé îáõîä êðèâîé, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼áåð(ñ ó÷¼òîì íàïðàâëåíèÿ ïðîõîäà) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþîáðàçóþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîîòíîøåíèè.Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü êëåòêè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýëåìåí-òû ãåîìåòðè÷åñêèõ êîïðåäñòàâëåíèé. Êëåòêè æå íàêðûâàþùåãî ìíîãîîáðàçèÿáóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: gai (èëè gai, ÷òîáû íå ïóòàòü ýëåìåí-òû è îáðàçóþùèå) � ïðîîáðàç ðåáðà ai; ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó g �óíäà-ìåíòàëüíîé ãðóïïû; gRi � ïðîîáðàç êëåòêè Ri; ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó g�óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. 4



Ëåììà 1. Ïóñòü 
1 è 
2 � ïåòëè â ìíîãîîáðàçèè M , íà÷èíàþùèåñÿ â âåðøèíåè ïðîõîäÿùèå ïî ð¼áðàì, è ïóñòü ïåòëÿ 
1 ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé ýëåìåíòg1 �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Îáîçíà÷èì �1;�2;� 2 C1( ~M ;Z) îäíîìåðíûå öå-ïè, îòâå÷àþùèå ïîäíÿòèÿì ïåòåëü 
1; 
2; 
1
2 ñîîòâåòñòâåííî èç âåðøèíû,îòâå÷àþùåé åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ãðóïïû �1(M). Òîãäà � = �1 + g1�2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåòëÿ 
1 ðåàëèçóåò ýëåìåíò g1 �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Ïîíàøåìó ïîñòðîåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîéäÿ ïî å¼ ïîäíÿòèþ, ìû îêàæåìñÿ ââåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòó g1. Åñëè èç ýòîé âåðøèíû ïðîéòè âäîëüð¼áåð ïî ïóòè, ðåàëèçóþùåìó íåêîòîðûé ýëåìåíò g, òî ìû îêàæåìñÿ â âåðøèíå,ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòó g1g; ýòî çíà÷èò, ÷òî öåïü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäíÿòèþïåòëè 
2 èç âåðøèíû ñ íîìåðîì g1, áóäåò èìåòü âèä g1�2, à âñÿ öåïü � = �1 +g1�2.Ïóñòü w = a"1i1 a"2i2 :::a"lil � ñëîâî â îáðàçóþùèõ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû �1(M).(Âñå "i ðàâíû �1.) Îáîçíà÷èì vj, j = 1; :::; l òàêèå ýëåìåíòû ãðóïïû �1(M), ÷òî1. v1 = 1, åñëè "1 = 1, è v1 = a�1i1 , åñëè "1 = �1.2. Åñëè j > 1, òîvj =Qj�1k=1 a"kik , åñëè "j = 1, è vj =Qjk=1 a"kik , åñëè "j = �1.Ëåììà 2. Ïóñòü ïóòü 
 â ìíîãîîáðàçèè M ñ íà÷àëîì â âåðøèíå ïðîõîäèòïî ð¼áðàì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ñëîâîì a"1i1 a"2i2 :::a"lil â îáðàçóþùèõ, èïóñòü � 2 C1( ~M ;Z) � îäíîìåðíàÿ öåïü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäíÿòèþ ýòî-ãî ïóòè èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó. Òîãäà � =Plj=1 "ijvjaij .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû.Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîð d, îòîáðàæàþùèé ìíîæåñòâî ñëîâ â îáðàçóþùèõãðóïïû �1(M) â ãðóïïó öåïåé C1(M ;Z(�1(M))) è ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó ñëî-âó w = a"1i1 a"2i2 :::a"lil öåïü dw =Plj=1 "ijvjaij . Ïî ëåììå 2, ýòîò îïåðàòîð ðåàëèçóåòïîäíÿòèå ïóòè, ïðîõîäÿùåãî ïî ð¼áðàì ìíîãîîáðàçèÿ M êàê îäíîìåðíóþ öåïüèç ãðóïïû C1( ~M ;Z). Îïåðàòîð d îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè:1. Ïóñòü w1 è w2 � ñëîâà â îáðàçóþùèõ, ïðè÷¼ì ñëîâî w1 ðåàëèçóåò íåêîòî-ðûé ýëåìåíò g1 �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, òîãäà d(w1w2) = d(w1) + g1dw2.2. Ïóñòü ñëîâî w ðåàëèçóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò g �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû.Òîãäà d(w�1) = �g�1dw.Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò íóæíî ñîïîñòàâëåíèå ýëåìåíòàì �óíäàìåíòàëüíîéãðóïïû ïðîîáðàçîâ òð¼õìåðíûõ êëåòîê ìíîãîîáðàçèÿM ïðè íàêðûòèè. Ñäåëàåìýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì; ïóñòü B � òð¼õìåðíàÿ êëåòêà ìíîãîîáðàçèÿM , è ïóñòüx � òî÷êà âíóòðè êëåòêè B. Ïóñòü äóãà 
 (áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) ñ íà÷àëîì â5



âåðøèíå v è êîíöîì â òî÷êå x ïåðåñåêàåò äâóìåðíûé ñêåëåò ìíîãîîáðàçèÿ Mòîëüêî â òî÷êå v. Ïðîîáðàç ïî íàêðûòèþ êëåòêè B, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòóg �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû � ýòî òð¼õìåðíàÿ êëåòêà ìíîãîîáðàçèÿ ~M , êîòîðàÿñîäåðæèò òî÷êó ~x, ÿâëÿþùóþñÿ êîíöîì ïîäíÿòèÿ äóãè 
 èç íà÷àëà â ïðîîáðàçåâåðøèíû v, ñîîòâåòñòâóþùåì ýëåìåíòó g.Èòàê, êàæäîé êëåòêå ìíîãîîáðàçèÿ ~M ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòãðóïïû �1(M).Çàìå÷àíèå 2. Ïî ïîñòðîåíèþ, ýëåìåíòû, ïîñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîéêëåòêå, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, êàêîé èç âåðøèí ìíîãîîáðàçèÿ ~M ñîïî-ñòàâëåí åäèíè÷íûé ýëåìåíò.Äàëåå, ãîâîðÿ î ìîäóëüíîé ñòðóêòóðå íà ãðóïïàõ C�(M ;Z[�1(M)℄), ìû áóäåìèìåòü â âèäó, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò g ãðóïïû �1(M) äåéñòâóåò íà öåïü, óìíî-æàÿ âñå å¼ êîý��èöèåíòû íà ýëåìåíò g ñëåâà. Î÷åâèäíî, òàêîå äåéñòâèå ãðóï-ïû çàäà¼ò íà ãðóïïàõ öåïåé ñòðóêòóðó ëåâîãî ìîäóëÿ, ïðè÷¼ì óêàçàííîå ëåâîåäåéñòâèå ãðóïïû �1(M) êîììóòèðóåò ñ å¼ îáùåïðèíÿòûì ñòàíäàðòíûì ïðàâûìäåéñòâèåì: f(gR) = (gf)R, ãäå f; g 2 �1(M).2.2 Îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèéÀâòîðàìè ðàáîòû [4℄ áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæå-íèÿ îäíîãî çàìêíóòîãî òð¼õìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà äðóãîå, èñïîëüçóþùèé ïî-íÿòèÿ ãðàíè÷íûé öèêë, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êîöåïü è èíäóöèðîâàííîå îòîáðà-æåíèå öåïåé.2.2.1 �ðàíè÷íûé öèêëÏóñòüM � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ñâÿçíîå òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, â êëå-òî÷íîì ðàçáèåíèè êîòîðîãî ïðèñóòñòâóåò ðîâíî îäíà âåðøèíà, è ïóñòü p : ~M !M � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, íàêðûòèå p èíäóöèðóåòêëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ~M; â êîòîðîì êëåòêàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåí-òû ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçîâ êëåòîê ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïóñòü B �M � òð¼õìåðíàÿêëåòêà ìíîãîîáðàçèÿM , òîãäà å¼ ãðàíè÷íûì öèêëîì � ~B 2 C2( ~M ;Z) íàçûâàåòñÿãðàíèöà îäíîãî èç å¼ ïðîîáðàçîâ ~B � ~M .Çàìå÷àíèå 3. �ðàíè÷íûé öèêë òð¼õìåðíîé êëåòêè âû÷èñëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî,ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ëþáîé ýëåìåíò �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, ò.ê. ïîçâîëÿåòñÿ âûáðàòü ëþáîé ïðîîáðàç êëåòêè â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå.Îïðåäåëåíèå 3. �ðàíè÷íûì öèêëîì � ~�M 2 C2( ~M ;Z) ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâà-åòñÿ ñóììà ãðàíè÷íûõ öèêëîâ âñåõ åãî òð¼õìåðíûõ êëåòîê, âçÿòûõ ñ êîý��è-öèåíòîì 1, åñëè îðèåíòàöèÿ êëåòêè ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿM; è ñ êîý��èöèåíòîì -1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.6



2.2.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êîöåïüÎïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü â êëåòî÷íîì ðàçáèåíèè ìíîãîîáðàçèÿ M åñòü ðîâíîîäíà òð¼õìåðíàÿ êëåòêà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êîöåïü �M : C2( ~M ;Zn) ! Znåñòü ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå 1 íà êàæäîì ãðàíè÷íîìöèêëå � ~�M .Äðóãèìè ñëîâàìè �M � òàêàÿ êîöåïü, êîãðàíèöà êîòîðîé Æ�M ðàâíà 1 íàêàæäîé 3-êëåòêå.2.2.3 Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå öåïåéÎòîáðàæåíèå äâóìåðíûõ öåïåé, èíäóöèðîâííîå îòîáðàæåíèåì f � ýòî ìîäóëü-íûé ãîìîìîð�èçì ~f� : C2(M ;Z[�1(M)℄) ! C2(P ;Z[�1(P )℄). (Åñòåñòâåííî, îòîá-ðàæåíèå f äîëæíî áûòü êëåòî÷íûì).Â ñèëó ëèíåéíîñòè, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèÿ öåïåé çàäà¼òñÿ îáðàçàìèâñåõ 2-êëåòîê ìíîãîîáðàçèÿ M . Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå öåïåé íóæíî äëÿòîãî, ÷òîáû íàéòè îáðàç ãðàíè÷íîãî öèêëà � ~�M â ~P êàê äâóìåðíóþ öåïü.2.3 Âû÷èñëåíèå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿÏóñòü f� : �1(M) ! �1(P ) � ãîìîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, èíäóöè-ðîâàííûé îòîáðàæåíèåì f : M ! P . Òîãäà ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f âçÿòàÿ ïîìîäóëþ n, ãäå n = j�1(P )j, çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîìîð�èçìà f�. Â òî æå âðåìÿ,ëþáîå îòîáðàæåíèå ìîæíî èçìåíèòü âíóòðè íåêîòîðîãî øàðà òàê, ÷òî ñòåïåíüîòîáðàæåíèÿ èçìåíèòñÿ íà �n. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòüíå ñàìà ñòåïåíü, à å¼ âû÷åò ïî ìîäóëþ n.Ïóñòü f : M ! P � êëåòî÷íîå îòîáðàæåíèå ìåæäó äâóìÿ çàìêíóòûìè òð¼õ-ìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ïðè÷¼ì �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà �1(P ) êîíå÷íà èèìååò ïîðÿäîê n.Â ðàáîòå [4℄ áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíèòàêîãî îòîáðàæåíèÿ.Òåîðåìà 2. ([4℄, òåîðåìà 2.1) Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f : M ! P ìîæíî âû-÷èñëèòü ïî �îðìóëå degf � �P ( ~f�(� ~�M )) mod n:Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåäñòàâèòü ~f�(� ~�M ) â âèäå ñóììû ãðàíè÷íûõ öèêëîââ ìíîãîîáðàçèÿ P , òî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ (ñ ó÷¼òîì çíàêà) áóäåò ñòåïåíüþîòîáðàæåíèÿ f: Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà ãðóïïå äâóìåðíûõ öåïåé C2( ~P )çàäàí òàêîé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë �P : C2( ~P ) ! Zn, ÷òî íà ëþáîì ãðàíè÷íîìöèêëå â ~P îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Òîãäà (â ñèëó åãî ëèíåéíîñòè) åãî çíà÷åíèåíà öåïè ~f�(� ~�M ) è áóäåò ýòèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ, òî åñòü ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ.
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3 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ3.1 �ðàíè÷íûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòàÄëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíè÷íîãî öèêëà ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà, ñëåäóÿ ðàáîòå [4℄,ñíà÷àëà ðàññìîòðèì êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ðåàëèçóþùèé êîïðåäñòàâëåíèåha; tjR1; R2i. Çäåñü R1 = at�1a�1t, R2 = w�;�(a; t), ãäå � è � � ïàðà âçàèìíîïðîñòûõ ÷èñåë (� � 0), à w�;�(a; t) � ñëîâî â îáðàçóþùèõ a è t, ðåàëèçóþ-ùåå çàìêíóòóþ êðèâóþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà òîðå, îáðàçîâàííîì êëåòêîé R1,ïðîõîäÿùóþ � ðàç âäîëü ðåáðà a è � ðàç âäîëü ðåáðà t. Â îáùåì ñëó÷àå ìû íåìîæåì ñêàçàòü, ÷òî w�;�(a; t) = a�t�, òàê êàê êîïðåäñòàâëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿíåãåîìåòðè÷åñêèì.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîâà w�;� ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ðåêóðñèâíîåïðàâèëî: w1;0(a; t) = a;w0;�1(a; t) = t�1;w�+�;�(a; t) = w�;�(a; at);w�;�+�(a; t) = w�;�(at; t):Â ðàáîòå [4℄ áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 3. Ïóñòü K � êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ðåàëèçóþùèé êîïðåäñòàâëåíèåha; tjR1; R2i, ãäå R1 = at�1a�1t, R2 = w�;�(a; t). Ïóñòü M � ïîëíîòîðèå, ïî-ëó÷åííîå ïðèêëåèâàíèåì òð¼õìåðíîé êëåòêè B ê êîìïëåêñó K, òîãäà � ~�M =�R1 + (1� axty)R2, ãäå �y � �x = �1.Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà M ñ áàçîé ñ�åðà è òðåìÿîñîáûìè ñëîÿìè ðàçáèòî íà êëåòêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ãåîìåòðè÷åñêèì êîïðåä-ñòàâëåíèåì: �1(M) �= ha1; a2; a3; tjRj; 1 � j � 7i;ãäå R2i�1 = ait�1a�1i t, R2i = w�i;�i(a; t), i = 1; 2; 3, R7 = a1a2a3. Â òàêîì ðàçáèå-íèè ïðèñóòñòâóåò îäíà âåðøèíà è ÷åòûðå òð¼õìåðíûå êëåòêè, òðè èç êîòîðûõñîîòâåòñòâóþò îêðåñòíîñòÿì îñîáûõ ñëî¼â è óñòðîåíû òàêæå, êàê êëåòêà B âëåììå 3, à îäíà � îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîãî ñëîÿ. Îáðàçóþùàÿ t ñîîòâåòñòâóåòðåãóëÿðíîìó ñëîþ.Â ðàáîòå [4℄ áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíè÷-íîãî öèêëà. (Ìû ïðèâîäèì å¼ ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ÷òîáû ïî àíàëîãèè äîêàçàòüòåîðåìó 4)Òåîðåìà 3. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà ñ áàçîé ñ�åðà è òðåìÿ îñîáû-ìè ñëîÿìè: M = M(S2; (�1; �1); (�2; �2); (�3; �3)), òîãäà åãî ãðàíè÷íûé öèêë� ~�M = 3Xi=1 (�R2i�1 + (1� axii tyi)R2i) + (R1 + a1R3 + a1a2R5 � (1� t�1)R7):(Öåëûå ÷èñëà xi è yi òàêîâû, ÷òî �iyi � �ixi = �1).8



Äîêàçàòåëüñòâî. �ðàíè÷íûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿM åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, ñóì-ìà ãðàíè÷íûõ öèêëîâ åãî òð¼õìåðíûõ êëåòîê. Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ � ýòî ãðà-íè÷íûå öèêëû êëåòîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðåñòíîñòÿì îñîáûõ ñëî¼â, âû÷èñëåí-íûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3. ×åòâ¼ðòîå ñëàãàåìîå � ãðàíè÷íûé öèêë êëåòêè,ñîîòâåòñòâóþùåé îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîãî ñëîÿ.�àññìîòðèì òåïåðü ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà ñ áàçîé òîð è îäíèì îñîáûì ñëî-åì: M = M(T 2; (�1; �1)). Êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, êîòîðîå ìû áóäåì èñïîëüçî-âàòü, ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîìó êîïðåäñòàâëåíèþ ha1; t; u; hjRj; 1 � j � 5i,ãäå R1 = a1t�1a�11 t, R2 = w�1;�1(a1; t), R3 = ht�1h�1t, R4 = ut�1u�1t, R5 =hu�1h�1ua1. Â òàêîì ðàçáèåíèè ïðèñóòñòâóåò îäíà âåðøèíà è äâå òð¼õìåðíûåêëåòêè, îäíà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ, à äðóãàÿ �îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîãî: (T 2nD2)�S1. Áîëåå òî÷íî: ðåáðî a1 � ìåðèäèàí òîðà�D2 � S1, t � ðåãóëÿðíûé ñëîé f�g � S1, u è h � ïàðàëëåëü è ìåðèäèàí ïðîêî-ëîòîãî òîðà (T 2nD2)�f�g. Èç êëåòêè R1 ñêëåèâàåòñÿ òîð �D2�S1, êëåòêà R2 �ìåðèäèîíàëüíûé äèñê âêëåèâàåìîãî ïîëíîòîðèÿ, èç êëåòêè R3 ñêëåèâàåòñÿ òîðh� S1, èç R4 � òîð u� S1, èç R5 � ïðîêîëîòûé òîð (T 2nD2)� f�g.Òåîðåìà 4. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà 
 áàçîé òîð è îäíèì îñîáûìñëîåì: M = M(T 2; (�1; �1)), òîãäà åãî ãðàíè÷íûé öèêë� ~�M = (�R1 +(1� ax1ty)R2) + (R1 + (a1� u�1)R3 +(u�1� u�1h)R4� (1� t�1)R5):(Öåëûå ÷èñëà x è y òàêîâû, ÷òî �1y � �1x = �1).Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïåðâîå ñëà-ãàåìîå ãðàíè÷íîãî öèêëà ïîëó÷àåòñÿ ïî ëåììå 3, à âòîðîå � ãðàíè÷íûé öèêëêëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùåé îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîãî ñëîÿ.Íåáîëüøèå îòëè÷èÿ �îðìóë ëåììå 3 è òåîðåìàõ 3, 4 îò àíàëîãè÷íûõ �îð-ìóë â ðàáîòàõ [4, 5, 6℄, îáóñëîâëåíû íåêîòîðîé ðàçíèöåé â îáîçíà÷åíèÿõ: ðàçíûìâûáîðîì îðèåíòàöèè ð¼áåð è äâóìåðíûõ êëåòîê. Îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â íà-ñòîÿùåé ðàáîòå, ïðåäñòàâëÿþòñÿ àâòîðó íàèáîëåå ïîñëåäîâàòåëüíûìè.Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î êîïðåäñòàâëåíèè �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ìíîãî-îáðàçèÿ Çåé�åðòà, ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé, ââåä¼ííûõ â äâóõïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ:�1(M) �= ha1; a2; a3; tjRj; 1 � j � 7i;ãäå R2i�1 = ait�1a�1i t, R2i = w�i;�i(a; t), i = 1; 2; 3, R7 = a1a2a3 � äëÿ ìíîãîîáðà-çèÿ Çåé�åðòà ñ áàçîé ñ�åðà è òðåìÿ îñîáûìè ñëîÿìè, è�1(M) �= ha1; t; u; hjRj; 1 � j � 5i;ãäå R1 = a1t�1a�11 t, R2 = w�1;�1(a1; t) R3 = ht�1h�1t, R4 = ut�1u�1t, R5 =hu�1h�1ua1 � äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà ñ áàçîé òîð è îäíèì îñîáûì ñëîåì.9



3.2 Âû÷èñëåíèå èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ äâóìåðíûõöåïåéÏóñòü < a1; :::aqjR1; :::Rr > è < b1; :::bsjQ1; :::Qt > � ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï �1(M) è �1(P ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì,÷òî ãîìîìîð�èçì f� : �1(M) ! �1(P ) çàäàí íàáîðîì ñëîâ hi â îáðàçóþùèõ bj,ïðåäñòàâëÿþùèõ ýëåìåíòû f�(ai) ãðóïïû �1(P ); 1 � i � r: Ïóñòü R � îäíî èç ñî-îòíîøåíèé Ri: ×òîáû âû÷èñëèòü îáðàç f�(R) 2 C2(P;Z[�1(P )℄) ñîîòâåòñòâóþùåé2-êëåòêè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:1. Çàìåíèì â R êàæäîå ai íà hi è a�1i íà h�1i . Ïîëó÷èì íåêîòîðîå ñëîâî w âîáðàçóþùèõ bj, ïðåäñòàâëÿþùåå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.2. Ïðåäñòàâèì w â âèäå w =Qk vkQ"kik v�1k , ãäå "k = �1; vk � ñëîâa â ñâîáîäíîéãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé îáðàçóþùèìè bj.3. f�(R) ïîëó÷èì â âèäå �ëîãàðè�ìà�log(w) =Xk "kv̂kQik ;ãäå v̂k � îáðàç ñëîâà vk â ãðóïïå �1(P ).Âòîðîé øàã àëãîðèòìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷åí, òàê êàê ñëîâî w ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå óêàçàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.3.3 Äâîéñòâåííûå îáðàçóþùèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïûÏóñòü çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå M ñ êîíå÷íîé �óíäàìåíòàëü-íîé ãðóïïîé �1(M) ïîðÿäêà n ñíàáæåíî êëåòî÷íîé ñòðóêòóðîé, â êîòîðîé ïðè-ñóòñòâóåò ðîâíî îäíà âåðøèíà v è ðîâíî îäíà òð¼õìåðíàÿ êëåòêà B. Ïóñòüha1; : : : ; akjR1; : : : ; Rki� ãåîìåòðè÷åñêîå êîïðåäñòàâëåíèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóï-ïû �1(M), ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó êëåòî÷íîìó ðàçáèåíèþ. Çà�èêñèðóåì òî÷-êó x âíóòðè êëåòêè B è ðàññìîòðèì òàêèå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íå¼ ïåòëè ui,i = 1; : : : ; k, ÷òî êàæäàÿ ïåòëÿ ui ïåðåñåêàåò äâóìåðíûé ñêåëåò ìíîãîîáðàçèÿM â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ëåæàùåé âíóòðè äâóìåðíîé êëåòêè Ri, ïðè÷¼ì ïåðå-ñå÷åíèå ïîëîæèòåëüíî.Çàìå÷àíèå 4. Ïåòëè ui ïîðîæäàþò �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó �1(M ; x).Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïåòëþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòãðóïïû �1(M ; x) è ïðèâåä¼ííóþ â îáùåå ïîëîæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê êëåòî÷íîìóðàçáèåíèþ ìíîãîîáðàçèÿM . Êàæäûé ó÷àñòîê ïåòëè ìåæäó äâóìÿ å¼ ïîñëåäîâà-òåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ñ äâóìåðíûìè êëåòêàìè ìîæíî èçîòîïíî ïðîäå�îðìè-ðîâàòü òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç òî÷êó x. Ïîñëå ýòîãî äàííóþ ïåòëþ ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó10



x è ïåðåñåêàåò äâóìåðíûé ñêåëåò ìíîãîîáðàçèÿ M â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ëåæà-ùåé âíóòðè îäíîé èç äâóìåðíûõ êëåòîê, à âñå òàêèå ïåòëè ðåàëèçóþò ýëåìåíòûui èëè u�1i .Ïåòëè ui, i = 1; : : : ; k è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýëåìåíòû �óíäàìåíòàëüíîéãðóïïû �1(M ; v) ìû áóäåì íàçûâàòü äâîéñòâåííûìè îáðàçóþùèìè. Åñëè òàêàÿïåòëÿ ïîëîæèòåëüíî ïåðåñåêàåò äâóìåðíóþ êëåòêó Ri, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîîíà äâîéñòâåííà ê êëåòêå Ri.3.4 Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êîöåïèÕàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êîöåïü ìîæíî ïîñòðîèòü íàïðèìåð ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü íà òð¼õìåðíîì ìíîãîîáðàçèè P ñ êîíå÷íîé �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé�1(P ) ïîðÿäêà n çàäàíà êëåòî÷íàÿ ñòðóêòóðà ñ îäíîé 3-êëåòêîé, è ïóñòü p :~P ! P � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, òîãäà åäèíñòâåííîé 3-êëåòêå â P ñîîòâåò-ñòâóþò n 3-êëåòîê â ~P : Âîçüì¼ì îäíó òî÷êó x âíóòðè åäèíñòâåííîé 3-êëåòêèìíîãîîáðàçèÿ P . Â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå åé ñîîòâåòñòâóþò n ïðîîáðà-çîâ. Îäèí èç íèõ (íàçîâ¼ì åãî áàçèñíîé òî÷êîé) ñîåäèíèì ñî âñåìè îñòàëüíûìèïðîîáðàçàìè äóãàìè, òðàíñâåðñàëüíûìè ê äâóìåðíîìó ñêåëåòó ìíîãîîáðàçèÿ ~P :Ïîëó÷èâøàÿñÿ �ìåò¼ëêà� (îáúåäèíåíèå äóã) çàäà¼ò �óíêöèîíàë íà 2-êëåòêàõ ~P ;ðàâíûé íà êàæäîé êëåòêå èíäåêñó ïåðåñå÷åíèÿ �ìåò¼ëêè� è äàííîé êëåòêè. Ïðî-äîëæèâ ýòîò �óíêöèîíàë ïî ëèíåéíîñòè íà âñþ ãðóïïó äâóìåðíûõ öåïåé C2( ~P );ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êîöåïü �P , òàê êàê ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîìãðàíè÷íîì öèêëå â ~P îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Äåéñòâèòåëüíî: äëÿ êàæäîé 3-êëåòêè, êðîìå ñîäåðæàùåé áàçèñíóþ òî÷êó, òîëüêî îäíà èç äóã çàêàí÷èâàåòñÿâíóòðè íå¼, à âñå îñòàëüíûå ëèáî âîîáùå íå ïåðåñåêàþò å¼, ëèáî ïåðåñåêàþò ñèíäåêñîì 0 (òî åñòü, âõîäÿò è âûõîäÿò). Èç áàçèñíîé êëåòêè âûõîäèò n� 1 äóã,òî åñòü, çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà íà å¼ ãðàíèöå ðàâíî �(n� 1) � 1 mod n.Çàìåòèì, ÷òî �ìåò¼ëêà� ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà îäíîìåðíîé öåïüþ âäâîéñòâåííîì êëåòî÷íîì ðàçáèåíèè ~P . Îáîçíà÷èì ð¼áðà äâîéñòâåííîãî êëåòî÷-íîãî ðàçáèåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ P (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì äâîéñòâåííûå îáðàçóþ-ùèå ãðóïïû �1(P )) ui, i = 1; : : : ; s, ãäå ui � äâîéñòâåííîå ðåáðî, ïåðåñåêàþùååêëåòêó Qi ñ èíäåêñîì 1.Çàìå÷àíèå 5. Äâîéñòâåííîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìû ïîíèìàåì â ñëåäóþùåìñìûñëå. Èñõîäíîìó êëåòî÷íîìó ðàçáèåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáè-åíèå íà ðó÷êè (êàæäîé êëåòêå ðàçìåðíîñòè i ñîîòâåòñòâóåò ðó÷êà èíäåêñà i,0 � i � 3). Â ýòîì ðàçáèåíèè çàìåíÿåì êàæäóþ ðó÷êó èíäåêñà i íà ðó÷êó èí-äåêñà 3�i, 0 � i � 3. (Ôàêòè÷åñêè, ñàìî ðàçáèåíèå íå ìåíÿåòñÿ, ìåíÿþòñÿ òîëüêîèíäåêñû ðó÷åê). Òåïåðü îò ïîëó÷åííîãî íîâîãî ðàçáèåíèÿ íà ðó÷êè ïåðåõîäèìñíîâà ê ðàçáèåíèþ íà êëåòêè, êîòîðîå ñ÷èòàåì äâîéñòâåííûì ê èñõîäíîìó. Åñòå-ñòâåííî, ð¼áðà äâîéñòâåííîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðåàëèçóþò äâîéñòâåííûåîáðàçóþùèå �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ. Êîíñòðóêöèÿ äâîéñòâåí-íîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà, íàïðèìåð, â [2℄, ãëàâà X.11



Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ñëîâà w0; w1; : : : ; wn�1 â äâîéñòâåííûõ îáðàçóþùèõ uiðåàëèçóþò áåç ïîâòîðåíèÿ âñå ýëåìåíòû ãðóïïû �1(P ). Òîãäà �P =Pn�1i=0 dwi.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ äóãà ïîñòðîåííîé âûøå �ìåò¼ëêè� ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿ-òèåì êîìïîçèöèåé ïåòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéñòâåííûì îáðàçóþùèì ãðóï-ïû �1(P ). ×òîáû ïåðå÷èñëèòü âñå äóãè �ìåò¼ëêè�, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü âñåýëåìåíòû �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû â âèäå ñëîâ â äâîéñòâåííûõ îáðàçóþùèõ.Îáúåäèíåíèå äóã, çàäàâàåìûõ ñëîâàìè wi è åñòü ïîñòðîåííàÿ âûøå �ìåò¼ëêà�,àPn�1i=0 dwi � å¼ êëåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â äâîéñòâåííîì ðàçáèåíèè (ïî ëåììå2).Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè L � ãðàíèöà â C2( ~P ), òî �P (vL) = �P (L) äëÿ âñåõ v 2�1(P ).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ãðàíèöà íåêîòîðîé 3-êëåòêè ìíîãîîáðàçèÿ ~P , òî-ãäà, ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êîöåïè, �P (vK) = �P (K) = 1. Òàêèìîáðàçîì, â ñèëó àääèòèâíîñòè �óíêöèîíàëà �P íà ãðóïïå öåïåé C2(P ;Zn[�1(P )℄),äëÿ ëþáîé ãðàíèöû L âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �P (vL) = �P (L).4 �îìîëîãè÷åñêàÿ ñ�åðà Ïóàíêàðå4.1 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïàÍàïîìíèì, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñ�åðà Ïóàíêàðå S3=P120 � ýòî �àêòîðïðîñòðàíñò-âî ñ�åðû ïî äåéñòâèþ ãðóïïû äâèæåíèé äîäåêàýäðà. Êðîìå òîãî, ýòî ìíîãî-îáðàçèå Çåé�åðòà M(S2; (2;�1); (3; 1); (5; 1)). Åãî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà �P120 �= SL2(Z5) �= hx; yjx2 = y3 = (xy)5i. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ãåîìåòðè÷åñêîåêîïðåäñòàâëåíèå P120 �= ha; 
jQ1; Q2i, ãäå Q1 = 
5a�2, Q2 = a
a�1
a�1
. (Òàêèìæå êîïðåäñòàâëåíèåì ïîëüçóþòñÿ àâòîðû ðàáîòû [4℄; â ÷àñòíîñòè, îíè ïðèâîäÿòñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó Õåãîðà ìíîãîîáðàçèÿ S3=P120). Äâîéñòâåííûå îá-ðàçóþùèå: u1 = 
 (ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ Q1) è u2 = 
�1a (ñîîòâåòñòâóåòñîîòíîøåíèþ Q2).Âñå âû÷èñëåíèÿ â ýòîé ãðóïïå ëåãêî âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü å¼ êàêSL2(Z5), ïðè÷¼ì a = � 2 00 3 �, 
 = � 0 14 3 �; (â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèäåð-æèâàòüñÿ òàêèõ îáîçíà÷åíèé). Ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ðàâåí 4, à ïîðÿäîê ýëåìåíòà
 ðàâåí 10. Â ãðóïïå ïðèñóòñòâóþò ýëåìåíòû ïîðÿäêîâ 1, 2 (òîëüêî îäèí), 3,4, 5, 6 è 10. Öåíòð ãðóïïû ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ (åäèíè÷íûé è ýëåìåíòïîðÿäêà 2). Âñå ýëåìåíòû ãðóïïû êàê ñëîâà â îáðàçóþùèõ ìîæíî ïåðå÷èñëèòü,íàïðèìåð, òàê: 
i, 
ia
j, 
ia
2a
j, 
ia
2a
�2a, ãäå i = 0; : : : ; 9, j = 0; : : : ; 4.4.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êîöåïü äëÿ S3=P120Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êîöåïü ìîæíî íàéòè ïî�îðìóëå � = �S3=P120 = P119i=0 dwi, ãäå wi � ñëîâà â äâîéñòâåííûõ îáðàçóþùèõ12



u1 è u2, ïðåäñòàâëÿþùèå âñå ýëåìåíòû ãðóïïû P120. Ñëîâà wi ìîæíî âûáðàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:1. wi = ui1, i = 1; : : : ; 10;2. w10+5i+j = ui+11 u2uj1, i = 0; : : : ; 9, j = 0; : : : ; 4;3. w60+5i+j = ui+11 u2u31u2uj1, i = 0; : : : ; 9, j = 0; : : : ; 4;4. w110+i = ui+11 u2u31u2u�11 u2, i = 0; : : : ; 9.4.3 Îïåðàöèÿ ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ â ñëó÷àå S3=P120Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàöèÿ ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ ñëîâà â îáðàçóþùèõ íåêîòîðîéãðóïïû, ïðåäñòàâëÿþùåãî åäèíè÷íûé ýëåìåíò, ýòî ñîïîñòàâëåíèå ñëîâó w =Qk vkQ"kik v�1k ("k = �1), ïðåäñòàâëåííîìó â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ñî-îòíîøåíèé ãðóïïû, ñóììûlog(w) =Pk "kv̂kQik ãäå v̂k � çíà÷åíèå ñëîâà vk â ãðóïïå.Â ðàáîòå [4℄ ïîñòðîåí àëãîðèòì ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà,ïðåäñòàâëÿþùåãî åäèíè÷íûé ýëåìåíò â ãðóïïå P120 ñ îáðàçóþùèìè a, 
 è ñî-îòíîøåíèÿìè Q1 = 
5a�2, Q2 = a
a�1
a�1
. Àëãîðèòì îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèèñëåäóþùåãî íàáîðà ïðàâèë:1. log(v1a
av2) = log(v1
4a
�1v2) + v̂1�0, ãäå �0 = log(a
a(
4a
�1)�1);2. log(v1a
�1av2) = log(v1
a
v2) + v̂1�1, ãäå �1 = log(a
�1a(
a
)�1);3. log(v1a
�2av2) = log(v1
�4a
2a
v2) + v̂1�2, ãäå �2 = log(a
�2a(
�4a
2a
)�1);4. log(v1a
2a
2av2) = log(v1
4a
2a
�1v2)+v̂1�3, ãäå �3 = log(a
2a
2a(
4a
2a
�1)�1);5. log(v1a
2a
�2a
�1v2) = log(v1
a
2a
�2av2) + v̂1�4,ãäå �4 = log(a
2a
�2a
�1(
a
2a
�2a))�1);6. log(
10) = �5, log(
�10) = ��5.Çäåñü v1, v2 � ñëîâà â îáðàçóþùèõ a è 
, v̂1 � çíà÷åíèå ñëîâà v1.Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìå-íåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñàííûõ â ïðàâèëàõ (1)-(5), èñõîäíîå ñëîâî ïðèâîäèòñÿê âèäó 
10n, n 2 Z. (Ýòî âñåãäà âîçìîæíî; ïîñëå êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëî-âî ïðîäîëæàåò ïðåäñòàâëÿòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà 
 â ãðóïïåðàâíî 10, ïîýòîìó, â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷àåòñÿ ñëîâî 
10n.) Ëîãàðè�ì ñëîâà 
10nâû÷èñëÿåòñÿ êàê n�5. Â ðåçóëüòàòå ëîãàðè�ì èñõîäíîãî ñëîâà w íàõîäèòñÿ êàêP5i=0 niei�i, ãäå ni 2 Z, ei 2 P120, i = 0; : : : ; 5.
13



5 Ìèíèìàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé Çåé�åðòà5.1 Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò�ÿä äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ìèíèìàëüíîñòè ìíîãîîáðà-çèé Çåé�åðòà ÷àñòè÷íî îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà.Àâòîðîì áûëà ñîñòàâëåíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ îïèñàííûéâûøå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà íà ãî-ìîëîãè÷åñêóþ ñ�åðó Ïóàíêàðå. Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå C++ è ñîñòîèòèç òð¼õ ìîäóëåé:1. Âû÷èñëåíèå ãðàíè÷íîãî öèêëà ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà òèïàM(S2; (�1; �1); (�2; �2); (�3; �3)) èëèM(T 2; (�; �)) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìà-ìè 3 è 4.2. Âû÷èñëåíèå èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ äâóìåðíûõ öåïåé~f� : C2(M ;Z[�1(M)℄) ! C2(S3=P120;Z[P120℄), ãäå M � ìíîãîîáðàçèå Çåé-�åðòà ñ èçâåñòíûì ãðàíè÷íûì öèêëîì, à S3=P120 � ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñ�åðàÏóàíêàðå. Âû÷èñëåíèå îïèðàåòñÿ íà îïåðàöèþ ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ, îïè-ñàííóþ â ïóíêòå 4.3.3. Ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ ãîìîìîð�èçìîâ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû èñõîä-íîãî ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà â ãðóïïó P120 è âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé ñîîòâåò-ñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé.Àíàëîãè÷íàÿ ïðîãðàììà áûëà íàïèñàíà ðàíåå àâòîðàìè ðàáîòû [4℄ íà ÿçûêåPASCAL. Â ÷àñòíîñòè, âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ å¼ ïîìîùüþ, ñîâïàëè ñðåçóëüòàòàìè ðàáîòû íîâîé ïðîãðàììû.Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî-îáðàçèé Çåé�åðòà ïðîãðàììà ïðèìåíÿëàñü òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäà÷àïðîâåðêè ìèíèìàëüíîñòè óæå áûëà ñâåäåíà ê êîíå÷íîìó ïåðåáîðó, êîòîðûé èâûïîëíÿëñÿ ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà.5.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòûÍàïîìíèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìèíèìàëüíîñòè ìíîãîîáðàçèé Çåé-�åðòà ñåðèé d1, d2, d3 è d4 (ñì. òåîðåìó 1), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ íèõ îòñóò-ñòâèå îòîáðàæåíèé ñòåïåíè 1 íà ãîìîëîãè÷åñêóþ ñ�åðó Ïóàíêàðå.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé ñåðèé d1 èd2 ïîòðåáóþòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.Ëåììà 4. Ïóñòü v � íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîðÿäêà k â ãðóïïå �1(P ), è ïóñòüñëîâî ! â îáðàçóþùèõ òîé æå ãðóïïû ðåàëèçóåò ýëåìåíò v. Òîãäà çíà÷åíèå�P ((v � 1) log(!k)) êðàòíî ÷èñëó j�1(P )jk .14



Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî öåïü (v � 1) log(!k) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ïðåäñòàâèòü çàìêíóòûé ïóòü, ðåàëèçóþùèé ñëîâî ! è ïðî-õîäÿùèé ïî ð¼áðàì ìíîãîîáðàçèÿ ~P , êàê îäíîìåðíóþ öåïü l 2 C1( ~P ), òî ëî-ãàðè�ì ñëîâà ! � ýòî íåêîòîðàÿ äâóìåðíàÿ öåïü, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿöåïü l. Çà�èêñèðóåì öåïü L = log(!k) è âû÷èñëèì ëîãàðè�ì äðóãèì ñïîñîáîì:log(!k) = log(! � !k � !�1) = v log(!k) = vL. Òàêèì îáðàçîì, (v � 1)L = vL� L -ýòî ðàçíîñòü äâóõ öåïåé, ÿâëÿþùèõñÿ ëîãàðè�ìàìè îäíîãî è òîãî æå ñëîâà, àçíà÷èò, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ãðàíèöû. Ïîýòîìó �((v�1)L) = 0, è öåïü (v�1)Lÿâëÿåòñÿ öèêëîì.Òàê êàê óíèâåðñàëüíî íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ~P ÿâëÿåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêîéñ�åðîé, òî öåïü (v�1)L, áóäó÷è öèêëîì, ÿâëÿåòñÿ è ãðàíèöåé. Ïî óòâåðæäåíèþ2, �P (vi(v � 1)L) = �P ((v � 1)L); i = 0; : : : ; k � 1. Â òî æå âðåìÿPk�1i=0 �P (vi(v � 1)L) = �P (Pk�1i=0 vi(v � 1)L) = �P ((vk � 1)L) = 0. (Íàïîìíèì, ÷òîâû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ j�1(P )j.) Èòàê, k�P ((v�1)L � 0 mod (j�1(P )j),ïîýòîìó �P ((v � 1)L êðàòíî j�1(P )jk .Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü v � íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîðÿäêà k â ãðóïïå �1(P ), èïóñòü ñëîâî ! â îáðàçóþùèõ òîé æå ãðóïïû ðåàëèçóåò ýëåìåíò v; x 2 Znf0g.Òîãäà çíà÷åíèå �P ((vx � 1) log(!k)) êðàòíî ÷èñëó j�1(P )jk .Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû, åñëè ïðåäñòàâèòüvx � 1 êàê Px�1i=0 vi(v � 1).Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ìíîãîîáðàçèéM1 èM2 èìå-þò �èêñèðîâàííûå êîïðåäñòàâëåíèÿ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ: �1(M1) =hx1; x2; : : : ; xkjR1; R2; : : :i, �1(M2) = hx01; x02; : : : ; x0kjQ1; Q2; : : :i. (Íàáîðû îáðàçóþ-ùèõ óïîðÿäî÷åíû.) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f1 : M1 ! P è f2 :M2 ! P â íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå P àíàëîãè÷íû, åñëè (f1)�(xi) = (f2)�(x0i) äëÿâñåõ i = 1; : : : ; k.5.3 Ìèíèìàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d1Ëåììà 5. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà M = M(T 2; (�1; ")) èM 0 = M 0(T 2; (�01; ")) òàêîâû, ÷òî �1 è �01 äåëÿòñÿ íà k, ãäå k = 3 èëè 5, è" = �1. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f : M ! S3=P120 è f 0 : M 0 ! S3=P120 àíàëîãè÷íû.Òîãäà ðàçíîñòü deg f 0 � deg f - ÷¼òíà.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòàM = M(T 2; (�1; �1))çà�èêñèðîâàíî ãåîìåòðè÷åñêîå êîïðåäñòàâëåíèå åãî �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû:�1(M) = ha1; h; u; tjR1; R2; R3; R4; R5i, ãäå R1 = a1t�1a�11 t, R2 = w�1;�1(a1; t), R3 =ht�1h�1t, R4 = ut�1u�1t, R5 = a1hu�1h�1u (ñì. ï. 3.1).Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f :deg f = �S3=P120 [ ~f�(� ~�1M)℄ == �S3=P120 [ ~f�((1� ax1ty)R2 + (u�1 � a1)R3 + (u�1 � u�1h)R4 � (1� t�1)R5)℄ =15



= �S3=P120 [(f�(1� ax1ty)) ~f�(R2) + (f�(u)�1 � f(a1)) ~f�(R3)++(f�(u)�1 � f�(u�1h)) ~f�(R4)� (1� f�(t)�1) ~f�(R5)℄:×èñëà x è y äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ �1y � "x = �1. Ìîæíî, íàïðèìåð,âûáðàòü ðåøåíèå x = ", y = 0, òîãäà f(ax1ty) = f�(a1)". Òåïåðü, ÷òîáû âû÷èñëèòüâñå ~f�(Ri), íóæíî äëÿ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ f�(a1), f�(u), f�(h), f�(t) âûáðàòüñëîâî â îáðàçóþùèõ ãðóïïû P120, ðåàëèçóþùåå äàííûé ýëåìåíò. Ñäåëàåì ýòîñëåäóþùèì îáðàçîì:� äëÿ ýëåìåíòîâ f�(u), f�(h) âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ðåàëèçóþùèå èõ ñëîâàvu è vh;� äëÿ ýëåìåíòà f�(a1) âûáåðåì ñëîâî va1 = v�1u vhvuv�1h ;� äëÿ ýëåìåíòà f�(t) âûáåðåì òðèâèàëüíîå ñëîâî, åñëè f�(t) = 1, èëè ñëîâîvt = v"ka1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ïðè òàêîì âûáîðå,~f�(R5) = log(v�1u vhvuv�1h vhv�1u v�1h vu) = log(1) = 0;~f�(R2) = log(v�1+ksa1 ) = log(vk(�1k +s)a1 );ãäå s = � 0; f�(a1)k = 11; f�(a1)k 6= 1 , è òîãäà deg f =�S3=P120 [(1� f�(a1)") log(vk(�1k +s)a1 ) + (f�(u)�1 � f(a1))L3 + (f�(u)�1 � f�(u�1h))L4℄;ãäå L3 = log(vhv�1t v�1h vt), è L4 = log(vhv�1t v�1h vt).Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ f è f 0 àíàëîãè÷íû, f 0�(a01) = f�(a1), f 0�(h0) = f�(h),f 0�(u0) = f�(u), f 0�(t0) = f�(t), è ýòè ýëåìåíòû ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü òåìè æåñëîâàìè va1 , vh, vu è vt ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà deg f 0 == �S3=P120 [(1� f�(a1)") log(vk(�01k +s)a1 )+ (f�(u)�1� f(a1))L3+(f�(u)�1� f�(u�1h))L4℄;è deg f 0 � deg f == �S3=P120 [(1� f�(a1)") log(vk(�01k +s)a1 )� �S3=P120 [(1� f�(a1)") log(vk(�1k +s)a1 ):Ïî ëåììå 4, îáà ñëàãàåìûõ äåëÿòñÿ íà 120ord (f�(a1)) , ãäå ord (f�(a1)) - ïîðÿäîêýëåìåíòà f�(a1) â ãðóïïå P120, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàâåí ëèáî k, ëèáî 2k. Âîáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî 120ord f�(a1) � ÷¼òíîå, ñëåäîâàòåëüíî, è âñÿ ðàçíîñòü ÷¼òíà.16



Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé M(T 2; (3;�1)) è M(T 2; (5;�1)) âñå ñòå-ïåíè îòîáðàæåíèé íà S3=P120, èíäóöèðóþùèõ ñþðúåêòèâíûå ãîìîìîð�èçìû�óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, èìåþò ÷¼òíûå ñòåïåíè.Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû áûëè âû÷èñëåíû ñòåïåíè âñåõ îòîáðà-æåíèé ìíîãîîáðàçèé M(T 2; (3;�1)) è M(T 2; (5;�1)) íà ãîìîëîãè÷åñêóþ ñ�åðóÏóàíêàðå. Ñðåäè ïîëó÷åííûõ ñòåïåíåé ïðèñóòñòâóþò âñå ÷¼òíûå ÷èñëà îò 0 äî118 (ïî ìîäóëþ 120), íî íåò íè îäíîãî íå÷¼òíîãî, â òîì ÷èñëå è åäèíèöû. Âìåñòåñ òåîðåìîé 5 ýòî îçíà÷àåò ìèíèìàëüíîñòü âñåõ ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d1.5.4 Ìèíèìàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d2Òåîðåìà 5. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà ñ áàçîé S2 è ñ òðåìÿ îñîáûìèñëîÿìè ((2k�1; �1); (2k�2; �2); (2k�3; �3)), ãäå 3j�2 è 5j�3, è k > 1. Òîãäà ñòåïåíüëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : M ! S3=P120 ÷¼òíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ââåä¼ííûì ðàíåå êîïðåäñòàâëåíèåì �óí-äàìåíòàëüíîé ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ M : �1(M) = ha1; a2; a3; tjRj; 1 � j � 7i, ãäåR2i�1 = ait�1a�1i t, R2i = w�i;�i(a; t), i = 1; 2; 3, R7 = a1a2a3. Âñïîìíèì, ÷òîa2k�11 t�1 = 1, à �1 íå÷¼òíî. Ýëåìåíò t � öåíòðàëüíûé, ïîýòîìó åãî îáðàç f�(t)äîëæåí áûòü öåíòðàëüíûì. Â ãðóïïå P120 âñåãî äâà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòà: åäè-íèöà è � 4 00 4 �, ïðè÷¼ì óðàâíåíèå x4 = � 4 00 4 � ðåøåíèé íå èìååò. Ïîýòîìóf�(t) = 1. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà f�(t) ìû âûáåðåì, åñòåñòâåííî, òðèâèàëü-íîå ñëîâî. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ f�(a1), f�(a2) è f�(a3) � ñëîâà v1, v2 èv3 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäàdeg f = �P ((1�f�(a1)x1) log(v2k�11 )+(1�f�(a2)x2) log(v2k�22 )+(1�f�(a3)x3) log(v2k�33 )) == �P ((1�f�(a1)x1) log(v2k�11 ))+�P ((1�f�(a2)x2) log(v2k�22 ))+�P ((1�f�(a3)x3) log(v2k�33 )):Ïî ëåììå 4, ïåðâîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 120ord f�(a1) , âòîðîå � íà 120ord f�(a2) , òðå-òüå � íà 120ord f�(a3) . Â ãðóïïå P120 åñòü ýëåìåíòû ïîðÿäêîâ 1, 2, 3, 4, 5, 6 è 10.Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ÷èñëà 120ord f�(ai) � ÷¼òíû (i = 1; 2; 3), 
ëåäîâàòåëüíî,è âñÿ ñóììà ÷¼òíà. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿM íà ìíîãîîáðàçèå S3=P120 ÷¼òíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, M ìèíèìàëüíî.5.5 Ìèíèìàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d3Òåîðåìà 6. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå Çåé�åðòà ñ áàçîé S2 è ñ òðåìÿ îñîáû-ìè ñëîÿìè ((2�1; �1); (2�2; �2); (2�3; �3)), ãäå 3j�2, 5j�3 è âñå �i íå÷¼òíû. Òîãäàäëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f : M ! S3=P120 âåðíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èçóòâåðæäåíèé:1. ñòåïåíü deg f ÷¼òíà 17



2. ãîìîìîð�èçì f� : �1(M) ! P120 ïåðåâîäèò îáðàçóþùèå a1, a2 è a3 â ýëå-ìåíòû ïîðÿäêà 4.Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, ÷òî (a62)�23 t�2 = 1. Åñëè f�(t) = 1, òî äîêàçàòåëü-ñòâî ÷¼òíîñòè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäû-äóùåé òåîðåìû.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f�(t) = � 4 00 4 �. Òàê êàê ÷èñëî �2 íå÷¼òíî, f�(a2)6 =f�(t). Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî f�(a3)10 = f�(t) èf�(a1)2 = f�(t). Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ord f�(a1) = ord f�(a2) =ord f�(a3) = 4.Ïîïðîáóåì âûâåñòè ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ñòåïåíåé îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèéñåðèè d3 íà ãîìîëîãè÷åñêóþ ñ�åðó Ïóàíêàðå. Íàïîìíèì, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèÿñåðèè d3 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Çåé�åðòà âèäàM(S2; (2p1; �1); (6p2; �2); (10p3; �3)) ñ íå÷¼òíûìè pi è �i, i = 1; 2; 3. Íàñ áóäóò èí-òåðåñîâàòü òîëüêî òå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå èíäóöèðóþò ãîìîìîð�èçìû �óí-äàìåíòàëüíûõ ãðóïï, ïåðåâîäÿùèå ýëåìåíòû a1, a2, a3 â ýëåìåíòû ïîðÿäêà 4,òàê êàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 6, òîëüêî îíè ìîãóò èìåòü íå÷¼òíûå ñòåïåíè.Äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ M = M(S2; (2p1; �1); (6p2; �2); (10p3; �3)) (âñå pi è�i íå÷¼òíû) çà�èêñèðóåì òàêîé ãîìîìîð�èçì f� : �1(M) ! P120, ÷òî f�(ai) =ei, i = 1; 2; 3, è ord ei = 4, i = 1; 2; 3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : M ! S3=P120èíäóöèðóåò ãîìîìîð�èçì f�, òîãäà ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 6. deg f � p1+�12 �((1� e�11 ) log(e41)) + F (p2; �2; p3; �3)( mod 120), ãäå F �íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñëîâà â îáðàçóþùèõ ãðóïïû P120, ðåàëèçóþùèå ýëå-ìåíòû f(t), ei = f(ai), i = 1; 2; 3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:ñëîâà ha1 , ha2 , ha3 âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, à ht = h21.Òîãäà èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òîdeg f � �((1� ex+2y1 ) log(h2p1+2�11 )) + F (p2; �2; p3; �3)( mod 120), ãäå 2p1y � �1x =�1. Ýëåìåíò ex+2y1 îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî: x + 2y � �1( mod 4), è ex+2y1 = e�11 .Ñëîâî h41 ðåàëèçóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò, ïîýòîìó�((1� ex+2y1 ) log(h2p1+2�11 )) � p1+�12 �((1� e�11 ) log(h41))( mod 120).Ñëåäóþùèå äâå ëåììû àíàëîãè÷íû, ïîýòîìó ïðèâîäèì èõ áåç äîêàçàòåëüñòâ.Ëåììà 7. deg f � 3p2+�22 �((1� e�22 ) log(e42)) +G(p1; �1; p3; �3)( mod 120), ãäå G �íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ.Ëåììà 8. deg f � 5p3+�32 �((1� e�33 ) log(e43))+H(p1; �1; p2; �2)( mod 120), ãäå H �íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ.Óòâåðæäåíèÿ òð¼õ ïðåäûäóùèõ ëåìì ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî:18



Òåîðåìà 7. Ïóñòü M = M(S2; (2p1; �1); (6p2; �2); (10p3; �3)) (âñå pi è �i íå÷¼ò-íû), è îòîáðàæåíèå f : M ! S3=P120 òàêîâî, ÷òî ýëåìåíòû ei = f�(ai),i = 1; 2; 3 èìåþò ïîðÿäîê 4 â ãðóïïå P120. Òîãäà deg f � p1+�12 �((1�e�11 ) log(e41))+3p2+�22 �((1 � e�22 ) log(e42)) + 5p3+�32 �((1 � e�33 ) log(e43)) + n( mod 120), ãäå n � íåêî-òîðàÿ êîíñòàíòà (âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùàÿ îò e1, e2 è e3, íî íå çàâèñÿùàÿîò ïàðàìåòðîâ ìíîãîîáðàçèÿ M).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìî ñëåäóåò èç òð¼õ ïðåäûäóùèõ ëåìì.Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ei 2 P120 ïîðÿäêà 4 ÷èñëî �((1�ei) log(e4i ))äåëèòñÿ íà 30.Â ãðóïïå P120 òðèäöàòü ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4, è ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåòñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 5. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 120 êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûõ ñþðúåêòèâ-íûõ ãîìîìîð�èçìîâ èç �1(M) â P120, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: âñå ýëåìåíòûf�(ai) 2 P120 èìåþò ïîðÿäîê 4.Íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ãîìîìîð�èçìîâ ïîçâîëÿåò ïåðåáðàòü èõâñå äëÿ êàêîãî-íèáóäü êîíêðåòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . Ýòîò ïåðåáîð áûë ïðîäå-ëàí è äàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:Óòâåðæäåíèå 6. Êîíñòàíòà n èç òåîðåìû 7 äåëèòñÿ íà 15 äëÿ ëþáûõ ýëå-ìåíòîâ e1, e2 è e3, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû.Ñëåäñòâèå 2. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ ñåðèè d3 íå èìåþò îòîáðàæåíèé ñòåïåíè 1íà ãîìîëîãè÷åñêóþ ñ�åðó Ïóàíêàðå.Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ ñåðèè d3 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè âèäàM = M(S2; (2p1; �1); (6p2; �2); (10p3; �3)). Ïî òåîðåìå 6 ñòåïåíè èõ îòîáðàæåíèéíà S3=P120, èíäóöèðóþùèõ ýïèìîð�èçìû �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, ëèáî ÷¼òíû,ëèáî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 7 è óòâåðæäåíèåì 6, äåëÿòñÿ íà 15.5.6 Ìèíèìàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d4Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîîáðàçèÿ Çåé�åðòà âèäàM(S2; (2p1; �1); (3p2; �2); (5p3; �3)), ãäå âñå pi è �i íå÷¼òíû. (Ýòèì óñëîâèÿì óäî-âëåòâîðÿþò âñå ìíîãîîáðàçèÿ ñåðèè d4). Îòîáðàæåíèÿì òàêèõ ìíîãîîáðàçèé íàãîìîëîãè÷åñêóþ ñ�åðó Ïóàíêàðå áûëà ïîñâÿùåíà ðàáîòà [4℄, ãäå, â ÷àñòíîñòèáûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñå ñþðúåêòèâíûå ãîìîìîð�èçìû �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï' : M ! P120 â íåêîòîðîì ñìûñëå ñâîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ñòàíäàðòíîìó ãîìî-ìîð�èçìó. 19



Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì ãîìîìîð�èçìîì òàêîé ãî-ìîìîð�èçì '0 : �1(M) ! P120, ÷òî '0(t) = a2, '0(a1) = a, '0(a2) = a�1
,'0(a3) = 
�1.Îòîáðàæåíèå èç M â S3=P120 áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì, åñëè îíî èíäó-öèðóåò ñòàíäàðòíûé ãîìîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.�Óíèâåðñàëüíîñòü� ñòàíäàðòíîãî ãîìîìîð�èçìà, äîêàçàííóþ â [4℄, ìîæíîñ�îðìóëèðîâàòü òàê:Òåîðåìà 8. Ëþáîé ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîð�èçì ' : �1(M) ! P120 ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåí, êàê ' =  Æ '0, ãäå  � ýòî áèåêòèâíûé àâòîìîð�èçìãðóïïû P120, à '0 � ñòàíäàðòíûé ãîìîìîð�èçì.Çàìå÷àíèå 6. Âñå îòîáðàæåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêîé ñ�åðû Ïóàíêàðå íà ñåáÿ, èí-äóöèðóþùèå áèåêòèâíûå àâòîìîð�èçìû �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, èìåþò ñòå-ïåíè 1 èëè 49 ( mod 120). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè nèç M â S3=P120 ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 49n. Çíàê ñòåïåíè îòîá-ðàæåíèÿ ìîæíî ñìåíèòü, åñëè ñìåíèòü îðèåíòàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ-ïðîîáðàçà.Â òîé æå ðàáîòå áûëà ïðåäëîæåíà (íî íå äîêàçàíà) ñëîæíàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ�îðìóëà äëÿ ñòåïåíè ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Íàøà öåëü � âûâåñòè è äîêà-çàòü òåîðåòè÷åñêóþ �îðìóëó. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì òðè âñïîìîãàòåëüíûåëåììû.Ëåììà 9. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèÿ M(S2; (2p1; �1); (3p2; �2); (5p3; �3))è M 0(S2; (2p01; � 01); (3p2; �2); (5p3; �3)) òàêîâû, ÷òî âñå pi, �i, p01, � 01 íå÷¼òíû, p1 �p01( mod 8) è �1 � � 01( mod 8). Ïóñòü f : M ! S3=P120 è f 0 : M 0 ! S3=P120 �ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà deg f � deg f 0( mod 120).Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñëîâà â îáðàçóþùèõ ãðóïïû P120, ðåàëèçóþùèå ýëå-ìåíòû f�(t), f�(ai), i = 1; 2; 3, f 0�(t0), f 0�(a0i) i = 1; 2; 3 ñëåäóþùèì îáðàçîì: a2 äëÿf�(t) è f 0�(t0), a äëÿ f�(a1) è f 0�(a01), a�1
 äëÿ f�(a2) è f 0�(a02), 
 äëÿ f�(a3) è f 0�(a03).Òîãäà èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî deg f � deg f 0 � �((1 � ax+2y)(log(a2p1+2�1))) ��((1� ax0+2y0)(log(a2p01+2�01))( mod 120), ãäå ÷èñëà x; y; x0; y0 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-âèÿì 2p1y � �1x = �1 è 2p01y0 � � 01x0 = �1.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ax+2y = a0(x0+2y0) (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, x + 2y �x0 + 2y0( mod 4), ò.ê. ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ðàâåí 4). Äëÿ ýòîãî ïðîñòî ïåðåáåð¼ìâñå âîçìîæíûå âû÷åòû ÷èñåë p1 è �1 ïî ìîäóëþ 4 (íàïîìíèì, ÷òî îáà ÷èñëà� íå÷¼òíû). �åçóëüòàò ýòîãî ïåðåáîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñðàâíåíèÿ:x0 + 2y0 � x+ 2y � �1( mod 4).Èòàê, deg f � deg f 0 �� �((1�a�1 mod 4)(log(a2p1+2�1)))��((1�a�1 mod 4)(log(a2p01+2�01))( mod 120): Òàêêàê a4 = 1, log(a4n) = n log(a4) (n 2 Z), ïîýòîìó deg f � deg f 0 � (p1+�12 )�((1 �a�1 mod 4)(log(a4)))� (p01+�012 )�((1� a�1 mod 4)(log(a4))( mod 120).20



Çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ âû÷èñëåíû: �(log(a4)) = 40, �(a log(a4)) = 10, �(a3 log(a4)) =70, ïîýòîìó �((1�a�1 mod 4)(log(a4)) � �30( mod 120), â çàâèñèìîñòè îò �1 mod 4.Êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü: deg f � deg f 0 � �30(p1+�12 � p01+�012 )( mod 120).Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê p1 � p01( mod 8) è �1 � � 01( mod 8), p1+�12 � p01+�012 ( mod 4),ïîýòîìó �30(p1+�12 � p01+�012 ) � 0( mod 120).Çàìå÷àíèå 7. Ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî deg f � 30(�1 mod 4)(p1+�12 mod 4) +F (p2; �2; p3; �3)( mod 120), ãäå F � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ.Ëåììà 10. Ïóñòü M(S2; (2p1; �1); (3p2; �2); (5p3; �3))è M 0(S2; (2p1; �1); (3p02; � 02); (5p3; �3)) òàêîâû, ÷òî âñå pi, �i, p02, � 02 íå÷¼òíû, p2 �p02( mod 12) è �2 � � 02( mod 12). Ïóñòü f : M ! S3=P120 è f 0 : M 0 ! S3=P120 �ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà deg f � deg f 0( mod 120).Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñëîâà â îáðàçóþùèõ ãðóïïû P120, ðåàëèçóþùèå ýëå-ìåíòû f�(t), f�(ai), i = 1; 2; 3, f 0�(t0), f 0�(a0i) i = 1; 2; 3 ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a�1
)3äëÿ f�(t) è f 0�(t0), a äëÿ f�(a1) è f 0�(a01), a�1
 äëÿ f�(a2) è f 0�(a02), 
 äëÿ f�(a3) èf 0�(a03). Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî deg f � deg f 0 �� �((1� (a�1
)x+3y)(log((a�1
)3p2+3�2)))�� �((1� (a�1
)x0+3y0)(log((a�1
)3p02+3�02))( mod 120), ãäå 3p2y � �2x = �1 è 3p02y0 �� 02x0 = �1. Âûðàæåíèå x+3y mod 6 çàâèñèò òîëüêî îò âû÷åòîâ ïàðàìåòðîâ p2 è�2 ïî ìîäóëþ 6 ñëåäóþùèì îáðàçîì: x+ 3y � x0 + 3y0 � �2( mod 6). Ýòî ìîæíîïðîâåðèòü, ïåðåáðàâ âñå âîçìîæíûå âû÷åòû ïàðàìåòðîâ p2 è �2 ïî ìîäóëþ 6.(Íàïîìíèì, ÷òî îáà ïàðàìåòðà � íå÷¼òíûå, è íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà 3). Òî åñòü,(a�1
)x0+3y0 = (a�1
)x+3y = (a�1
)�2 mod 6, ò.ê. � 02 � �2( mod 6).Èòàê, deg f � deg f 0 �� p2+�22 �((1� (a�1
)�2 mod 6) log((a�1
)6))�� p02+�022 �((1� (a�1
)�02 mod 6)(log(a�1
)6))( mod 120): Çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ âû÷èñ-ëåíû: �(log((a�1
)6)) = 63, �(a�1
 log((a�1
)6)) = 43, �((a�1
)�1 log((a�1
)6)) = 83,ïîýòîìó �((1 � (a�1
)�2 mod 6) log((a�1
)6) � �20( mod 120), â çàâèñèìîñòè îò�2 mod 6, è, òàê êàê p1 � p02( mod 12) è �2 � � 02( mod 12), deg f � deg f 0 �0( mod 120).Çàìå÷àíèå 8. Ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî deg f � 20(�2 mod 6)(p2+�22 mod 6) +G(p1; �1; p3; �3)( mod 120), ãäå G � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ.Ëåììà 11. Ïóñòü M(S2; (2p1; �1); (3p2; �2); (5p3; �3))è M 0(S2; (2p1; �1); (3p2; �2); (5p03; � 03)) òàêîâû, ÷òî âñå pi, �i, p03, � 03 íå÷¼òíû, p3 �p03( mod 20) è �3 � � 03( mod 20). Ïóñòü f : M ! S3=P120 è f 0 : M 0 ! S3=P120 �ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà deg f � deg f 0( mod 120).Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ñëîâà â îáðàçóþùèõ ãðóïïû P120, ðåàëèçóþùèå ýëå-ìåíòû f�(t), f�(ai), i = 1; 2; 3, f 0�(t0), f 0�(a0i) i = 1; 2; 3 ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
�5 äëÿf�(t) è f 0�(t0), a äëÿ f�(a1) è f 0�(a01), a�1
 äëÿ f�(a2) è f 0�(a02), 
 äëÿ f�(a3) è f 0�(a03).Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî deg f � deg f 0 �21



�((1� 
�x�5y) log(
�5p3�5�3))� �((1� 
�x0�5y0) log(
�5p03+5�03))( mod 120), ãäå 5p3y��3x = �1 è 5p03y0�� 03x0 = �1. Âûðàæåíèå x+5y mod 10 (òàê æå, êàê è â ïðåäûäó-ùèõ ëåììàõ) çàâèñèò òîëüêî îò âû÷åòà ïàðàìåòðà �3 ïî ìîäóëþ 10 ñëåäóþùèìîáðàçîì: x + 5y � x0 + 5y0 � �33( mod 10). Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, ïåðåáðàâ âñåâîçìîæíûå âû÷åòû ïàðàìåòðîâ p3 è �3 ïî ìîäóëþ 10.(Íàïîìíèì, ÷òî îáà ïà-ðàìåòðà p3 è �3 � íå÷¼òíûå, è íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà 5). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òîx+ 5y � �33( mod 10).Èòàê, deg f � deg f 0 ��p3��32 �((1� 
��33 ) log(
10))� �p03��032 �((1� 
��33 ) log(
10))( mod 120). Çíà÷åíèÿ ñëà-ãàåìûõ âû÷èñëåíû: �(log(
10)) = 100,�(
 log(
10)) = 88,�(
3 log(
10)) = 64,�(
7 log(
10)) = 16,�(
9 log(
10)) = 112.Êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü: �((1� 
��33) log(
10) � 12(��33 mod 10)( mod 120). Òàêêàê p3 � p03( mod 20) è �3 � � 03( mod 20), p3+�32 � p03+�032 ( mod 10), è deg f �deg f 0 ��p3��32 12(��33 mod 10)( mod 120)��p03��032 12(��33 mod 10)( mod 120) � 0( mod 120).Çàìå÷àíèå 9. Ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî deg f � 12(�33 mod 10)(p3+�32 mod 10)+H(p1; �1; p2; �2)( mod 120), ãäå H � íåêîòîðàÿ öåëî÷èñëåííàÿ �óíêöèÿ.Ïî ðåçóëüòàòàì òð¼õ ïðåäûäóùèõ ëåìì (ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çàìå÷à-íèÿ), ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ÿâíóþ �îðìóëó ñòåïåíè ñòàíäàðòíîãîîòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñåðèè d4 íà ãîìîëîãè÷åñêóþ ñ�åðó Ïóàíêàðå.Òåîðåìà 9. Ïóñòü M(S2; (2p1; �1); (3p2; �2); (5p3; �3)) � ìíîãîîáðàçèå ñåðèè d4,è ïóñòü f : M ! S3=P120 � ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäàdeg f � 30(�1 mod 4)(p1+�12 mod 4) ++ 20(�2 mod 6)(p2+�22 mod 6) ++ 12(�33 mod 10)(p3+�32 mod 10)� 31( mod 120).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùèì òð¼ì ëåììàì (òî÷íåå, ïî ñîîòâåòñòâóþùèìçàìå÷àíèÿì), deg f � 30(�1 mod 4)(p1+�12 mod 4) ++ 20(�2 mod 6)(p2+�22 mod 6) ++12(�33 mod 10)(p3+�32 mod 10)+n( mod 120), ãäå n � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòî-ðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, ðàññìîòðåâ, íàïðèìåð, M �= S3=P120.Â ýòîì ñëó÷àå deg f = 1, êàê ñòåïåíü òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, p1 = p2 =p3 = �2 = �3 = 1, �1 = �1. Íàõîäèì n = �31.Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ, ìîæíî äîêà-çàòü ìèíèìàëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñåðèè d4. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ ñåðèèd4 � ýòî ãîìîëîãè÷åñêèå ñ�åðû (ò. å. j6p1p2�3+10p1p3�2 +15p2p3�1j = 1) ñ óñëî-âèåì: p1p2p3 6= �1 è �49( mod 120). 22



Òåîðåìà 10. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ ñåðèè d4 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìèìíîãîîáðàçèÿìè Çåé�åðòà.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñòàíäàðòíûå îòîáðàæåíèÿ âñåõ ìíî-ãîîáðàçèé ñåðèè d4 èìåþò ñòåïåíè íå ðàâíûå �1 è �49( mod 120). Èòàê, ïóñòüM = M(S2; (2p1; �1); (3p2; �2); (5p3; �3)) � ìíîãîîáðàçèå ñåðèè d4. Ýòî îçíà÷àåò, â÷àñòíîñòè, ÷òî âñå ïàðàìåòðû pi è �i íå÷¼òíû è j6p1p2�3+10p1p3�2+15p2p3�1j = 1.Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñìåíå âñåõ çíàêîâ ÷èñåë �i íà ïðîòèâîïîëîæíûå ìû ïîëó-÷èì ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîð�íîå M , ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 6p1p2�3 +10p1p3�2 + 15p2p3�1 = 1. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è èç óñëîâèé íà ïàðàìåòðû pi è �i(i = 1; 2; 3) ñëåäóåò, ÷òî:1) ÷èñëà 2p1, 3p2, 5p3 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû;2) p2p3�1 � �1( mod 4), ò. å. �1 � �p2p3( mod 4);3) p1p3�2 � 1( mod 6), ò. å. �2 � p1p3( mod 6);4) p1p2�3 � 1( mod 10), ò. å. �33 � p1p2( mod 10).Èñõîäÿ èç ýòèõ ñðàâíåíèé, ìîæíî ïåðåïèñàòü �îðìóëó ñòåïåíè ñòàíäàðòíîãîîòîáðàæåíèÿ f : M ! S3=P120 òàê: deg f � 30(�p2p3 mod 4)(p1+�12 mod 4) ++ 20(p1p3 mod 6)(p2+�22 mod 6) + 12(p1p2 mod 10)(p3+�32 mod 10) � 31( mod 120):Ïî äðóãîìó:deg f � 15(�p2p3 mod 4)((p1 + �1) mod 8) + 10(p1p3 mod 6)((p2 + �2) mod 12) ++ 6(p1p2 mod 10)((p3 + �3) mod 20)� 31( mod 120). Î÷åâèäíî, ÷òî ñðàâíåíèå íåèçìåíèòñÿ, åñëè âñå âçÿòèÿ ïî ìîäóëÿì 4, 8, 6, 12, 10, 20 çàìåíèòü íà âçÿòèå ïîìîäóëþ 120, ïîýòîìódeg f � �15p2p3(p1 + �1) + 10p1p3(p2 + �2) + 6p1p2(p3 + �3)� 31( mod 120):�àñêðîåì ñêîáêè: deg f � p1p2p3 � 15p2p3�1 + 10p1p3�2 + 6p1p2�3 � 31 �� p1p2p3 + 1� 30p2p3�1 � 31( mod 120).Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî p2p3�1 � �1( mod 4):deg f � p1p2p3( mod 120):Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñåðèè d4 íå ìîæåò èìåòü ñòàí-äàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè �1 èëè �49.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Orlik P. Seifert manifolds, Le
ture Notes in Mathemati
s, 291. // Springer-Verlag, Berlin-New York, 1972.[2℄ �. Çåé�åðò, Â. Òðåëü�àëëü Òîïîëîãèÿ, �ÕÄ, Ìîñêâà-Èæåâñê, 2001.[3℄ Hayat-Legrand C., Wang S., Zies
hang H. Minimal Seifert manifolds. // Math.Ann. 1997. V. 308. No. 4. P. 673-700.23
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