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=�����# �� ��������� �
��
�� �����
��� ���� ��������

�� ���
������
����� �������� N���� ��������� �������
�� ����� ��
��������

�������
�	
�	 ��������� &� ����� ����� ��������� �
��
�� L ���
��
������

�� �������� � ���� ������
�� Pi� =���� ������ Xi → XpXq�

F



M��� Lp,j �= ∞# ���� ������ Li,j = Lp,j� � ������
�� �����# �� �����

� 
	�� ���� �����
�� Pj 
 ��� ���� PuPv# ��� � Lp,u# � Lq,v @
��
��
�� ?� 
��
� 
	�� �����
��# ����������'!�� �����' ����
$�� ���� |Pu|%� &� ����� ����� ��� ��
�
�� �������� M��� �� 
�
��� ���� �����
��# �� Li,j = |eval(Xp)| + Lq,v# �
�� Li,j = ∞� .���
������# ������������ ��
��� �� @ O(log k)# ��!� ������������ @
O(ml log k) ≤ O(mk2 log k)�
�
���� �������� ��������� 
�����
� ����� �����
����
���������� ����� .��� ����� ����������� �������
�� �����

��
�������� �������
�	
�	 ��������#  ���� �

�� � ����� � ���
��� �����
����  �� ������� ��
����
�� ���
 �Xi → XpXq �� �����

� ������� ��� �������

�� �
��
�� ��� Xp � Xq � �������� 
����
����� ���������� ��	��
���� ���
� R�����# ��� ��� ������ ������

�� P = PuPv ����� ���� 
� ����� ��
��� ��
����
��� ����
��
���
��
# � ������� Pu ���������� �
���� Xp# Pv �
���� Xq� "��������
�

�� � ����� � ����� �����
���# �� ���������# ��� ���� �����
�
�	 ���� ����
��
�� ��
����
�� ��
 ����� � ���� ����� 
��
�
���� �����
��� /�
��� ��
����
��� ��
� ����� ��������������

�������� ������������
�� �����
�	� =������ ����� ��	������� ����
��'!�� ������� &� ����� ���������� ��� �����
�� ����
 ��
X��� � XpY �� X��� � XqY � ���������� ������� ����
��
�� ���
# �����
�� ���� )% ����� ���� �����
�� ���������� � Xp#  ����� � Xq_ �
H% ������������ ��
����
�� ��
� ����
��� ��
�������
� �������!��
�� �����
��� �����
��� .��� ������# ������������ �������
�� �����
����� ��
 O(mk)�
�����
������� ����� ^��� �������
�� ��� ��# �� � ��� ���


����
�� ���
� R���� �� ���� ������# �� �������� ����
��
��
��������

�� ��
 ��� Xi → XpXq� /�
��
�� 
��'��
��I �'��� ���
��
��
�� w���
�# ������!�� P # ���� �������� ���������� ��
�#
������!�� P � .���# �� � � �������!�� ���� �� ���������� ��
������� ��� �����
�� ����
 P �  �� ������ �����
��# ���������
�

��� � ����� � ����� �����
���# �� 
����� ��
����
�� ��
�#
�����������'!�� ����� �����
�'� ^��
��� ��� � �������!��# ��
��������� � �������� ���������� w����
# ������� ������� 
���� ���

����
�� ��
�# 
� 
� ������ .����������� �������
�� ����� �����
���� ��
 O(mk)
��
��������� ���������� ����� "��������� �� �� ���
���#

��� � ��� ��
����
�� ���
� =����� ��� �������� �� ��
������� �����

>



��� ������� ����
��
�� ��
����
�� ��
�

��� $������% ������� � ��� ������"����

?�� ��������� ������� ������ ��� ���� ���� ���I

)� `���
 P �������� ���������������
����' � ������ T ���� �
������ ����# ���� L1,m �= ∞ $�� ������ P1 = P %#

H� *��������� ��
����
�� ���
 � T # ������!�� P # ��
� MWm#

,� `���
 P �������� ���������������
����' 
��������� w���

���� � ������ ����# ���� FWm �= 0#

0� *��������� w����
# ������!�� P # ��
� FWm#

K� *��������� ��
�# ����� 
� ������ w# ������!�� P # ��
�BMWm�

.��� ������# ������� ������������ 
���� ������� ��� �����

 ���
� k � �����# ���������

��� �������
�	
�	 ��������	 ���
��� m# ��
 O(mk2 log k)�

���������� Q���� ������ $��� +),-%# ��� ��� �����# ������ �������
��� DEF># ���
� ��������� �������
�	
�' �������� ���� ��
�	
�
�������� ����� ����� ^� �������� ��
������� ���� ��
�	
�
C�� �
���# ��� 
�� ���� ����� ���� ����
� � ����� O(mk2 log k)#
��� ��� m @ ����� DEF>������� ������

����������  �� DEFF������ ���� ���
� ���!������� ������� � ����
����
�	
�	 ��������� .����������� � ����� ���������	�� �������
�� ���
������ �� O(m log n)# ��� m @ ����� DEFF������� �����# 
n @ �����
��
���� .��� ������# �����
�� �
�� ������� � ����
����
�	
�	 ��������#  ���� 
� ��
��
�	 �������# �� �������
������������ O(mk2 log k log n) ��� DEFF�������

� ������ 	����� �����	���

� ���� ������ �� ���� ��� 
��
�� ���
�� 
 �����������
�' �����

���� �����'!�	 ����I

J



• �	�
� 
���	� �	��	
���	�������	
�� � 
���	� ���
��
$��� �������� @ ��	���	
��%�  
� �������
�	
�� �������
��# ���������'!�� ������ P $����
% � ������ T $�����%� .���
������ ����������# ����'��� �� ����� ����
 ����������������

����' � ������ T $����
��
��I P ↪→ T %�

� ���� ������ ���������
� �� ��
��
�� ��������� &� 
�
��
�� �����
�� ������
�	 ������
�	 ���� $����� ����	�% � ����
��	���	
��� .��� ������ �� ������� �������
���� ������
�	�
^����'!�� ���� ����� �����
�� ��	���	
�� � ����	���	
��
� 
������� ?������

�� ���������� �� ���	 ���������
���� ��
��
���������
���� �������	 �����

��� ��&���������

?���
�� ������������ ������
�	 ������
�	 ���� ����� �����
	� $��� +H-%I

 
 �����
� ����� 
�����
�� ����� w1, . . . , wn, t� .�������� ���
��������# ��!�����'� �� x1, . . . , xn ∈ {0, 1} ����# ���∑n

i=1 xi ·wi = t�

 ��
��� �� ����� ����	� ���
��� � ��	���	
���

������������� "�� ����� t, w̄ = 〈w1, . . . , wn〉 W ����
�� �

�� ����
�� ����	� $����� ������ n > 1%� &� �������� ���� �������
�	�

�� �������� F � G# ��� ����
������� w̄ � �����	 t ��!������� ����
� ������ ����# ���� eval(F) ↪→ eval(G)�
������ ����
��
�� s = w1 + · · · + wn# N = 2ns� *����� ����
��

������ w̄ ���
� �������� � ������������ ������� x = x1 . . . xn ���
�
n �� 
���	 � ���
��# �� ���� ����� ����� �� O �� 2n − 1� ������ ����
�
��
�� x ◦ w̄ =

∑n
i=1 xiwi# ���������# x ◦ w̄ ��� ����� ����
������ w̄#

����������� ������ x�
!����
������ ?� ��� X����������Y ����	 
��� ����
��

�

�� ��� ����� ����	� ����� ����
�� �

�� ��� ��	���	�

��� /����� ��������� ������ F � GI

G = G5N
0 G0 = G1G2G3G4

G1 =
2n−1∏
x=0

(10s) = (10s)2n

G2 = 02N

)O



G3 =
2n−1∏
x=0

(0x◦w̄10s−x◦w̄) G4 = 0t+1

F = F 5N−1
0 F0 = 103N+t10N+1

&� ����������� �
�
∏
��� ����
��
�� ��
���
��� �����������'�

!�� ���� � ������� ����
�
�� �
���� �� 
��
��� ������ � ����
����
C���� ���
����� �� ���������� ������ F � G� ?��� �� ����

���# ��� �
� ����� ���� �������
� �������
�	
��� ��������� F
� G� ?� �
�� ��������# ��� ���������� ����� F � G ��
�����

��!������
�' ����
������ w̄ 9 �����	 t�
"������������ ��#���������� 	����������� � $������% ���&

��% � ����������
X^�!������� ����
������� ⇒ ����������Y� =���� x @ ��� ����
��

����� w̄ � �����	 t# �� ���� x ◦ w̄ = t� B�������� 
��� G# ����
G1G2G3G4G1 . . . # � ������� �����'!�� �����
�� F0I ������� ) � x���
����� G1# ���� 3N + t 
���	# ���� $� ���
���� ������ ��� x ◦ w̄ = t%
����� ) � ������� �����'!�� N + 1 
���	 �� ������� ����� x��	 ����

���	 �� ������ G1# ���� ������ ���� 5N ������ G0 = G1G2G3G4

�� ������ ������� 5N − 1 ����	 F0� a��# �������

�# � ����������
���������I F ↪→ G�

G1 G2 G3 G4︸ ︷︷ ︸
N �����

︸ ︷︷ ︸
2N

︸ ︷︷ ︸
N �����

︸ ︷︷ ︸
t+1

������ ������ 0 . . . 0 ������� 0 . . . 0 . . .

X���������� ⇒ ��!������� ����
�������Y� =���� F ↪→ G� =������
����� ����# ��� ����� � ����� ����	� ���������
�	� �������
�� ���� ���� ��������
�	 �������������
&� ����� ����� 
��� � G# ������� 
� ���	�����
� �� �����
��

F � G� C�� �����
�� ����������� ����	 5N − 1 
��������'!���� ����
��
�	 F0 � G� ^���� F0 �������� ��� ���
���# ����� �������� �����
����
� ���
� 3N + t 
���	�
b�������# ��� � G 
�� ���� ���
��# ����� �������� ��������
�

� ���
���� ������� �� 
���	# �� ������
���� B�������� �� �����I
����� ���
�� 
������� � ����� G1 $�����# � �������� 
���� y%�
.���# ����
������ 
 3N+t 
���	# �� ������ � y��	 ������� G3� M���

))



�� � ���� �������� ����� t 
���	 ����� ���
��# �� �� �� ��������
y ◦ w̄ = t @ ������������ � 
���!������
��� ����
������ � �����	 t�

G1 G3

������ �������

y��� ���	
�� y��� ���	
��︸ ︷︷ ︸
3N+t �����

�����	 ����	I ���� ���
�� ����� � ����� G3� .���# ����
������ 

3N + t 
���	 �� ������ �
���� ���� G2# ��� ����!� 
�� ���
���

G1 G2G3 G4

N 
���	 2N 
���	N 
���	t + 1

������ 0 . . . 0

^���������
�# ��� ����� �����
�� F0 ���� �� ���
 
��� $����
�� ���� ���
��% ������� 
����	�����

��� /������ ���� ���
��� 9
���� �����
 ���������� 
���	 � G� =� �������
�'# �� �� 5N ·(4N+t+1)�
^ �����	 �����
�# ����� ����� F0 �������� 4N +t+1 
���	 � �!� ����
�� 5N −1 
��� 
� ���	�����
� .��� ������ ��!�� ���������� 
���	
� G ����
� ���� 
� ��
���# ��� (5N − 1) · (4N + t + 1) + 5N − 1 =
5N · (4N + t + 1) + (N − t − 2) > 5N · (4N + t + 1)� =���
�� ������
��

����
����I N = s2n ≥ 4s > t + 2� .� ���� �� �������� ������ 
���	 �
G# ��� �� ���� �� �������
�'# ��� � ��� 
� �������������
"���$���� F � G � ���� 	
������%��' 	
��
���� R�����#

���# � ��
�� ����'��
���# F � G �������� �� O � ) ������ � ����!�'
����
�����
��� ���� ��
���
��	 � �������
�� � �����
� $������

� ����� ���� ���������

�� �����
�	 W ����
�����
��� �����%�
.��� ��
�������� 
�����' ������'��� ������ ������ ����
��
����
��� ������ M��
����

�� 
��������
�� ������ �������� G3�
*�
�������� ����	 ������ G3 ����
�����
��� ����� ������� ���
� ��������
 &������ Q��� � ����� +K-�  �� ���
��� ����� ��
�������� ��� ��
�������' � =������
�� c�
�������������� ���������  �� ������
�� ����������� 
����

������ ���������# ��� �������
�� �������
�	
�� �������# ��������
'!�� F1 � G1 ����
�����
� ��
�������
� ����� ����
�� �

��
���� ����� ����	�� a���� ��������� � ����# �������
� ����
����# ��� � �������
�� F1 � G1 �� ����������� ���� ��
���
��� �

)H



�������
�� � �����
�# ����'!���� ���������� ������������� ��	�
����	 
� t � w1, . . . , wn�

(������� �� ��	���	
�� ����	�����

��
 ����&���������

 ��
��� )� ��	���	
�� ���
��� �� ��	��� � ����	���	
���
����	���	
�� ���
��� � ��	���	
���

������������� &� ����� �������� �����'!�� ��������
��I ���
!������� ����
�����
�	 �������# �������'!�	 ��� �'��� �����
���� F � G ��������� ����� ���� F1 � G1 $��������

�# ��� �� �����
����� ���� ���� ����
�����
� ������# ��� � F � G%# ���� ���

F ↪→ G ⇔ F1 �↪→ G1. (∗)

� ����� �
�
��� ����� ��� ���� ���� � �� N���� ������#
��� � ������ ���� �� H ������ R�����# ��� � ����
�����
�� �����
���
� ��������� ������
'' ����� F � ������� � ��
�� � G �����'
����� $������� G′% � ��� ���� F ↪→ G ⇔ F ↪→ G′� .� ���# 
� �����
��!
����# ���
� ������# ��� F � G ��
���'��� 
 ��
�� ������
=���� F = f1 . . . fk# G = g1 . . . gm�  �� ����	 ����� ����� a

������ ����
��
�� Xa = (Σ/a)m+1# ��� (Σ/a) W ��
���
��� ���� ����
�����# ����� a# � �'��� ��������
!����
�����I

F1 = G = g1 . . . gm

G1 = Xf1f1 . . . Xfk
fk

�
���
�� ���%���� *∗+, &� ����� ���������� G � �����'!��
����I R1f1 . . . RlflRl+1# ��� Ri 
� �������� ����� fi� b�������
�� F ↪→ G
��
�����
� �����
�
�' ���
��� l = k ��� 
���� ���������
���
M��� l < k# �� F1 ↪→ G1# �� �� ��� ������ 1 ≤ i ≤ l + 1 �����
�
�

Ri ↪→ Xfi
� fi = fi�

� � �� �

Xf1f1 Xfl
flXfl+1

. . .

R1f1R2X2 RlflRl+1

),



M��� l = k# �� Rl+1 �= ∅# �� �� gm �� ����������
�' 
� ��
� fk�
=� �
������ ���
� ��������� � ���# ���

R1f1 . . . Rifi �↪→ Xf1f1 . . . Xfi
.

 �	��������
�# ��� i = 1 ��� ������� �� ��� f1 �↪→ Xf1 � =������ i → i+
1I ���� �� �����
�� ��!�������� �� ��� i+1# ��# �� �� fk+1 �↪→ Xfk+1

#
�� fk+1 ������ �� 
� ����� fk#  �
��� ���� �� �����
�� � ��� i# ���
������������ ����������
�' �
������� B�������� 
�� ��������
��
��� i = k � � ����� � ����� Rk+1 �↪→ fk �� ������� F1 �↪→ G1�

� �	�
�

�
�

�
�

�
�

Xf1f1 Xfk
fk
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 ∏
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 ∏
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