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 ���� �������
 ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���� ����������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���� ����
��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ���� �������  �	�����	�� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !

� ������� �������� ��������
� ��

��� "������# $%������������# &�%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� '����� ������� (�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� )�������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��	������� G��������
�  ��� ��� ���	���
���� ����� �!

��� ����&��# G*��+���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,
��� ����&��# G*��+����- ��	�����
 ��%��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� λ*	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���  ����	���� ��	����
 &�%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� .���%������ ��&�%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� τ *���� �� � τ *	������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

" #�����$��� ��	������ ���������%� ������ ��

��� /���	���� �����������	
 &�%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 0��	 ����%������ ��&�%�� � Sn- ����� 123 � 143 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 0��	 ����%������ ��&�%�� � Sn- ���� 153 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 6�
���� ����%������ ��&�%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

� &''�%�
��� ������(� ����	� )�

��� 7��+����� ��������# λ(p)- �8�� ��������# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����9 �������
 �� ���������� ���&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����9 �������
 �� ���������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 6����������	�
 ������ ���%������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

) *�%�+���� ),

- ������  ����(� .�

:�� 0������ ���������# &�%��� ;��%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <�
:�� '���� � ����	���� Sn ��� n ≤ 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <�
:�� .���%������ ��&�%��� Sn ��� n ≤ 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <�
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=����� ���������# &�%��� ;��%� 	�	����& ��&����� � �� ��������� 	>$$� ������� 	�	 ��*
&�%��� &�%��� �������	 	���
 ��&����� ��������������� ?����� �8� � @A@ ��	�� 0����*
+����
 �&�� ���� B�������
 ����������C ��D�� >�% �����% � ���� ��� � ����#� �	�������
����������� ���������	�� ���%������  &�%���� ;��%� ��&�����9 ���	 ��� ����D��� �����*
&��� ��# ���	�����	& ����������#� =���� � ������� ��&& ������� >�� ������� �� ������	���
�������# ������������
�

6��%� �# ���������� � <,*� &��� @@ ��	�9 	&�� �#������ � D��	� �������������� >��	���*
��� �������������� ��D�� ������ ���+��� ���	�����	%� ������� �� ��&����� ���������#
&�%��� ;��%�� "�� ��&����� ������%���# 	�	 � � ��������� 1��������9 ��# ��%����# �����

����& ����& ���D�����# ��# �� �������� �����9 ��# ���������# ����������
 ��+�% 	�*
�#�� ��& ��� ���	��	�� ����������� ��&�����9 ��# �������# ��&�����9 ������8��
������
 &�%��
 ;��%�9 �� ���������#�� ��
 ���������	�
 ������� � ��#�� � �����
 ������

����� ;��%�39 ��	 � � ������ ��%&�� ��&����� 1��������9 � �������� 	��������
 ��&���� ��#
%��8���# ����+���
 � ����	����� � ��&��������	��� ������� ��� $%�	 �#��9 � ��	+� ��# ���*
+����# ��D���
 %�������
 � ����	����9 �� ��������	� ���%+�� ��
 �� ������ ������ ��#
������# ����� ;��%�3�

0�	��	% 	��������	�
 ���� �������
 ���������� ��� ����D��� �����&��� ��# ���	*
�����	& ����������#9 ��+� �� 	���������9 �#�� ����� ���� �����+��� ���� ��&�����
���+����# &�%��� ;��%�� 0����� �� >��� ����� ��� ���� ������������	 
���������9 ����*
�+����
 � �!<� &�% � ����� E�,FG ���	�����	� ��� �����%�8�� �����+����� � ������������
��&����� ���������#�� ��
 ��� ���$�	� �� ����� ����������� ���������9 ��� �������
�& � ��%&��� ������� H ��8� ���& � ����� ������	 
���������9 �����+����� � ����� E��F
%+� � �,*� &���� . ������ � ����� ����������� ���������9 ���� ����
��� ��������� ����
���	 �������%� ��$��� �� � ��	�
 &�%��� ;��%�G ���	 � ���� >$$�	�����9 � ��%�����#
� ���%������ �& ���������# ��$��� �# ����#�� �%8������� %�	���� �����%�8�� ����������
����� ����������� ��������� � �
 ��� ��
 �& ���$�	� ���

��&�� ����� ������� ���+���� ���������# ������ ������� (�������� E�<F 1���9 �����9
E��F ��� ��� E�!F3� '�� �� ����� ���� ��%+����� �� ������ �� ���	� %�������#  ��9 �� ����*
�� ������� (�������� ���� ����#�� ����� ���������9 �� &�%��� ;��%� ����& ��&�����
#��#���# �����������	
 ��� ���	��������
9 � �� ���	�����	� ���������� ������ �������
(�������� ��# ��%����# ������
D�
 ��$��� ��  &�%��� ;��%�9 	 �+������9 	��
�� ��>$$�	*
�����

I���� ����
 ����� #��#���# �������� � �������� ��	��& >$$�	����& ����� �����*
����# &�%��� ;��%� ��&����� � �� ��������� 	>$$� �������9 ������& �� ������ �������
(��������� '�	
 ���� ������������ ����� ���� ���#������
 ����	���G � ��#�� � >��� �%���
��%���9 	�	�� ����� �+� ������# �&9 ���� ���#����� D��	� ���� ����D� ���& ����*
��� ������& ������ .�����9 � ������+���� ��������� ��8���
 &������ J����� ��D ����
%�����# ������� � ���������� ������ ����� 1��� ���3�

����� +�9 ������ ������� (�������� �+�� ���� ��$��� �� ���	  	�������� �����*
��	 	�+�& ��  �	�����	�� ����9 ���#8�� � ��	�%� &�%��% ;��%� Γ� �� �%��� �������� >��
���� ������ ��
������� ����
����9 ��������%�8�
 Γ� . ��&�� ��%��#� ����%�����# ��&�%�*
�� ������� ������#�� ��������%�8%� ��&�%��% � ������� � ���#+���#G ��+� ���� >�
�� ��	9 ���D� 	������� ��$��� �� �+�� ���� �������� �� �����# ����%����
 ��&�%����
6���� ������ ������� ��%+�� ��#�	 ��	�
 &�%��� ;��%�9 ���	 �� ��%��� ��D�� �����
	������ %����# ��# �&9 ���� ��� ��&�%��� ����+����� � ��%&
 ��� ���� ��&�%��� ����
�����D��
9 � �������� ��������%�8�� ����%������ ��&�%���

���� �&9 �� �� ���� &�����������# ������������ ����������� ��&����� 1�� �����*
���%�� ����������� ���	 ��� &�%�� ;��%�9 	���� #��#���# ������������� ��&�%����� ���*
��������	
 &�%��� Sn39 	�	 >� ������� � ��� ��- ������# �� �9 �� ���� ����������� ��*
������� $������ &����# ��# ���������� 1�������������3 ��&����� ������� n9 	�	 >� ���
������ �8� � ����� E�,F9 �& ���������� ��# ��������� ��&����� ����%�� �������������&
�����# ��D��	� ��&�%�� �����������	
 &�%��� Sn �9 	�	 ���������9 ���������# ���D& 	��*
������ ����������� ���������� . ��#�� � >��� �%8����%�8�� ������� �� &�����������# ��%����
���������& ��&����� 1���� ������������ &�%�� �������	39 ��	��	% 	�����$�	� �# ������*
������ ��&�%�� �����������	
 &�%��� Sn ��D �������� ��# n ≤ 31�

�



/����# �����	�%��9 �� ������ ���+����# &�%��� ;��%� �������& ��&����� F ��������*
�#�� �����#������
 ������� � ���� �� ������#9 	�	 �+� ��� �� ������+���9 ��	���������
	 ��%����� &�%�� ;��%� ����������� ���+�����
 ��&����� F �

J�������� ����%�8�
 ������� 0�����+��9 �� F = F1F2 #��#���# ������������ ���������
����������� ��&����� F1 � F29 � G19 G29 G H &�%��� ;��%� ������� F19 F2 � F �����������9
� K1 � K2 H ��# ����+���
 ��&����� F1 � F2 ��� ���� �� �������� ����� Q 1���������������
	�	 ����# � Q̄3� '&��9 	�	 ����+� ������9 ��#�	 G ����� ����������� ��#�	� G1 � G2 �
�� � ���	 �� ��%���9 	&�� ��# K1 � K2 ����
� ��������� ��� Q 1� �&�� G ∼= G1 × G23� 6
��%&
 �����9 ��#�	 G ����� ��#�	% G1 � �� � ���	 �� ��%���9 ���� K2 ����+���# � ���
K19 � ������ G 	�	 &�%��� �������	 	���
 ����#�� ��������� &���$��� &�%��� ;��%� G1

� &�%��% G29 ����������
 &���������� �� ����� K1� ���� �&9 ����� ����9 �� K1 = K2 �
�� � ���	 �� ��%���9 ���� ��#�	� &�%�� G9 G1 � G2 ������

0���������
 ��D� ������ �	�������9 �� ��+� ������ ��#�	� &�%�� ;��%� ��������� ��&*
����� ���� ��& ��������
 ��$��� ��  ��#� ����+���# ��&������ )������9 �� ��������*
��
 � ����#8�
 ����� ���� ����#�� ������#�� 	�	 �����%� ��#�	 &�%��� ;��%� ��&�����
������� ≤ 11 1��+� ���� � 	��������# �� � ���#��� ������� ��������� ��	�%� &�%��% ;��%�3
� � � +� ����# ���� >$$�	�����9 � ���% � ���&��� ��# ���	�����	& ��D���# �����9 ������
�������� ��D��

��	 %+� %�������� �����9 ���� ����������� ��������� ����%�� ��# ���& ����������#
�����# ��D��	� ������������ ��&�%�� �����������	
 &�%��� SnG >� � ��
������������ ���%*
+�� ��
 �� ������ ������ ��# ��&��������� ����������
 	�����$�	� �� ������������
��&�%�� Sn�

)	��������#9 �� ��# �&9 ���� ������� >$$�	������ ����9 �������
 �� ������ �������
(��������9 ������� ������� ������� ����	 ���� ����%������ ��&�%�� �����������	
 &�%���
Sn� . ��#�� � >��� �%8��������# ����� ����� ���#8��� ���+���� � �������� >$$�	������
����� �����������# ����%������ ��&�%�� �����������	
 &�%���� "�� ����� ���� ����������
����� �� 	��������9 �� � ���%������ ������ ������� ����	� ���� ����%������ ��&�%�� Sn

��� n ≤ 119 ��# ��& ��������� �� ���� ����� 	�������� KLMNOPQ*AR 1� ��%����� ����	�
	������ ���,, ����%������ ��&�%��9 �� ��� <��� ��������%�� n = 113G ��� >�� ��# ���������#
����� ��� n ≤ 10 ���������� ���& ��D� ���� ���%� ������ 0�	��	% >�� ����� � ����%���#
��������� ��D� ���+��9 ��� ���������#���#9 �� � ��8�� ������&����� ����� �+� �����*
���� �� ��������� ����# >�� ����� � ��# n ≤ 12G ��# �S��D�� �������
 n9 � ���
 ��������9
�����%���# ������
D�� �������� >��� ������

T��	9 ������&����# ����� ����+��-
�3 )������� ������&���& ����� 1�������& ���� ������� �������� ����������	 �����3 ��*

�������# &�%��� ;��%� 	�	 ����%����
 ��&�%��� �����������	
 &�%��� � ��������� ����*
����
 �& ������� ��9 �� 	���� ������� �%8���������� ���������#���# >$$�	������ �����
���+����# �������
 ����������� ���+�����
 ��&����� ��� ������ ����9 � ��	+� �����
�����������	
 �����	� ���%�������

�3 ����� >$$�	����& �������# ����� ����%������ ��&�%�� �����������	
 ��&�%����
U�# >�& �� 	�� � ����%������ ����	���� �����������	
 &�%��� � �������� 	 �����������
���� �#� �� ����� ���� Bτ *���� ��C � ����� τ *	������
9 ���� ����#�8�
 ����� ���	���
B���%8���������C ����%������ ��&�%���9 ���� ����� ������9 	���� �� ��������%�� ��	�	

B����#8�
C ��&�%����

�3 ����� ��%����# ��$��� ��  ��&�%��� � ��������%�8�
 ����%����
 ��&�%���� .
��������9 �� ��������� ��������� %����# ��# �&9 ���� ��&�%��� ���� �����D��
 ���
����+����� � ��%&
 ��&�%���� =���� 	�����%� ��� ���� �&���� τ *	������
�

�3 ����	�
 ��� �%8����%�8�� ����� ���������# &�%��� ;��%� �  ���� �� �����%�8�&
��������# � ������&����� ����� � ��%+����#  ������������ �� �������& ���������#�

���� �&9 � ����+���� ��������� ����� � ����%������ ��&�%�� ��# n ≤ 6 � ������� ��*
�������# &�%�� ;��%��

. ��#�� � ��D����+����� ����� ������� ����%�8�� ������

. ����
 &���� ��������# 	���	�
 ��� ��%&�� ����� � �
 ����9 � 	�	
 >� �������
� ������
D�� ��# ��������#9 � ��	+� ����&����# �8�# ���# ������&���& �����9 	���
 �� �
������
D�� �������� ������� �������� ����������	 ������

�



. ���
 &���� ��%�����# &���� � ����������� �����9 �������� �� ������ ������� (�*
�������- ����%�� +�����9 �� � ��
������������ ��� �� �������� ����� �+� �������� �����
����9 	���� ��+������ ��� ���� ������ ������� ���� �&9 � >�
 &���� ��������# �%+*
��# ��� $��%����	� ������ ������� (�������� � �V#��#���#9 	�	 �� �������# �� ����
�

. ������
 &���� ������������	� ��%�����# 	�� � ����	���� 	������ � ��	������ &�%�� �
���#��# τ *���� ��9 � ��	+� τ *	������
9 �&���8�
 	�����%� ��� � ���
 ������ ���� �&9 �
�������
 ����� >�
 &���� ����&����# �� #��	� ����� 	���&��
 �%+��� � ������
D�� ��
����
��������� ��+���� � ������������
 &�%��� "� ����#�� �%8������� %������� ���+���� �*
����%�8�& ����������

=���� � �������
 &���� ��������# �8�# ����# ������#���# 	 �����������	�� &�%���� � ���*
�������# ��� �����9 ��	%��� ���������� 	���� ����#�� >$$�	���� ������ ����� � ����%*
������ ��&�%�� �����������	
 &�%���� ���� �&9 ��%+�����# �����9 ����#�8�� ��%����
��$��� ��  ��&�%����9 ����# �� ��������%�8�� ����%������ ��&�%���

. �#�
 &���� ��%+�����# ������9 �%8��������� ��# >$$�	����
 ������� �� ������&���&
����� ���������# &�%��� ;��%�� . ������ ���� �������� >�
 &���� �� ������������� ��� ���*
�� ���+����# �������
 ����������� ���+�����
 ��&����� ��� 	������ ����� T���������
���������#���# �� $�	�9 �� ������&����� ����� �� ����%�� ���+����# ����� �����������
���+�����
 � ���% ������� �������9 ��� ������ ��&����� ����+���# ��&����� �� ��*
+������ . �������� ������� ��%+�����# ���� �����������	& ������� ���%������9 �������

�� ��������� ��D�
 ������ � ��+�
 �����������	
 ������
9 � �����# ���	�����	�� ��	����� ���
���� �&9 ��� >�� ��%+�����#9 	�	�� ����� �+� ������� ��D ���� ����� � ������+����
��������� ��8���
 &������ J������

. ��	������� ���������# ��������� ��D�& ����� � ��%&��� ������� � �����# ��	����� ��
� �� ���+�� �������� �����������

0���+���� ����+�� ������� ���������# &�%��� ;��%�9 � ��	+� ����� � ����%������ ��&�%��
Sn ��� n ≤ 69 ����������� �������9 ���+������ � ����� ��	����

7���� � ����#8�
 ����� ���������#���# τ *	������
 � ��� �������� �� ��� 	������� � ��*
���9 �	����# ����� �����������# ����%������ ��&�%�� �����������	
 &�%���9 � ��	+� ���*
������� �����+���& �����������	& ������� 	 ����
 ������� 6��� τ *���� ��9 �����������
���� �� ���� λ*	�� �9 ��	+� ���������#���# ������ ���� �&9 ����% �� %����� ����%+���
� �������%�� � #��� ���� ���+����� ����� ���������# �������
 ����������� ���+�����

��&����� ��� ������ ����9 �� ����%�8�� ���+����# ���& ����+���# �� ��+�����9 ��#
��9 ���%����9 #��#���# ����� �#�� �� ���% ��D �������& ��&����� W����	>��� ����+���#
�� ��+����� ��&����� ��� 	������ �����

)������ ���%������9 ����&����� � >�
 �����9 �%���	���� ����� � E�F � E�F�

�



� ���� ������
 
��������� ������ �����

0�����&����
 ����� ��� ������� ��D� ������ ���� ����� ��� ��%+����# �� ���+��� �*
��$�	� �
 � ������� �
 � �
 ����9 � 	�	
 >� ������� ��# �����%�8�& ��������# � ��D��
������ U���������%� ��$��� �� �+� ��
��9 ��������9 � ���� E�!F�

=����� ���+����# &�%��� ;��%� G 	�	����& %������& ��&����� F ∈ k[T ] ������� n �
	>$$� ������� � ��� k ��������������� ?����� �8� � @A@ ��	�� . �& �����9 	�	 � � ��*
&�� �����%�8��9 ��&���� F ���� �������&���# �����������G >� ����%�� ����� � ���% ���
������ ������
D�&9 ��# ���D����� ��������������� ����� � ��
������������ &�#��# ��#
��������& �����������& F 9 �� �#������� ���������&�

��� ���������	�
 ���� �������
 ����������

. ������ ?����� E��F �#����# �����
 ���� ���������# &�%��� ;��%� G 	�	 ��&�%��� ������*
�����	
 &�%��� SnG � ������� ���� ��&& ������� 1� <,*� &�� @@ ��	�3 >�� ���� �������#
������������ �8�� ����� ���������# &�%��� ;��%��

)�����# ���# >�& ����� ��	�������# � �������� ������ ���+����# ��&�%��� G ⊂ Sn 	 ����*
�� ����+���# �� ��+����� ��	��
 B����������C R H ��&����� ������� n! � n+1 ��������

� 	>$$� ������� � k� X��� �������� ����� α19 α29 � � � 9 αn 	��� ��&����� F (T )9 � ���������%
�+� ��������� $��%�


1����,��3 R(T, X1, . . . , Xn) =
∏

σ∈Sn

(
T −

n∑
i=1

ασiXi

)
.

����� +�9 ��� ���������� ��# ���������# ���������� R ��	��� ���� 	��� αi- ��	��	%
�����# ����� 1����,��3 #��#���# �����������	�� ��&����� � 	���
 αi9 �� ����+����# �����
������ �����������	�� $%�	 �� � 	���
9 ���� ����� 	>$$� ����� ��&����� F � Y+� �� >��
>���� ����9 �� �� ���	��	� ���������� ���������� ��� n ≥ 5 ����� ��%���	�

=���� ����%�� ����+��� R(T, X1, . . . , Xn) �� ����������� ��+����� ��� ���� kG ���� R1 H
��� �� ���9 � ��&�%��� G ⊂ Sn ������#���# 	�	 ��+���� ��� �������	 ���������� Xi9 	*
���� �����#�� ��&���� R1� X��� ��� ���� 	�	�#*� �%���� �# 	���
 αi 1��������9 ��������
	����	���� ������+���
39 � �� �+�� ��������� G 	�	 &�%��% �������	 	���
9 ���%���*
������ %	������� �����- ������� ��#�� � 	������� R1 ����������
 ���+����� R9 � 	���

����� T − ∑

1≤i≤n αiXi� . ������� ��%��� R1 ���������# ��������9 �� ��������%�� ����*
����
 �%���� �� 	���
G �&�� ��&�%��� G ⊂ Sn ��������� � ������� � ���#+���#�

)������9 �� ��� ����� � ���� ��� ������ ���+����# &�%��� ;��%� ��&����� � 	>$$� ���*
���� � ��� k ������� 	 ������ ����+���# �� ��+����� ��&����� � ���	��	�� ���������� � 	*
>$$� ������� � k� 0�	��	% >�� ������9 � ��� ������9 ������# 	 ������ ����+���# ��&����� �
��
 ��������
 1����� H(X1, X2, . . . , Xn) ������� ����+��� �� ��+����� H(T, T d, . . . , T dn

)9
&�� d H ���%������ ����9 ���D�� ������� H G >�� ����� ��������+�� ����	��%39 �� �����9 ��
� ���� ��� �� %���� ������� &�%��% ;��%� ��&����� � ������ ��� ���� ��#��9 ��� 	�����
��� �������� ��&���� ����+���# �� ��+����� ��&����� � ��
 ��������
�

. 	��������	� �������� >�& ��&����� ������&���� �����������# ����� ����	��� ���*
�+���# �� ��+����� ��&����� � ���	��	�� ���������� � �� ��������� 	>$$� �������
1��� ���+���� >�& �����9 ���� 	�	 � ������& ���	 �� ��&���� ���������# &�%��� ;�*
�%�9 � 	��&� E�F3� ����� +�9 >� ����� >�� ��&���� ����D��� �����&���� ��# ���	�����	&
����������#9 ��# � ����� ���+���� �	������� ����������� ���������	�� $�	��  &�%���
;��%��

)��� �� ������ ��	�� $�	�� ��	�������# � ��9 �� &�%��� ;��%� ���%	 �� ��&����� � ��*
���% ��%�� p9 �� ���#8��% ���	�������� ��&����� F 9 �	���������# � &�%��% �������	 G
1��� E�F9 Z ��3� T���� &��#9 ���� ���%	 �# Fp ���	���������# � ����������� ����������� ��&*
����� �������
 λ19 λ29 � � � 9 λr9 � G ����+�� �������	%  �	�����	& ���� λ = (λ1, λ2, . . . , λr) 1����
�������	% � %	�������� �������  �	��3�

"� ����#�� ������ ������� ��&�����9 &�%��� ;��%� 	���� #��#���# �����������	
- ��	9
� E�F9 Z �� ��������������# ��&���� F (T ) = T 5−T−1� X& ���%	 �# � ��%�� � ����������9 �	%��
����%�� ������������ ��&����� F � �%8���������  �	�� ����� � � �& &�%��� ;��%�G ���%	 �#
+� F � ��%�� � ���	���������# � ����������� ��&����� �������
 � � �9 �	%�� ����%�� �������

�



�������	�  �	�����	& ���� 3+2� 7���+� ������9 �� ����������
 ��&�%��
 S59 ����+�8�

�������	�  �	�����	�� ���� � � 3 + 29 #��#���# ��# S5G ��� ����� �	����9 �� &�%��� ;��%�
T 5 − T − 1 #��#���# �����������	
�

. ��
������������ � �� ��%���9 ���� &�%��� ;��%� ���������& ��&����� F #��#���# ���*
��������	
 ��� ���	��������
9 ���� ������� ����������# ���%	 �
 � ��%�� ���	��	��
������ ������ �����9 ���� ��
��  �	�����	�� ���� �������	9 	���� �� �&%� ����������#
�� � 	�	
 ��&�%��� Sn9 �����
 � Sn � � AnG ��	��	% ��������� � ��������� %����*
�� ��# �&9 ���� G ����+����� � ���	��������
 &�%��� An9 #��#���# ������� � ����� ���
k 	�������& 	��# �� ���	��������� disc(F ) ��&����� F 9 >� �������9 �� ���� �� �+��
����� ����� ���������9 �� &�%��� ;��%� ����& ��&����� #��#���# �����������	
 ���
���	��������
�

0�����%8�� %����+����� �+� ������� �����������	� ���&��9 ���� �����������# �����

������� (�������� 1��� E�<F3G >� ���������� ������� ��&��� �������9 	���� ��	+� ���*
����9 �� ��# ��%&�� &�%�� ;��%� ������ (�������� ���� � ����9 	 �+������9 �� ���� �%+�

��$��� �� �� ��������� ����#9 �� ��� ��%+����� ���+�& ���������# ������ �������
(�������� ���� � ��	���������� 0�	��	% �����# ����� 	�	 ��� � ���#8��� �������� >$*
$�	����& ����� ���������# &�%��� ;��%� �� ���� ������ ������� (��������9 �� �� �%���
��
��� ��%+���� ������� >�% ������%�

��� ���� ����������� ���������

U�����
D�� �������� ������� ���������# &�%��� ;��%� ��%���� 	� ���� ���*��	� ��� �����9
�� ��� ��#��� � �#������� � ��������������� >��	������ 	���������

)���� �� ������ ���������
 ��� ����������� �#���D���# � � ����# ���� >$$�	������
��&����� ����+���# �� ��+����� ��&����� �  ����� 	>$$� �������9 �������� �� ����*
+���� ���%	 �� ��&����� � �����% ��%�� p � ��8�� ��&����� W����	>��� � �����%�8��
p*������	�� ��V��� ��%����& ����+���# � ����+���# � ��%�� pN ��# ������� ���D*
& N � &�%�����	
 ���+�����
 � ��%����� ��	�� ����� ����+����� )���	 ��+� >�� �����
����+���# ��&����� �� ��+����� ���� �� � ���#��� ���������# � ���������
 1����,��3 1	�*
�%� �� ������ �%��� �������� ����������� ��� ���������39 �� &��# %+�  ��9 �� �*���+���%
��������� ������� ���������# ���
 �����������

. ��#�� � >��� � �#�� ���� 1����
 �� 	����9 � ���
 ��������9 ���� ����� E�,F3 ���� ����*
�+��� ����� ���+����# &�%��� ;��%�9 �������� �� ���+����� ������������	 
����������

.���% ��+���� >�& ��#��# �������� ������ ���������# 1	���� �+� ��
��9 ��������9
� ����� E�,F3� U�# ������ �� �%��� �������&���9 �� F (T ) H %�������
 ��&���� �  �����
	>$$� �������9 ��# � ��������� ���$�	� �#� >�& ����� � >�& &��������# ���� �+�
���������#�

T��	9 ��$�	���%�� ������� n ��&����� F 9 � �%��� �������&���9 �� F %�������9 ��������� � �
 ����� 	>$$� ������� 1�������& �+� ���&�� ������#9 ������� F (T ) �� F (dT ) ��# ����#8�*
&  ��& d > 03� )������� ����� α19 α29 � � � 9 αn 	��� ��&����� F (T )� . ���������� � ��������
����� αi ��������������# ��� 	�	 $�������� 	��� F (T ) � ��� Q̄9 ��� 	�	 	����	���� 	���
1�������� � ������� ���D
 �������39 ��� 	�	 >������� ��	��& �������������& ���*
D�����# ��# p*������	�� ����� Qp 1�&�� αi �������# ����� p*������	��� ������+���#��3� .
�������� ��%� ��%��#� &�%��� ;��%� �8���# 	�	 &�%��� �������	 	���
9 %��#������� %	����*
��� ������

0%��� A = Z[X1, . . . , Xn] H 	��  ��&����� � n ���������� �  ����� 	>$$� �������9 K =
Q(X1, . . . , Xn) H ��� ������� A� )�������� 1����3 ��
����� �����������	
 &�%��� Sn �� A � ��
K � ������%

(σ · F )(X1, . . . , Xn) = F (Xσ−1(1), . . . , Xσ−1(n)) ,

&�� σ H ���������# �������	� �� Sn9 � F H ���������
 ��&���� 1���� �� �������# $%�	*
 �#3 �� A 14��� �� K3�

U�# ���
 ��&�%��� G ⊂ Sn �������9 	�	 ����9 ����� AG 1���� KG3 ��+���� >�������
A 1���� K39 �����#���� ����� �������	��� σ �� G� /�D �������9 �� AG H ��	��  � A9
KG H �& ��� �������9 � ������� [K : KG] ����� ��#�	% |G| ��&�%��� G�

)������9 �� ��# ���
 ��&�%��� G ⊂ Sn �%8����%�� ��&���� P ∈ A9 ����������� 	��&
����� � ������ G- ������� ��#��9 ��������9 P =

∑
σ∈G σ · (X1X

2
2 · · ·Xn

n )�

�



����	����� �/�/� ����� F (T ) � �����	�
� ������� ������� n � ���
�� �������������� α1�
α2� � � � � αn � �� �	��� ����� H ⊂ G ⊂ Sn � ���	���
 ������	������ �	���
 Sn� � ����� P ∈ A �
�������� ����������	 ��	� � ������ 	���� H � ���� ����������# ���������� Q(G,H)(T ) �
�� ������� ������� (G : H) � ���
�� �����	��������� �������������� �	�������
� �	����

Q(G,H)(T ) =
∏

σ∈G/H

(
T − (σ · P )(α1, . . . , αn)

)
.

�������� �� ����������� 	��������� ������� � �
�	� �������� P �  �� �� �
�� �� �	�!
"����� �� �������

*������� �/�/�/� 7���+� ������9 �� ���� &�%��� ;��%� Γ ��&����� F ����+���# � G9 �
	>$$� ����� Q(G,H) #��#���#  ����� �� ��������� ��������

.�+���� ����������� ��������� �%������� ����%�8�
 ����+�
 �����
 1���9 �����9 E�,F9
�3-

������� �/�/� # ��������� �	��
��$�� �	�������� � ��������� �	����"��� �� Γ ���	!
"���� � G� �	����"��� �	�� ��� �� P (α1, . . . , αn) �������� �	��
� �	��� Q(G,H)(T )� ����
Γ ⊂ H � �� � ���� �� ������� ���� ���� P (α1, . . . , αn) �������� ���
� 	��������
��

0�����+��9 �� �� %���� ������� 	>$$� ����� ����������� ��������� Q(G,H) � ��%���
Γ ⊂ G9 � ������+��9 �� % ��� ���� ����# ��$��� �#  ��D��	� ��&�%�� �����������	

&�%��� Sn 1����9 	�	 >� ���� �������#9 &���������# ��%���� ���������& F 9 � �������
������������� ������������ ��&�%��� Sn3�

U���� ��� ��&�����9 �������� �� ����������� ����������� ���������9 ���%���� ����%�*
8�� ������ 0���� �������� D�&� ��&����� %+� �������� ��	���# ��&�%��� G ⊂ Sn9 ����*
�� ����+�8�# ��	�%� &�%��% ;��%� Γ 1��������� �+� ��#�� G = Sn3� 0%��� {Hj} H ����
��	��������� ��&�%�� � G9 ������� � ���
 G 1������� ����� � ���% ������������� ��
	����� G*���#+����� ��&�%��G ���� F ���������9 ��������������# ���	 ������������ Hj3� U�#
	�+�
 Hj �������� ���������%� ���������% Q(Hj ,G) ��# ����#8�& ��&����� P � �������
������� % ���  ���� �� �������� 	���
� X��� P (ασ1 , . . . , ασn) #��#���# ������  ���� �� �����*
��� 	���� Q(Hj ,G) ��# ��	��
 �������	� σ ∈ G9 � Γ ����+���# � σ−1HjσG �����%������
	���9 �+� �������9 �� Γ ⊂ Hj 9 � �� >�� D�& ��&����� ��	���������#� X��� �� ��� �� �����*
���� Q(Hj ,G) �� ����� �� �������� 	���
9 � &�%��� Γ ��+�� �������� � G9 � �� >�� ���������
��&����� ��	���������#� 7�	�� 9 �+�� ��	 ��%�����#9 �� % ��
 �� ��������� Q(Hj ,G) ������#
	������ 	���G � >�� ��%��� ���� ������&����# ������� ������������ (���&�%���� � ��������
�����

T� ���������& ��D� ������# ����9 �� �����9 �������� �� ���������� �����������
���������9 ����%�� �����# ��D��	� ��&�%�� � Sn� 0 >�
 ������� ��� �%8����%�8�� ������� ��
������������� ���	 ������������ ��&�%��� Sn 1�� ��������%�� ��%��� ���������& ��&*
����� F 39 	�����$�	� �# 	���� �������� ����� � n ≤ 31�

J����� �������� ����� ����������� ��������� ��������# � ����� ����� ���������#
	>$$� ����� ����������� ��������� � ���	� �� �� �������� 	���
9 � ��	+� ����� �����*
�%���� ������� �
9 	���� ����#�� %����D��� ���� ��������������� ��������� 1��������9
���� �� ��� �� ������%8�� >���� �� %+� ��#�����9 �� Γ �⊂ Hj 9 � �� ������� >���� �+�
%+� �� �����#�� H ′

k9 ����+�8���# � Hj3�
T�������� � E�,F ��� �����+�� ���� ���������# ����������� ���������9 �������
 ��

�������	� � ���������� ���������� ��������� �������
 	����	���� 	���
 αi9 ����������� �
���	
 �������9 � �����%�8�� 	�%&������ ��%������ 	>$$� ����� ���������� � ���+�
*
D��  ���� ������ "�� +� ����� �+� ���������� ��# ���	�  ����������� 	���
 ���������-
��� 	�%&�#�� P (ασ1 , . . . , ασn) � ���+�
D��  ���� � �������#�� ��%������ �������# � �����*
����%�

� �+������9 ��� ��	� ����� ����� ��	���������# D��	�9 � ������ 	����	���� ������*
+���
 	 	��#�9 ��������# ��# ��%����# &������������� ���%������9 	��������# ���D	� ��*
�	
� . ��#�� � >��� �#�� ����� 1���9 ��������9 E��F9 E��F3 ���� �����+��� � ��%���� p*������	��
�������� ����� ����������� ���������� . >�� ��%��� 	��� αi �8%��# � ��	��� 	�����

<



�������������� ���D������ ��# p*������	�� ����� Qp9 &�� p H ����� ����9 �� ���#8�� ���	��*
������ ��&����� F � W��&���# %�������������	�% ����������% ���%&����	� D��	� 	�%&����#
�������# ����% %���%9 �� ����#�� �������  ����� �������%� ������ � � ������
D�� ��*
������� ��� ���������# $�	�����	� � Z/pNZ 1�����9 � ��	��
 	����
 �����������
 ��&����
��� >��� 	�� �3G ��� E��F�

���� �&9 �%8����%�� ��&��������	�
 ���� 	 ���������� ����������� ���������9 ��# ���*
������# 	��& ��# 	�+�
 ��&�%��� G ������# ��	���# $%������������# ������� ��������*
�� 1���� 	����� ��+���� ��&�����9 ��+���8�� AG 	�	 Z*��&���% ���9 � ��%&�� ���������9
��+���8�� KG/Q 	�	 ���D������ ���
3 � ����� 	>$$� ����� ��������� ����+����# �����
>�� ����������� '&�� �� 	�+�� D�&� ��&����� �+� ��
�� 	>$$� ����� �%+��� ���������9
���� %+� �������� �������# ���������� &�%��� G �� 	��#� αiG ���	 � �� ��%���9 	&�� ��
������ ��&�%��% Hj ⊂ G9 ����+�8%� ��	�%� &�%��% ;��%�9 ��� ����%�� ���������#  �������*
��� �������
 Hj*���������� ����# �� %+� ��������� �������
 G*����������9 � ��	+� �� �������#
F (α1, . . . , αn)�

. ��
������������ >�� ���� ����%�� ���D�& �V��� ���������
9 ��� p*������	�� ������
)���	 � ����%+����� %�������# ��# �� ���%9 �� � ������� ��� ���������� ���� k9 ���
	���� % ��� ���� ��&���� ���+����# 	���
 ��&����� � ��
 ��������
�

7� >�� �� �����D�� ��� ����� ����������� ���������9 ��	��	% �& ��
���� ��� �%+*
�� ���	 ��# ��������# �& � �����9 ����������� � ����#8�
 ������ U�����
D�� ��������
�+� ��
��9 ��������9 � ���� E�!F� Y	�+�� ��D�9 �� �� ����#8�
 ����� ���� �����������
��������� #��#���# ������������ �����9 ����#�8�� &����������� ������� &�%��% ;��%�
���������& ��&����� ������� n ≤ 20 	�	 &�%��% �������	 	���
9 � ���% ��� ������%����
�� ���	��	� ��&����� ���������# &�%��� ;��%� ��� #��#���# ���������� ����� �����������
��������� 1��������9 ����9 ������%���
 � ������� ���� ���39 ��� ����+�� �& 	�	 ��% �� 	�*
����� 1���� ������ � ����� ����
��� ���������9 	�	 � ������� ��	��3�

��� ���� ����
��� ���������

���� ����
��� ��������� ��� ������� �����+�� � ����� E��F� )� ��	�������# � �����������
����+���
 �� ��+����� ����
��� ���������9 ����������� ����%�8�� ������

����	����� �/�/� ����� F (T ) � %���	�����
�& �����	�
� ������� ������� n � ���������!
���� � ��� k� α1� � � � � αn � �� �	��� ����� e1 ≥ e2 ≥ · · · er > 0 � ���
� ������ 1 ≤ r ≤ n� ��������
��	�� L ������
� �������

L(X1, X2, . . . , Xn) = e1X1 + e2X2 + · · · + erXr ,

� ����� G := StabSn(L) � �	���� ��������� � 	���'$� L� ��	������ ����
�%� ���������%
R(L, F ) �����'$�� �	���(

R(L, F ) =
∏

σ∈Sn/G

(
T − (σ · L)(α1, . . . , αn)

)
.

)���� ��	�� �������� 	��������� � �� ����������� 	��������� Q(G,Sn) %��� *�+�*&� ���	�����
�� �� �� ������� �������� L�

)������9 �� ����
��# ����������9 ��8� &��#9 �� #��#���# ��&����� ����
 �������9 	�	
>� �+� ��� �� ������+��� ����# �� �������#�

0�����+�� ������9 �� ��� 	��� R(L, F ) �������� 1�����9 	�	 � � ������%8�� �������9 ����%��
��������� ������������ (���&�%����3�

���	������ �/�/� �	����"��� �� ��� �	�� R(L, F ) 	������
� ���� ���	 ���� 	��� ��!
"����� Sn/G ��������� �������� �	���
 ,���� Γ ⊂ Sn �������� F �������� � ���	� �����!
��� ���	�����
 ���"������ ������� 	��������
 R(L, F )� # ��������� �������� Γ!	��� ��
Sn/G 	��� ��������� ���	�����
 ���"������ R(L, F )�

0%��� ������ X H n*>�������� ��+����9 �� 	��� ������������ ����� ��
���%�� ��D�
&�%��� SnG �+� �������9 �� X = {1, 2, . . . , n}9 ���9 �� �%�D�9 �� X ���� ��+���� 	���

��&����� F - X = {α1, α2, . . . , αn}�

�



U�# ���& r ≥ 1 ������� �����
(
X
r

)
��� ����� τr(X) 1�������� ��������� ������# �����

� �����3 ��+���� r*>��������� ����+���� ��+����� X � ������������ ��
������ &�%�� Sn �
Γ ⊂ Sn9 � ����� Xr ��� ����� τ (1r)(X) 1>� ��������� ������# � �������3 ��+���� %��#�������
����� �� r ��������� >������� ��+����� X � ������������ ��
������ Sn � Γ�

0�����%8�� �����+���� ����#�� ��������� 	������� � ����� Γ*���� �� ��+������ τr(X)
� τ (1r)(X)- ������� ��+��� � ���������� ����
�
 ���������� e1 = e2 = · · · = er = 1 ��� ��#��
��� ei ����� �����������

. ����� E��F ��������#9 �� ��# ����������� ��&����� F ������� n ≤ 7 ������ >�
 ��*

$��� �� ��# τ2(X)9 τ3(X) � τ (12)(X)9 ������ � ������� �&9 #��#���# �� disc(F ) ����� 	���*
����9 ����#�� ��������� 1� ������� � ���#+���#3 ��� ������������ ��&�%��� Γ ⊂ Sn9 ��
��	�������� ���� ��� ��&�%�� � S6G >�� ��%��� � ����� E��F ������&����# ��������� ���������
����������
 ���������
 �����������

.��������� � ����+���� �� ��+����� ����
��� ��������� ���#+�� � ���� +� ��%����#��9
�� � ���������� ����������� ���������9 ������������ � ������%8�� �������G ������#���#
� ����� �� +� 	����� ������ 0�	��	% ��# ���D�� �������
 n � r ����
��� ����������
#��#���# ��&������� ���� ���	�� �������
9 ���� ��������# �
���� 	�	 �+� ����D���
�������#�� r�

7� ���	��	� ���� ����
��� ��������� ���� ������%���# ����� ����������� ����� ����*
������� ��������� ��# �&9 ���� ������ �������������%� ��$��� ��  ���+��� � �����
��%��� &�%���� Γ � ��� ����� ����� %����D��� 	������� ����������� ���������9 ���������
��# ���������# &�%��� ;��%��

. ������
D�� �� �	�+��9 �� ��$��� ��9 ��%����%� � ������ ������� (�������� ��*
���9 ������&���� � ����#8�
 �����9 �+� ���������� ��# ���������# 	�������� Γ*����
��+���� τr(X) � τ (1r)(X)9 ���� 	�	 � ���� �8�� ��+���� τ (ν)(X) 1��� �������3� ���� �&9 ��D
���� ����#�� ��%���� � ��%&%� ����������%� ��$��� ��  ��&�%��� Γ � ���� ������#��
�� ������� 1����� ���� �� �����������3G ��� ����� ��D ���� �+�� ���	�����	� �������
�������� ���������� ����� ����
�
 ����������� �� �������# 	 >��% ����% � ��� �� ��	��*
��������� ������� ������

��� ���� ������� ��	�����	�� ����

T��+�� ������ ����%� ���� ������&���& � ����#8�
 ����� ����� ���������# &�%��� ;�*
�%�9 	���
 �� �%��� ��# 	���	��� �������� ������� �������� ����������	 ������ ��	 � ��#
�������� ��&����� ���+����# &�%��� ;��%�9 �����# ���# 	��
�� �����9 ���	 ��# �������#
>$$�	����
 ������� �� ����%���# ��& ������������ ����������
�

0%��� F ∈ Q[T ] H %�������
 ������������
 ��&���� 1�� �#������� ����������
3 �����*
�� n� .����� ��������� ����� ���� p� �+�� ��%�����#9 �� p ����� ��� �� �����������

	>$$� ����� F 9 ��� �� p ����� ���	�������� F G �� �%��� �������� ��	�� ������ ����� ������
����������� 0�	��	% ��+���� ��	����������� ������ ����� 	����9 �+� �������&���9
�� p �� #��#���# ��	����������� 1� 
�����
��9 	�	 �� �%��� &�����39 � 	��
��
 ����9 ���� ��
������� ����� �����	� ��	������������ ����& ����� p�

T��	9 ������+��9 �� p ��&%�#��� '&�� ���%	 �# Fp(T ) ��&����� F (T ) � ��%�� p #��#���#
������������� ��&�����9 � �� �+�� ���������� �& ����+���� �� ����������� ���+�����-
Fp = G1 · G2 · · ·Gr9 &�� ��� Gi ��������� J�������� ������� λi >��� ���+�����
� �+� �����*
��&���9 �� λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 09 ��	 �� �� ��%���� ��������� �� ���&����� λ(p) = λ = (λ1, λ2, ...)
���%�����& ����� n 1
�������� ���%�����& ����� n H >� ����������8�# ���������������
λ = (λi)i≥1  ���� ����� �������� �����9 ��	�#9 �� n =

∑
i≥1 λiG ��� �����3�

.����� ������ N ��������� ��&%�#���� ������ �����9 �������� ��# 	�+�& �� ��� ���������
λ(p) � ��+�� mλ := 〈���� ������ p9 ��# 	���� λ(p) = λ〉� (� �+� �	�����  �������������
mλ �  ������� mλ/N ��� N → ∞[

)���� �� >�� ���� ������#���# ����%�8�
 ���
��� ��������� ������
��� 1��� ����� � ���3-

������� �/"/� ����� Γ ⊂ Sn � �	���� ,���� �������� F (T ) %��� �	������ �
�	���� ����!
	���� �	���&� �������� ��	�� Cλ ��"���� �������� σ ∈ Sn ���������� ���� %���� � ��"�!
���� ���� �����& λ� ���� ������� ��"����� �	��
 p� ��� ��	
 λ(p) = λ� 	���� |Γ∩Cλ|/|Γ|�
��� ��	�� |X | �
 �������� �������� �������� ������ ��"����� X �

!



*������� �/"/� ��+����� Cλ #��#���# � ������ 	������� ���#+����� >������� ����������*
�	
 &�%��� Sn�

*������� �/"/� "�� ������ H �� ����� ������ ������� (��������9 � ��&	 �� ��� �������#�
"�� ���� �%��� ��%+�����# � ����%�8�
 &�����

T��	9 ������� ��# 	�+�
 ��&�%��� H ⊂ Sn ����� pH : partn → [0, 1] $%�	 ��9 ���������%�
$��%�
 pH(λ) := |H ∩ Cλ|/|H | 1����� partn H ��+���� ���� ��������
 �� ���&����� ���%�����&
����� n3� �� �%��� �������� ��	�� $%�	 �� ��
��������� ����
������ &�%��� Sn� 6��#+�����
��&�%���� ��������%�� ��� � �� +� ����%�����# ��&�%��� SnG �+�� ��%�����#9 �� ����%����

��&�%��� ��������%�� ���� ��& 	����� ���#+����� ��&�%��� 7�D ��&���� �� �%��� �����*
���� ��	�� ��&�%���9 ��	 �� �� &��������# ���+������ ����%����
 ��&�%���9 ���������

&�%��
 ;��%� ��&����� F (T )9 � ����������� 1� 	��
��
 ����9 ��# �����D�� n3 ��# 	�+�
 ���*
�%����
 ��&�%��� ��������%�8�� B����#8��C ��&�%��� ���� �&9 �� �	�+��9 �� ������
����%����
 ��&�%��� ��� � ���� ���� ��& ��$��� ��  &�%��� ;��%��

. ������� ��� �%��� ��%+�����#9 	�	 ��������� >�% ����%����%� ��&�%��% � ����� ��������
B%����� ����������CG 	�	 ����9 ��� %��������� ����� B>	����������C 1���� �������������*
��� ������ ����� p3 ���#����� D��	� >	����� ����� %������� ���� �&9 � �� ��%���9 ����
�� ��������� ��8���%� &�����% J�����9 	��������# ���+��� ������ ���������� �������%*
�8�
 ��� ����%����
 ��&�%����

)	��������#9 �� ��# >$$�	����& ���������# >�& ����� ������� �������������� ����*
���� ����� � ����%������ ��&�%�� H � ������� ��%��� ���� 	��������# ���	�����	� �������*
��� %+� ��# n ≥ 5� W��D�# ����� ������
D�� ����������
 �%��� 	�	 ��� ���#8��� �������
>$$�	����& �������# ����	� ����%������ ��&�%�� �����������	
 &�%���G ����� 	�����%�
��� ��&���� τ *���� �� � τ *	������
 � �& ��������� ���$�	� �#��

���� �&9 ����	��� ������� ���������# ��	�������& 	�������� ��$��� �� �� ����%���*
��� ��&�%��9 ��������%�8�� ����#8�� ��&�%����� '�	9 ������ �� ������#��9 	�	�� ��&�%�*
�� ����+���# � ��%&��9 ����# �� ��������%�8�� ����%������ ��&�%��9 ��� �����#��9 #��#���#
�� �����# ��&�%��� �����D��
9 ����# �#��*��	� ��	��������� �� ��$��� ��  ��������%*
�8�
 ����%����
 ��&�%���� �� � ������
D�� %�����9 �� τ *	������
 ���� ��D�� ����	������
%����# ��# �����D����� ��&�%��9 ���� 	�	 � ��# �����	� �&9 ��+�� �� ��� ��&�%��� �
��%&
�

)������ �8� ���9 �� ���� ���+���� ���������# ������ (�������� 	 ������ ���������#
&�%��� ;��%� ��%+�����# ��&��� �������9 ���	 ���� ����������� &�����������# %���*
������ ��	
 ���+���� � �+�������  ��9 �� �� ���	��	� ��	
 ���� 	��
�� ��>$$�	������
;�����#  ��� ����#8�
 ����� ��	�������# � ��9 ���� �����&�%�� >� %����+����� � �������
���� >$$�	�����
 ��&���� ���������# &�%��� ;��%� �� ���� ������ ������� (��������9
������ ��# ���������� 1�� �#������� �����������3 ������������� ��&����� � �� �����*
���� 	>$$� ��������

�,



� ������� ��������� �������
�

. >�
 &���� �� ��%��� ������ ����������� �����9 �������� �� ������ ������� (���������
)	��������#9 �� >�� ����� ������������ ����� ������#��# �� ��#9 	���� ��+������ ���
������ ������� U�# �������� �� >�& �� $��%���%�� �8%� �����% ������� (��������
� &���������	
 $���� )���	 ��	��	% � ������
D�� �� &�����������# ���	 ������������
��# �� �������� �����9 � �	���������� �8�
 ������ ������� (�������� %��� �� ��� ����	
� ����% � ��#�����
 ���� �����9 �� ��D� �������� �& � ����� ��������
 � �	�������9 	�	
�+� ������� �%+��
 ��� ������� ������ ������� (�������� �� �� ���������& �������� ��#
������� ���
�

T��	9 � >�
 &���� �� ��������# ��%���� ��������� �������� ������ ������� (���������
7�� �%��� %��� ��� �� ��%+����� ���������� &���������	�
 #��	G >� ����� ����� ���
����������� �� ��8���
� )���	 ����� >��� ��� ��������# �������� ���� ����� >�����

$%�����������
 &�%���9 	���# ��������� #��#���# ��&��������	�� �������� ���������#
���&����	
 $%�����������
 &�%��� &���	& ��&��������	& ��&�����# ��� C � ��8�����
��#��# �������
 &�%��� ;��%� ��#�

��� ��������  !������������� "�!���

7������ ������� ���������� � ������ ��
���� >������� ��$���� ����� .�� >�� ��
����
�+� ��
�� � E��F9 �<9 &�� >������� ��$���� ��%�����# � ��	�������
 �8����9 ��� � E��F9 A9 &��
�����# ���������# ��# ��%��# �	���� �������� ����� 0�	��	% ��# ��D�� ����������
 >�&
��%��# �������9 �������� ���������# �� E��F�

����	����� �/�/� ����� X � Y � ������ ����	�
 � ��
� f : X → Y � �	���� ������ ����!
�� ����� x ∈ X � y = f(x)� ,�	��� �� �	���� f ������������ � ���� x� ���� ��"���� ���������!
� ��	�"���� ∆X/Y : X → X×Y X �� ����	�' ��	
��' �	������� ���� x �������� ��	
�
�
��"������ ���� �� 	��������� ���� ��� Ω1

X/Y,x � ���� x ����� ���������
 �����	�������

Ω1
X/Y �	�������� -���� �	�� ��� f �������� ������ � ���� x� � ��	��� �� f >����� � ���� x�

����	����� �/�/� ����� X � Y � ������ ����	�
 � ��
� f : X → Y � �	���� ������ �!
����� ����� .	���� f ���
������ ���������������� ���� ���������� ��	�"���� ∆X/Y : X →
X ×Y X �������� ��	
�
� ��"������ ���� �� 	��������� ���� ���� ���������
 �����	��!
����� Ω1

X/Y �	�������� -���� �	�� ��� f �������� ������� � f ���
������ >������� �	������
/�����
� �����
� �	���� ���
������ >������� ��	�������

*������� �/�/� 7��������������� 1����9 >��������3 ��$���� f ���������� �& ������������*
���� 1����9 >��������3 � ���� ��	�� x ∈ X �

*������� �/�/" . ������������ �������� E��F ����������# ������ \M]M ^2QO_SL` 1������������*
��
3G � 	��������� �������� E��F � � E��F ������&����# ����� >�& ���������� ������ \MLN`
1�����
3�

����	����� �/�/� ����� A� B � ����� %��� ������� ����������
� � ��������&� ,��	����
���� ϕ : A → B ���
������ ��������������� %���� >�������&� ���� ���������'$�� �	���� � ��
aϕ : Spec(B) → Spec(A) ��	��������� %���� ������&� # ��� ������ ��	�� ���"�� �� B ��������
��	����������� %���� �������& A!�����	��

*������� �/�/) 7���+� �	�����9 �� ��#	�
 ��������������
 1� ��� ���� >������
3 ��$���
	����	����� 1��� E��F9 A �3G ���� ����� Y ������� 1��������9 ���	�� ��#39 � ��#	�
 	����	�����

��$��� f : X → Y 	����� 1E�,F9 �����39 � ���% ��#	�# >������# ����� ��� Y #��#���# >����*
��� ��	������� )����� ����%��9 � ��������9 �� ��#	�# >������# ��&���� A ��� ���� k 	������ .
>�� ��%��� �� �%��� &����� ��	+�9 �� k*��&���� A ������������G ��# 	���������� 	��%��*
������ ��&��� ��� ���� >� ���������� �&���%���# � 	�	�� %&�� ����������� ��������������9
��	��	% k*��&���� A >������ ⇔ k̄*��&���� A ⊗k k̄ >������ ⇔ k̄*��&���� A ⊗k k̄ ����$�� ��#�*
�% ����������� ���	��	�� >	�����#�� k̄ ⇔ A � K1 × K2 × · · · × Ks9 &�� Ki H ��#9 	������

��



������������� ���D�����# k� "�� ������ �	�������9 �� ��%����� ������+��� >������� ��	��*
��
 Spec k � �%8����% ��������� ��%����� ������+��� ������������� ���D�����
 ��# k9 ����
��&�%�� 	����& ����	�� �������
 &�%��� ;��%� ��# k�

6���%�8�� �����+���� ���� ���D
 ���� ������� >������� ��	����
�

���	������ �/�/. %��� 0*+1� 2 3& ����� A � ����� f ∈ A[T ] � �����	�
� ������� ������� n�
���� A!�����	� B := A[T ]/f ·A[T ] ��	���������� ���� � ���� ����� ���� ������� F ������������
���� fA[T ] + f ′A[T ] = A[T ]� # ��� ������ Spec B �������� ������
� ���	
���� Spec A4 ������� ���
���	
��� 	���� n� 5��� �$� ���� s ∈ A[T ] � �$� ��� �������� � Bs �������� ��	�����������
%���� �� � ����� ������ �� � � "�� �������& A!�����	� ���� � ���� ����� ���� fA[T ]s +
f ′A[T ]s = A[T ]s�

"������� ��$���� ����& ���� ������� � �� ������9 �� �	���� ���
 ��������������

1����9 >������
3 ��$��� ���	���������# � 	���� �� ��+���# 1����9 �	���& ��+���#3 �
�����%�8�� >������� ��$���� ����9 ����������& � ���
 ����� $��%����	� �����+�*
��#�

0%��� ������ S H ���%���# ��#���# ������� �����9 Ω H ��&��������	� ���	�%�� ���9 s̄ ∈ S(Ω) =
Hom(Spec Ω, S) H &���������	�# ��	� SG �������9 �� ������� ��	
 ��	� ��������� �������
B����
C ��	� s � ��+���# ��# ������ κ(s) → Ω�

)������� ����� C = CS ���%� ��	���&��� 	���&��� S*���� Sch/S9 ��������%� >������*
�� ��	����#�� ����� S� a��� ���	� ��	����� X/S ������#���# ��	���� �%�	� OS*��&���9
	���
 �%��� ���	�� � 	���� ������������ � ���% �	���� ������� �%�	� OS*��%��
�
"� ����#�� ��# ���& >�����& 1� ��+� ���	&3 ��	����# X/S ��������� �& ������� H >�
���& �	���� �����& OS*��%�# A�

)�������� ������ $%�	�� F = Fs̄ : CS → Set ����%�8�� �����- F (X) H >� ��+���� &�*
��������	�� Ω*���	 X 9 ��+�8�� ��� s̄9 ���� ��+���� S*��$���� x̄ : Spec Ω → X � "� ��+����
�������# � ������ �������� ���������� � ������#�� ��$���� X ×S Spec Ω → Spec Ω9 ���� �
��+����� Ω*���	 ����� XΩ := X ×S Spec Ω� X��� X/S H >������ ��	����� ������� n9 � XΩ H
>������ ��	����� Spec Ω ������� n9 � ���% XΩ #��#���# �%��
 n >	�����#�� Spec Ω9 � ��+�*
��� F (X) ����� ��� �� n >�������� '�	�� �����9 � ��
������������ $%�	�� F ���������
��� �������# � 	���&��� 	������ ��+���� set9 � ���% �+� �& ������������� 	�	 $%�	��
F : C → set�

)	��������#9 �� ���� (C, F ) %�������#�� ��������������� �������� ���
�� ����� 1��� E��F9 R
�3-

1b�3 C ������� $�������� �V�	�� � ����������� ����������#�� 1����� &��#9 � C �%8����%��
	������ ���	������ �������3�

1b�3 . C �%8����%�� 	������ ��#��� �%��� 1� ��������9 �%8����%�� ��� ������
 �V�	� ∅C39 �
��	+� $�	���V�	�� ��������� ���������� 	������ &�%�� �����$�����

1b�3 .�#	�
 ��$��� u : X → Y ���	���������# � 	���� �� X
u′

�� Y ′ u′′
�� Y 9 &�� u′ H ���&�


>����$���9 � u′′ H ����$���9 #��#�8�
�# ����$���� �� ��#�� ���&���� � Y �

1b�3 c%�	�� F ���� �����9 ���� �����#�� $�������
 �V�	� � ���������� ����������# 1�����
&��#9 F ������������ � 	������� ���	������� ���������3�

1b�3 F ������������ � 	������� ��#���� �%�����9 �������%�� ���&�� >����$���� � >��*
��$����9 � ������������ � ���� ��
 ��#��# $�	���V�	�� ��������� 	����
 &�%���
�����$�����

1b�3 U�# ��#	& ��$���� u : X → Y 9 ��	&9 �� F (u) H ����$���9 u ��	+� #��#���# ����*
$���� 1���� F �����
�������3�

U�# ���
 ��	����
 &�%��� π 	���&��# bπ 	������ ���	������ π*��+���� ������ � ����*
���8�� $%�	��� I : bπ → set %�������#�� %����#� �	���������	
 ����� ;��%� 1b�3d1b�3�
)	��������#9 �� ���� � ������ 1E��F9 R �3- ��# ���
 �	���������	
 ����� ;��%� (C, F ) �%*
8����%�� ��	�����# &�%��� π � >	������������ 	���&��
 G : C → bπ9 ��	�#9 �� I ◦ G = F � 0��
>�� &�%��� π ��������� ������� � ������� � ����$����� . 	������� π �+� ��#�� &�%��%

��



Aut(F ) �����$���� $%�	��� F 9 ��������%� ���&��
 ����
 �������� �� ���� F (X)G �����
&��#9 ��# 	�+�& X ∈ Ob C � ξ ∈ F (X) �� ������#�� HX,ξ := {σ ∈ Aut(F ) : σX(ξ) = ξ} � �����
� 	������� 	��������
 ����� � ��+�����9 ����+�8�� 	����� ����������� ��&�%�� %	�����&
����� ���� �&9 ��+� ���� �� �� $�	���%�� $%�	��*��
 F 9 ��� ���� ����� ��� ��	�� $%�	���
1��	�������	�3 ����$�� 1��# �	����������� ������� ���������� ��%��
 C = bπ39 � ���%
&�%��� π ��� ���� ��������� ������� � ������� � ������������& ����$����G ����� ���
��	�� ����$���� ��������# �� ��%������
 �����$��� &�%��� π�

'�	�� �����9 ��# ��#��
 1�	���� ������
3 ����� S � &���������	
 ��	� s̄ ���������
��	���# ��	�����# &�%��� π1(S; s̄)G ��� >�� ��# 	�+�& >�����& ��	����# X/S �� 	���*
�� ��+����� Fs̄(X) &���������	�� ���	 X 9 ��+�8�� ��� s̄9 ������#���# ���������� ��
�����
π1(S; s̄)9 ��	�9 �� ����������� 	�+��% X ��+����� F (X) � >��� ��
������ #��#���# >	����*
��������� 	���&��� CS >������� ��	����
 ����� S � 	���&��� 	������ ���	������ π1(S; s̄)*
��������� ��+�����

����	����� �/�/, ��	��������� ����� �	��� �	������� �	���� π1(S; s̄) ���
������ 1>�����
3
$%�����������
 &�%��
 � ��
 S ��������� �����	������ ���� s̄�

.�+�9 �� ��� >�
 >	������������ ��&�� ��
����X �+� �������� � �������� π1*��+�����
F (X)- ��	9 X ��#�� �&�� � ���	 �&��9 	&�� F (X) ��#�� 1���� ����� �� �� ���� ��� ��

�����3G X ���%�� �&�� � ���	 �&��9 	&�� F (X) ���%��G ����+����X �� 	������� ��#�����
��������%�� ����+���� F (X) �� �����G ���������� ����������#� ��������%�� ����������
����������#9 � ����

*������� �/�/0 0%��� S = Spec k H ���	�� ��#9 Ω = k̄ H ��&��������	� ����	���� k9 s̄ ∈ S(Ω)
H &���������	�# ��	�9 ����������# ��+����� k → Ω� '&�� ��# ���& >�����& ��	����# X/S
����� X ����� ��� Spec A ��# ��	��
 �����������
 k*��&���� A9 � Fs̄(X) = HomS(Spec Ω, X) =
Homk����(A, Ω)� =������ ������9 �� &�%��� ;��%� Gal(Ω/k) ��
���%�� �&��������� ����� �� ����
Fs̄(X)� 7���+� ������9 �� $%�	�� Fs̄9 ���� ���������� �& 	�	 $%�	�� � 	���&��� 	������
���	������ Gal(Ω/k)*��������� ��+����9 #��#���# >	������������� 	���&��
9 � ���%9 ����%
������������� $%�����������
 &�%���9 � ����� ��%��� >������# $%������������# &�%��� ����*
���� � �������
 &�%��
 ;��%��

����� �/�/�! . ������+���#� ������%8�& ��������# �%��� A = k[T ]/f · k[T ]9 &�� f H ����*
��������
 ��&����� '&�� Fs̄(Spec A) = Homk����(A, Ω) ∼= {α ∈ Ω : f(α) = 0}9 ��	��	% �������
&���$���� k*��&��� A → Ω >	��������� ������� ����� α 	����� T � A� T��	9 Fs̄(Spec A) ����
��+���� 	���
 f(T ) � ������������ ��
������ &�%��� ;��%��

*������� �/�/�� X��� s̄ � s̄′ H ��� ��������� &���������	�� ��	� S9 � ����% ��
���� ����*
��������� ��� $%������������� &�%��� π1(S; s̄) � π1(S; s̄′) ����$��9 ���	 	�������	& ��*
��$���� ��+�% ���� �� �%8����%��� . ��#�� � >��� ������# ����%�8�� ����������- ���������
���� �� s̄ � s̄′ ���� ��+���� ����$���� $%�	��� Fs̄ �� Fs̄′ � .��� 	�	&*��� �%�� ��+�% s̄
� s̄′ ����#�� ��������� ����$��� ��+�% ��������%�8��� $%�������������� &�%������

U�# ���& ���������& &���$���� ��	������ &�%�� ϕ : H → G �+� ��������� $%�	*
�� ϕ∗ : bG → bH �%+���# &�%��� ������� ���� ϕ� "�� $%�	�� ����G �����9 ����+�
������ 1��� E��F9 R �39 �� ���
 ����
 $%�	�� R �� bG � bH ����$�� $%�	��% ��	& �����
X���9 	��� �&9 IH ◦R = IG9 &�� IH � IG H �������8�� $%�	��� � 	���&��� 	������ ��+����9
� R = ϕ∗ ��# ������� ���������& ���������& &���$���� ϕ� )����� ��&	 �������#
����%�8�� �����+���� 1��� E��F9 R <3-

���	������ �/�/�� �& ����� f : T → S � �	���� �����
 %������ ����	�
 & � ��� t̄ ∈ T (Ω)
� �����	������� ���� T � s̄ := f(t̄) ∈ S(Ω) � �� �	�� � S� 6�����	�� ���
� �����	 f∗ : CS → CT �
��������'$�� �������� ���	
��' X/S �� �	���
� �	�� X ×S T/T � ���� ��$������� ����!
������
� ���	�	
��
� ���	���� π1(f ; t̄) = ϕ : π1(T ; t̄) → π1(S; s̄)� ����� �� �	� ����������
�"���������� ��"����� Ft̄(f∗X) � Fs̄(X) �����	 f∗ �������� � �����	� ��"���� �	���
 ��!
	��	� ϕ∗ %����� �
 ���"� �"��������� CS � bπ1(S;s̄)� � �������� �������� � CT &�

�& -���� �	�� ��� f : T → S �������� ������
� ���	
����� M � ���������'$�� π1(S; s̄)!
��"����� H � ����������	 �������� t̄ ∈ M %�������� �� M = Fs̄(T ) � �� � ������ ��"����

��



��� �����	������ ���� T � ��"�$� ��� s̄&� � π1(T ; t̄) �"� �"�������� � ��	
�� ���	����
H � π1(S; s̄)4 �	� ��� ���	���� ϕ �� ������ 7& �"����������� � ����������
� ��"����� �	���

H �

T� �%�	�� �3 ��������� ������

1��	��
� �/�/�� 8�� �'�� ������� ���	
��� p : X → S ������� n ��$������� ������� ���	
!
��� f : T → S� ����� �� f∗(X) ���� ����� n ��������	� T �

"� ��������� ��� �%+� ��# �	����������� ����%�8�
 ������-

������� �/�/�" ����� S � ������� %������ ����	��& � ���� s̄ � ����	�� �����	������� �����
G := π1(S; s̄) � �������� ��������������� �	����� f : X → S � ������� ���	
��� ������� n� M :=
Fs̄(X) � ���������'$�� G!��	��	�� ��"���� � σ ∈ AutS(X) � �	������
� ����	����
���	
��� X/S� ����� A := f∗(OX) � ���� OS!�����	� �	�����'$�� X � ������� A � ������
�����
� OS!����� 	���� n � σ∗ � �� ����	����� �"� 	�����	��� ��  �	����	����������
������� χσ∗(T ) := det(T · 1 − σ∗) ∈ Γ(S, OS)[T ] � ���� Tr σ∗ ∈ Γ(S, OS)�

�������� ��	�� E �����
� Z!����� � ������ M � ��	�� σ̃ �� ����	����� �������'$�� ��
������
� �������
 ��� Fs̄(σ)� ���� χσ∗(T ) = χeσ(T ) � Trσ∗ = Tr σ̃ = card{x ∈ M : F (σ)(x) = x}� #
��������� ��� ����������
  �	����	��������� �������� σ∗ ���
��

2�%������$��
� e��9 �� ������� �	����� %����+����� �� ����	����������	�
 ��&����9
��	 	�	 ���� #��#���# ���� �� �& 	>$$� ������ 0%��� g : S′ → S H �%8����%�8�� � ���������
������ >������ ��	�����9 ��	�9 �� g∗(X) ���� �%��� n >	�����#�� S′� 0�+�� X ′ := g∗(X) =
X ×S S′9 σ′ := σ × 1S′ G �&�� σ′∗ = σ∗ ⊗OS 1OS′ 9 � ���% χσ′∗(T ) ���� ���� χσ∗(T ) ��� &���$����
Γ(S, OS)[T ] → Γ(S′, OS′)[T ]� "�� &���$��� ��V�	�����9 ��	��	% g H ���& ���	�
 ��$����
0>��% ������� �	����� ����%��� �������� ��# σ′� 0�	��	%9 	��� �&9 �+� �������9 ��
X ′/S′ ��������%�� � +� ��+���� M 9 � ��� >�� F (σ′) �+������#���# � F (σ)9 �� �����9 ��9
������� S9 X � σ �� S′9 X ′ � σ′9 �+� �������9 �� X ���� �%��� n >	�����#�� S� 0�� >�� � 	�+��
>	�����#�� S ���� ��� ��� &���������	�# ��	�9 ��+�8�# ��� s̄G �������� 	�+��% >	�����#�%
��������%�8%� ��	%9 �� ��%��� ���	 �� ��+����� ��#���� 	������ X �� ��+���� M �
T��	9 X ���� S × M =

∐
m∈M S9 ������ ��
����# σ �� X � F (σ) �� M ��� >�� �+����������

�&�������� )����� A = O
(M)
S 9 � σ∗ ��
���%�� �� �������� >�������� 	�	 F (σ)−1� 0>��% A ∼=

OS ⊗Z E∗9 � ������9 χσ∗(T ) = χteσ(T ) = χeσ(T )9 �� � ��������� �	������

���� �&9 ������ �� �+�� ��������� ������� �
��������-

����	����� �/�/�� ����� S � ������� %������ ����	��& � ���� s ∈ S � ���� � �����
� ����
�
���� κ(s) = Fq� Ω = κ(s) � s̄ � �����	������� ���� S� �	��������� � ��$�' κ(s) → Ω� �����!
��� ��	�� is �	���� Spec κ(s) → S4 ���� �� s̄ �"� 	������	����� ��� Ω!�����	������' ����
Spec κ(s)� "������ c�����%�� Frobs ∈ π1(S; s̄)� ���������'$�� �����	������ ���� s̄ � �� �	��
����	����� 9	������� (ϕq : x �→ xq) ∈ Gal(Ω/κ(s)) = π1(Spec κ(s); s̄) ��������� ���	�	
���
���	����� π1(is; s̄)�

-��� t̄ � �	���� �����	������� ���� S � γ � ���� �� s̄ � t̄� �����������'$�� ����	
� ���	!
���� θ : π1(S; s̄) → π1(S; t̄)� � >������ c�����%�� Frobs,γ ∈ π1(S; t̄) � �� �	�� Frobs ��������� θ�
:������ ���� �����
 ���� s � �����
� ���� �
���� � �����	������� ���� t̄� �"� �	�������
Frobs ∈ π1(S; t̄)� �	������ �	��
��$�� �	�������� � �	������ �
�	���� �����	������ ���� s̄
� �������� � s � �	�������� ���� γ4 �������
� ����� �	��� ������� �	������ � ������'
� ��	�"����� ������� �	� �
�	� �	��� ���� γ ���	���� θ ���������� �� ����	����� ��!
��	����� ����� �	���� � ��������������� � ��� ������ �	������ ���� 	���� ���#+������
>������� c�����%���

:������ ���� s′ ∈ S(Fqr ) � ����	�� Fqr !������� ���� � �������� s� ��"�� Frobs′ := Frobr
s4

�� ���� �	�� ����	����� 9	������� ϕqr ∈ π1(Spec Fqr ; s̄) ��������� π1(s′; s̄) : π1(Spec Fqr ; s̄) →
π1(S; s̄)� ;������� ���� ��� �� �
� �	����� �
<�� �	��������� ������� Frobs′,γ ∈ π1(S; t̄) �
����� ��	�"������ Frobs′ ∈ π1(S; t̄)�

6���%�8�� �����+���� ���� %���� ������� ��
����# Frobs �� ��������� 	����� π1*
�������� ��+������

��



���	������ �/�/�) ����� S � ������� %������ ����	��& � ���� π1 � �� ��������������� �	��!
�� %��������� ����	� �����	������ ����&� M � ������ π1!��	��	�� ��"����� X/S �
���������'$�� ������� ���	
���� s ∈ S � ���� � �����
� ���� �
����� Frobs ∈ π1 � %�	��!
����
�& ������� 9	�������� �	�������
� s� ����� x1, x2, . . . , xr � ��� 	������
� ���� ��� Xs�
���� ���	 ���� ����� ��������� �������� M � �	�������� ��������� Frobs �� M � ��������
� ���	�

(
dimκ(s) κ(xi)

)
1≤i≤r

�

2�%������$��
� 0%��� κ(s) = Fq H ��� ������ ��	� s9 Ω H ��&��������	� ����	���� κ(s)9
s̄ H &���������	�# ��	� s9 ����������# ��+����� κ(s) → Ω9 is : Spec κ(s) → S H �����������

��$���9 ϕq ∈ G := Gal(Ω/Fq) ∼= π1(Spec κ(s); s̄) H �����$��� c�����%��� �+� �������9 ��
π1 = π1(S; s̄) � �� Frobs = π1(is)(ϕq)9 &�� π1(is) H &���$��� $%������������� &�%��9 ���% �*
������
 is- ���
 ��%&
 ���� �����#�� Frobs �� ���#+����
9 � ������9 � ���% ������%� >���
>������� �������	% �� M �� ���#+���%�9 �� �� �����#�� ���� ����  �	���

J�������� >������ ��	����� Xs = X ×S Spec κ(s) → Spec κ(s)G � ���������� π1(is) >� ��*
	����� �������# ��+����� M 9 �� 	��� G ��
���%�� ��������� �%+���# &�%��� �������
��������� π1(is)� '�	�� �����9 >������ ϕq ∈ G ��
���%�� �� M ��	 +�9 	�	 � Frobs ∈ π1G �>��%
�+�9 ������� X 9 S � π1 �� Xs9 Spec κ(s) � G9 �������9 �� S = Spec κ(s)�

T��	9 �%��� S = Spec FqG �&�� X =
∐

1≤i≤r Spec κ(xi) � ���% G*�������� ��+���� M ����
�%��� G*��������� ��+���� Mi9 ��������%�8�� 	�+��% Spec κ(xi)� X��� di := dimFq κ(xi)9 �
κ(xi) = Fqdi 9 � ��&�%��� � G ∼= Ẑ9 �����#�8�# κ(xi) ������+���9 ���� diẐ� 0>��% Mi

∼= Ẑ/diẐ ∼=
Z/diZ9 � ����%�8�# ϕq &�%��� G  �	�����	� ��
���%�� �� Mi� 0�	��	% M ���� �%��� Mi9 �����
�� ��������� ��%����9 �� ���� ����  �	�� �������	� >������� M 9 ���������
 ��
������
ϕq9 � ������ ���� (di)1≤i≤r 9 �� � ��������� �	������

7�� ��������# �8� ����%�8�
 ������
 $�	� 1��� E��F9 R ���3-

������� �/�/�. ����� S � ������� �	������� %������ ����	��& � ���� ξ � �� �$�� ����� K =
κ(ξ) � ��� 	��������
 ������� �� S� s̄ � �����	������� ����� �	��������� ��"����� K →
K� ���� ���	���� �	��� Gal(K/K) ∼= π1(Spec K; s̄) → π1(S; s̄)� ������	����
� �	�����
Spec K → S� �'	=��������

��� #����� ������� $��������

6������ �$��%���%�� ���	��	 ����&�������� %����+����
�

3���� �/�/� ����� G � �	������� �	����� U ⊂ G � �	������� ����"����� >����'$��
����	"����� �����������
(

%?& U ��	
�!������� %���� ���	����� ��	
� � �������&4

%??& U = XH ��� ����	� ��	
�� �	������ �������� H � G � ������ ��"����� X ⊂ G4

%???& U �������� �=��������� ���"�
 ������ G � ����	�� ��	
��� �	������� �������'
H ⊂ G4

%?@& ��$������� ��	
�
� �	�����
� �������� H � G � ����"���� U ′ ⊂ G/H � ������ �� U
�������� �	�	��� U ′ ��������� ���������� �	����� ϕ : G → G/H �

-��� ��� ������ �
�����
� � ��� %���! ��� �	������	������& ��	
 A��	� µ �� G� �	��	���!
�� ������� µ(G) = 1� �
����� 	������� µ(U) = |U ′|/(G : H)

2�%������$��
� T����	� �� 1OO3⇒1OOO3⇒1Of3⇒1O3 �������G �	�+�� 1O3⇒1OO3� U�# ���& �	���*
& �������& �������# H � G ������� ����� UH �V�������� ���� ���+��� 	����� G � H 9 ����*
+�8���# � U � '&�� U =

⋃
H UH 9 &�� �V�������� ������# � ���� �	����� ��������� �������#�

G9 ��	��	% ������ � 	�+�
 ��	
 x �	���� ��+���� U ����+�� ��	��%� �� 	��������
���� xH � ���� �&9 ����
��� {UH}H $�����%���# � ����������9 ��	 	�	 �� H ′ ⊂ H ����%��
UH′ ⊃ UH � .���% 	���	����� U ����� ����%��9 �� U = UH ��# ��	��& H 9 ���� �%8����%��
�	���� �	����� ���� U =

⋃
x∈X xH � .����� �� ��& 	����� ���	�����9 ��%��� 	�����

��+���� X 9 %�������#�8�� 1OO3�

��



)������ �	����� �������� %����+����� ������ U�# >�& �������9 �� ���� µ(sH) ���& ���+*
�& 	����� sH = Hs �������� � µ(H)G ��	��	% G #��#���# ���V��	���� �V��������� (G : H)
��	�� 	�����9 � U #��#���# ���V��	���� �V��������� |U ′| 	�����9 ��%���� ����%��� ���������

1��	��
� �/�/�/� ����� G � �	������� �	����� f : G → X � ���	�	
��� ��	�"���� G � ��!
"���� X � ��������� ����	���� �������� ���� ��"���� f(G) ⊂ X ������ � f �	������������

� ���� G
ϕ �� G/H

f ′
�� X ��� ����	� ��	
�� �	������ �������� H � G�

2�%������$��
� ��+���� f(G) 	���	�� � ���	���� � ���% 	����G �%��� (xi)1≤i≤n H ���
�& ��������� >�������� 0���+���� f−1(xi) ⊂ G ��������� �	��� � ���	�%� � G9 � ���%9
�&���� �����9 #��#���# �V��������� ���+��� 	����� � ��	���% �	����% ��������%
�������� Hi� .����� � 	������� H ����������� ���� HiG �&�� f ���#��� �� ���+��� 	������ �
H � ���% ���%�	����# ����� ϕ : G → G/H �

����	����� �/�/� %�	� 031& ����� Y � �	������������ � ��� %���� � ��� ������ ���� ��� Z&
	����	���� d� [Y ]0 � ��"���� �� �������
 ����� A ⊂ [Y ]0 � �	������� ����"���� ���
��"������ 8�� �'�� �������� ���� y ∈ [Y ]0 �	������ �� ���% 	�������� N(y) := cardκ(y)�
��	������ ζ*$%�	 �� ��"����� A 	�������� ζA(s) :=

∏
y∈A(1 − N(y)−s)−1� /�� ������� 	���!

��	� � ����� �� ������� ����	� ������ Re s > d� � �	�������' ζ*$%�	 �# ����� Y � ��
ζ!������� ��"����� ��� �� �������
 ����� 8�� ����	� ε > 0 �� �"�� �
�� �	��"��� �
�������� ��	�	��� �� Re s > d − ε � �� ���'$�� ������ ��������� � ��� ������� �	���
���"�� �	��� ��'�� �	� s = d�

��	������ ����������	%� ������� ��"����� A ��� �	���� ��<���� log ζA(s)/ log ζY (s) �	�
s� ��	���$���� ���	 � � d� ���� ��� �	���� ��$��������

:������ �	������ ���%�����%� ������� ��"����� A ��� �	���� �	� M → ∞ ��<����
��������� ���� y ∈ A � �	����� �� �	��� ��$��� M � � �$��� ��������� ���� y ∈ [Y ]0 �
������ �	�����

*������� �/�/� T� �8�� ��
��� �#�� U������ �������#9 �� ���� ��������� ���%������#
������� ��+����� A9 � ��������� � ����������	�#G �����9 ���� $%�	 �# f(s) = log ζA(s) −
ρ log ζY (s) ����+����# � $%�	 ��9 �����$�
 � ������ Re s > d − ε � ��&%�#��
 �� ��#�

Re s = d ��# ��	���� ε > 0 � ρ ≥ 09 � ��������� � ���%������#9 � ����������	�# �������9
������ �� �� ����� ρ 1��%����� ������ .�����dT	����G ���9 �����9 E�F3G ���� ��� >�� $%�	 �#
f(s) &���$�� � ������ Re s > d − ε9 � ������� ρ � ��D���#9 ����������& ��� �������*
��� ���%�����
 �������9 ���� O(M−ε)� U�# ���� ��+����9 	���� �� �%��� �������������9 >��
%����# ��������9 � ���% ����������9 &����� ��  ���%�����
 ��� � ����������	
 ����*
���� ���� �&9 � ������ ��%��� 1X 	����	����� ��� Spec Z3 �+� ��#�� ε = 1/2 1� %�������
�������� ��D�& %����+����#39 ���� �������� ��8����# &������ J������

������� �/�/" %��	��� ������� B����	���& ����� Y � ������� �	������� �	������������ � �!
�� %���� � ��� ������ ���� ��� Z&� ȳ0 � �� �����	������� ����� π1 := π1(Y ; ȳ0) � �� ��������!
������� �	����� C ⊂ π1 � ��	
�!�������� ����"���� π1� �������� ��������� ��	�"�����
���� ������� �������
 ���� y ∈ Y � ��� ��	
 Froby ∈ C� 	���� µ(C)� ��� µ � ��	� A��	� �� π1�
�	��	������ ������� µ(π1) = 1� � Froby � ����!��� �� �������� 9	�������� ���������'$� 
y %������ CFroby ∈ CD �		������ ������� ������ �	�������' +�*�*E ������� Froby �	������ �
������' � ��	�"����� � C ������� ��������� ��	�"����&�

2�%������$��
� . ��
������������ >�� ������ ��� �%��� �%+�� � ������� ��%���9 ��	 ��
����� �	����������� �� �	�+��9 	�	 � >�� ��%��� ������ (�������� � ��D�
 $��%����	�
������# 	 B����
C ������ (�������� 1���9 �����9 E�F3� 0��� �8�& �	����������� �%��� �����
������� � ����� ��������
�

T��	9 ������+��9 �� Y �������� 0 ����� ����� �%8����%�� �	����# ��������# ��&�%�*
�� H ⊂ π1 � ����+���� C′ ⊂ G := π1/H 9 ��	�9 �� C ���� ������ C′ ��������� ���	 ��
ϕ : π1 → G� 0%��� X/S H >������ B��	����� ;��%�C9 ���������� �������
 ��&�%��
 H 1����
��������%�8�� π1*��������% ��+����% π1/H ��� >	������������ 	���&��
9 ����������
 �
������%8�� �%�	��3� 0%��� K � L H ��# �� �������� $%�	 �
 �� Y � X �����������G �&�� K

��



H &������� ������ ��� � L/K H ���D������ ;��%� � &�%��
 ;��%� G� =��	�%��� ��	� �����
Y ��������%�� ���� ���%����� ������ ������� 	�� �  ���� ��# K9 	��� 	����& �� �����G
>�� ������ ������ ������������� ��������� L/K9 ��	 	�	 X/Y H >������ ��	������ U�# ��*
�
 ���	�%�
 ��	� y ∈ Y >������ ϕ(Froby) ∈ G H >� � ������ B�����
C >������ c�����%��G
��	��	% %����# Froby ∈ C � ϕ(Froby) ∈ C′ >	���������� � C′ H ����+���� � G9 %��
����
��������� ���#+���#9 �����# ������ ������� (�������� %����+����9 �� ������� ��� ��*
�	�%��� ���	 y9 ��# 	���� ϕ(Froby) ∈ C′9 ����� |C′|/|G|9 �� � ����� ����� � ������ ����
µ(C)�

*������� �/�/"/� . �8�� ��%��� ������ �	��������#9 	�	 � � ������� ��%���9 � ��8��
L*$%�	 �
� 0%��� E H 	��������� ��	���� ����������9 ρ : π1 → AutC E H ���������� 	�*
���	��� ������������� ��	����
 &�%��� π1 1������������ ����� ��������������# ��������*
� ����
���� ��������� �� AutC EG �&���� �������9 ��	�# ������������ ���������� ��%9 �� ρ
���%�	����# ����� ��	��%� 	����%� $�	��&�%��% π139 � �%��� χ : π1 → C H ��������%�8�

����������
 ����	��� 1���� χ(g) = Tr ρ(g)3� U�# ���& 	����	��& s � Re s > d = dimS ��������

L(s; χ) =
∏

y∈[Y ]0

det(1 − N(y)−sρ(Froby)) .

0*��%&�% �+� ��������� L(s; χ) ����%�8�� �����-

log L(s; χ) =
∑

y∈[Y ]0

∑
n≥1

1
n

χ(Frobn
y )N(y)−ns .

0�����## $��%�� ����#�� ��������� log L(s; ψ) ��# ���
 ���������
 ����
����� $%�	 ��
ψ : π1 → C 1������������9 	�	 ����9 ��������# ��������� ���	����
 ���&�� �� C9 �  ��*
��������� �������9 �� ψ(hgh−1) = ψ(g) ��# ����� g, h ∈ π13� )������ ����%�8�� ��
���� L*
$%�	 �
-

23 0���������� ��# L(s; χ) � �#� ��# log L(s; ψ) �������� ���#��# �� 	���	���9 ����+�8���#
� Re s > d�

53 X��� χ0 : π1 → {1} ⊂ C H &�����
 ����	���9 � L(s; χ0) = ζY (s)�

43 X��� Y ′ → Y H >������ ��	�����9 ���������� ��	��
 �	���
 ��&�%��
 H ⊂ π1 1����
��������%�8�� π1*��������% ��+����% π1/H3 � χ′ H ����������
 ����	��� &�%��� H
1	��%� �+� �+�������� � $%�����������
 &�%��
 Y ′39 � χ = Indπ1

H (χ′) H ����	���9
���% �������
 χ′ �� π19 � LY (s; χ) = LY ′(s; χ′)� g���&���9 ���� ψ′ : H → C H ��������*
��#  ���������# $%�	 �# � ψ = Indπ1

H (ψ′)9 � log LY (s; ψ) = log LY ′(s; ψ′) 1�	���������� >���
$�	�� ����+�9 ����� ���� �����������# �	����������� ������3�

h3 a���
����- L(s; χ1+χ2) = L(s; χ1)·L(s; χ2) � log L(s; a1ψ1+a2ψ2) = a1 log L(s; ψ1)+a2 log L(s; ψ2)�

L3 X��� C H �	���*���	�%�� ����+���� � π19 %��
���� ��������� ���#+���#9 � �&
����	����������	�# $%�	 �# ϕA : π1 → {0, 1} ⊂ C #��#���# ���������
  ��������
 $%�	 ��
9
� log LY (s; ϕA) = log ζA(s)�

i3 U�# ����� ��%� �����������  ���������� $%�	 �
 ψ1 � ψ2 �������� �� �	��#��� ������*
����� $��%�


(ψ1, ψ2) :=
∫

π1

ψ1(g)ψ2(g) dµ(g) .

a���# ����������#  ���������# $%�	 �# #��#���# 	����	��
 ����
�
 	����� ��
 	���*
�& ����� ����������� ����������� ����	����9 	���� ����%�� ������������
 �����
� %������� ����������� �����������  ���������� $%�	 �
� .��� ����%�8�� %����+�����
1B������ W��%>��C3- ��#	�
 ����������
 ����	��� χ &�%��� π1 #��#���#  ���������
 ��*
��
�
 	����� ��
 ����	����9 ���% �������� ������������ ����	������ 	������  �	*
�����	�� ��$�	��&�%�� &�%��� π1 1����  �	�����	�� ��&�%�� 	������ $�	��&�%�� &�%���
π13� X���9 	��� �&9 χ ��&����� &�����% ����	���% χ09 �+� �
���� ����	������9 ��*
�% ��������� ��&������� ����	������  �	�����	�� ��$�	��&�%���

�<



j3 ζY (s) �+�� ���� ����+��� � �����$�
 $%�	 �� � ������ Re s > d − ε � ������������
������ ����� � s = d �� ��#�
 Re s = d ��� ��	��� ε > 0� X��� χ H ����������

����	���9 ��&������
 	 χ09 � LY (s; χ) � log LY (s; χ) ����+����# � $%�	 �
9 &���$*
��� ��� Re s > d − 1 1��+��# ���# �	����������� >�& $�	��- ������ 	  �	�����	�% ��%���
� ��8�� ������ W��%>��3�

k3 X��� ψ H ����������#  ���������# $%�	 �# � c := (ψ, χ0)9 � log LY (s; ψ) − c · log ζY (s) �+��
���� ����+��� � $%�	 ��9 �����$�
 � ������ Re s > d − ε ��# ��	��& ε > 0 �
��&%�#��
 �� ��#�
 Re s = d�

O3 X��� C ⊂ π1 H �	���*���	�%�� ��+����9 %��
���� ��������� ���#+���#9 � log ζC(s)−
µ(C) · log ζY (s) ����+����# � $%�	 ��9 �����$�
 � ������ Re s > d − ε ��# ��	��&
ε > 0 � ��&%�#��
 �� ��#�
 Re s = d�

0���������
 ��D� ���� �	����������� �	�������9 	�	�� ����� �%8�����#���# ���%	 �# 	  �	*
�����	�% ��	����� ;��%�� . 	��������	� ��%��� ��������� ��
���� L*$%�	 �
 ����� ����#��#
� ��8�� ����������# ����	���� �����
�

*������� �/�/"/� 0������ ���������# � %����# ���������� � $��%����	� ������ (�*
������� �����#9 	�	 �	������� ����%�8�
 ������� 0%��� k H 	����� ��� ����	�������	� �= 29
Y = Spec k[X, Y ]/(Y 2−X3−X2) H ���# 	%�����	�# 	����#9 ��%�����# �	��������� ��%� ���������
�� �������� ���	 �$$���
 ��#�
 V1

k� '&��9 	�	 ����+� ������ 1��� E��F39 $%������������#

&�%��� Y ����$�� Ẑ × Gal(k̄/k) ∼= Ẑ29 ���	 ��# ���
 ���	�%�
 ��	� y ∈ Y ���	 �# �����*

���%�8�& >������� c�����%�� �� ����%� 	������% ����� ����� � 1���� �%��9 ���� ���������� Ẑ

��������3� .����� ������ C = (dẐ)× Ẑ ��# ��������& d > 1G ��%���9 �� ��# ���� ���	�%���
y ����� ���� Froby ∈ C ������# �� �9 �� µ(C) = 1/d�

�+� ������� ����&����� ����� ����& ���� ��+��
 ������	*�����
 ������� U�#
>�& ��� ��#�� Y = Spec Z[2i]G �&�� Y H >� �����9 ��%�����# �	��
	
 ���	�%��� ���	 (1 + i)
� (1 − i) �������
 ����� Spec Z[i]� 0�	��	% �%8����%�� ��D� 	����� ���� ������� ���
9
��������������� ��� Q(i)9 $%������������# &�%��� Spec Z[i] ���� ��	���# 	�����# &�%��� H �

���% $%������������# &�%��� Y ���� ��%��#�� ����������� H �� ẐG ����� ������ �����D����#
��	 +�9 	�	 � ����D�� 10����	� ����� ����� ��+��9 � ���% �� �� �%�	���� � � 3

���	������ �/�/� ����� Y � ������� �	������� �	������������ � ��� %���� � ��� ������
���� ��� Z&� ȳ0 � �� �����	������� ����� π1 := π1(Y ; ȳ0) � �� ��������������� �	����� X/Y �
������� ���	
��� ������� n� M � π1!��"����� ���������'$�� ���� ���	
��'� θ : π1 → SM �
Sn � ���	�	
��
� ���	���� π1 � �	���� �������� ��"����� M � �	�������
� ��������� π1

�� ��� ��"������ ����� λ � 	�������� ����	����� ����� n � Cλ ⊂ SM � ��"���� ��������
���������� ���� λ� 8�� �'�� �������� ���� y ∈ Y ������� ��	�� λ(y) 	�������� ����� n�
�	������� ��������� ��� κ(y) ���� �
���� κ(xi) ���� ��� Xy�

���� ������� ��"����� �� y ∈ [Y ]0� ��� ��	
 λ(y) = λ� 	���� |Cλ ∩ θ(π1)|/|θ(π1)|�

2�%������$��
� 6&���� �����+���� ������ %����� λ(y) = λ ��������� %����� θ(Froby) ∈
Cλ9 ���� Froby ∈ θ−1(Cλ)� )������ ��������� 	 ��+����% θ−1(Cλ) �����% ����� � ��������9 ��
µ
(
θ−1(Cλ)

)
= |Cλ ∩ θ(π1)|/|θ(π1)|�

��� %�������� �����

0%��� F (T ) H %�������
 ������������
 ��&���� ������� n � �� ��������� 	>$$� �������9 m H
����������� ���� ��	����������� 1��������� F (T )3 ������ �����9 A = Z[m−1]9 B = A[T ]/(F (T ))9
S = Spec A ⊂ Spec Z9 X = Spec BG �&�� S H �	����# ������� Spec Z9 ��%�����# �������������
��	����������� ������ �����9 � �&���� ����< X/S #��#���# >������� ��	������ ������� n�

)������� ����� s̄0 &���������	%� �8%� ��	% S9 ���������%� ��+����� ��# �� ��������
$%�	 �
 Q ����� S � �& ��&��������	� ����	���� Q� '&�� � �����< $%�����������%� &�%��% π1 :=
π1(S; s̄0) �+� �+�������� � ��	��
 $�	��&�%��
 �������
 &�%��� ;��%� π1(Spec Q; s̄0) ∼=
G := Gal(Q/Q)� 0%��� M H n*>�������� π1*�������� ��+����9 ��������%�8�� ��	����� X/S9
� �%��� θ : π1 → SM H ����������
 &���$��� $%�����������
 &�%��� � &�%��% �������	
��+����� M 9 ���% �������
 >��� ��
�������

��



�� �����9 �� 	�	 G*�������� ��+���� M �+� �+�������� � ��+����� 	���
 ��*
&����� F (T ) � Q 1��� �����,3� 0�� >�� ���� &�%��� G � SM �������� � H := θ(π1)9 ��	��	%
&���$��� G → SM ���	���������# � 	���� �� θ � ��
 ��������� 1�&���� �����<3 &���*
$���� G → π1�

'����� �� �+�� ��������� �����+���� �����9 �&���� 	���% ������� ��+����� ���	�%*
��� ���	 s ∈ S9 ��# 	���� λ(s) �������� � �������� ���������� λ ����� n9 ����� |H ∩ Cλ|/|H |�

)������ ��������9 �� ���	�%��� ��	� s ∈ S H >� 	�	 ��� ��	�9 ����������� ��&%�#�����
������� ������� p ∈ Z9 � �� ��������%�8�� ��������� λ(s) H >� � ������ ���� �������

����������� ���+�����
 ���%	 �� Fp(T ) ��&����� F (T ) � ��%�� p9 ��	��	% ��
 Xs

∼=
X ⊗Z κ(s) ∼= Spec B ⊗A Fp

∼= Spec Fp[T ]/(Fp(T ))�
'�	�� �����9 �� ������� �����% �����9 �� 	��
 ����� ��D �����
0������� �����%� ��# ������
D�& >$$�	����%� $��% ������ ������� (�������� ��#

������� ���
-

������� �/�/� ����� K � ������ ���� E/K � ������ 	��<�	���� ,���� ������� n� G = Gal(E/K)�
nE � ������� E/Q � dE � ����	������� E/Q� 8�� �'�� x ≥ 2 � �������� ��������� �!
�	�"���� ����"����� C ⊂ G ������� ��	�� πC(x) �������� �	��
 ������ K � �	��� ��
�	��� ��$�� x� ������� 9	������� ��������� ��	
 ������� � C� �������� ���"� ��	��
Li(x) �����	����
� ���	���(

Li(x) =
∫ x

2

dt

log t
.

����� ���� ��$����� ������� 6����� ��	��� � ��$������� �������� c > 0� �� ������$�� �
K� E � C� ������ �� ��� �'�� x ≥ 2 �
����� ��	�������∣∣∣∣πC(x) − |C|

|G| Li(x)
∣∣∣∣ ≤ c · |C||G|x

1/2(log dE + nE log x) .

5��� ��� �"� ����� c = 2� � ���� �	������� x ����� ����	� ����'��� ��������� �
�"� ��"� ����� c = 1/3�

2�%������$��
� "�� ������ ���� ������� �	����� � ���	��	 ���� ����
 $��� � E��F � �����
%������ � E!F � � E��FG ��D� $��%����	� �������� � $��%����	
 �� E!F9 ��� � %���� �����%�8��
��������
�

�!



� ���������� G �������
� � ����!��� �������
����� �����

��� ����"��� G&��'����

0 �%8����% ��� ���������# � ��&�� $�	��9 ���+����� � >�� �%�	��9 �+� ��
�� � E��F9 AR� ��
����9 ���	9 #�� �������� ��� ����	��8�� 	����%	 �� � ����� $��%����	� %����+����
9 �
��	+� ��������#9 ��������� ��# ��%��# ��	������ &�%���

����	����� �/�/� 1��� E��F9 AR3 ����� G � �	�������� �	����� .
 ������� ��	�� BG �����!
	�' G!��"���� � ����� ���
���� �� ���� G*��+���� ��� 	�����$� ��%�8�� ���� &�%���
G� F	�� ��� ������� ��	�� bG �����	�' �����
 G!��	��	�
 ��"���� � ������ �� 1>��*
���������3 ���� 	������ G*��+����� 8�� �'�
 G!��"���� X � Y �
 �������� ��"����
G!�	����� �� X � Y ��	�� HomBG(X, Y ) ��� �	�� HomG(X, Y )� �������� eBG �������
� �=!
��� �����	�� BG � bG( �� �������� ��"���� � ����������
� ���"�
� ��������� G� 8��
�	���������� �"� ����� � �������� ��� �������� ��"����� 1 = {∅}� )��������
� �=!
��� ∅BG = ∅G �����	�� BG � bG � �� ����� ��"���� � ����������
� ���"�
� ���������
G� # �����	�� BG ��$�����'� �	������
� %���
�& �	������
� � ���������
� �	����
� ��	
�
G�"� �
������� � �����	�� ��"����H� .	���� � �����	�� BG �������� ���	����� %�!
���� ����	������ ���	�����& ���� � ���� ����� ���� � ��=������� %����� �'	=��������
���������& ��� ��	�"���� ��"�����

7�$������ ����� ������%8�& ���������# �+� �#����� ��	- 	�����$� ��%�8�
 ���
&�%��� G H >� B���&����	� ����������C9 ���#8�� �� ��
 ��	� � &�%��
 �����$����
G9 � �����9 	���&��# �%�	� ��+���� �� ��	� ������������ . ��#�� � >��� ��� �%��� %����
�������&�#9 ������# � ����%�8�� ����������-

����	����� �/�/� '�����
 ��� P � �� �����	�� ��"����� ���� �� �� � � "�� ��������!
��	�'$�� ��� �������� �	���
�

����	����� �/�/� ����� f : H → G � ���	���� �	���� 8�� �'�� G!��	��	�� ��"�!
���� X �	������ H!��	��	�� ��"���� f∗(X) �����'$�� �	���( f∗(X) �������� � X ���
��"����� � �������� H �������� �	���� h · x = f(h) · x� # ��� ������ �
 ����� ��	���� ��
f∗(X) ������ �� X �%+����� &�%��� ������� ���� f � ����� �	���� �
 �	������� �����	
f∗ : BG → BH � ��	
� �"� 	������	����� ���"� ��� �����	 �� bG � bH � .
 ����� ��������
��� �����	 ���"� ��	�� B∗

f � � ���������'$�� �����	 �� bG � bH ��	�� b∗
f � �������� ��	��

f∗ ��� Bf∗ %����� f! ��� Bf !& �	��
� %���� ���
�& ��	�"���
� �����	 � f∗ = B∗
f � -���� �	��

��� ������ f(H) � G ������� � �����	 f∗ %���� f!& ��	����� �����
� ��"����� � �����
� �
���� �	������� �����	 bf∗ %���� bf !&� ��	�"���
� ��	��� %���� �����& � b∗

f �
:������ �	��� Bf := (B∗

f ,Bf∗, θ)� ��� θ � ���	���� ��	�"���� θX,Y : HomH(B∗
fX, Y ) ∼=

HomG(X,Bf∗Y )� ����� ���
������ ��$���� ���� BH � BG9 ����������� f � ;������� �	�!
�������� �	���� ��������	�
 ���� bf � �� ������� ���� ������ f(H) � G ������ %��� I�*�J
��"�&�

7������9 	�	�� ����� ���#��# $%�	��� f∗ � f!�

3���� �/�/" ����� G� H � ��� �	������
� �	���
� Q � (H, G)!��"����� ���� ��"����� �� ��!
	� ����� ���� �������� H � �	��� �������� G� �	���� ��� �������� ��	��������
 � �� ��
����
�� (hq)g = h(qg) ��� �'�
 h ∈ H � g ∈ G � q ∈ Q� ����� X � G!��"����� Y � H!��"����� ����
����� ���� ����������� ���	���� θX,Y : HomH(Q×GX, Y ) → HomG(X, HomH(Q, Y ))� ��� Q×GX
� G�"��� �	���������H Q � X � ���� ����	��"���� ��"����� Q × X ��������� ��<����
�������������� (qg, x) ∼ (q, gx)� ���� �������� H �� Q ×G X ������	����� ���
� ��������� H ��
Q� � ���� �������� G �� HomH(Q, Y ) ������	��� �	��
� ��������� G �� Q�

�	� ��� θX,Y ��	����� H!��	�"���� f : Q ×G X → Y � ��	�"���� θX,Y (f) : x �→ (
q �→

f([q, x])
)
� ��� ��	�� [q, x] ������� ����� ��	
 (q, x) ∈ Q × X � �"��� �	��������� Q ×G X �

2�%������$��
� 23 f̃x : q �→ f([q, x]) #��#���# H*����+�����- ��
���������9 f̃x(hq) = f
(
[hq, x]

)
=

f
(
h[q, x]

)
= hf

(
[q, x]

)
= hf̃x(q)9 ��	��	% f H H*����+����G

�,



53 f̃ : x → f̃x #��#���# G*����+�����- f̃gx(q) = f
(
[q, gx]

)
= f

(
[qg, x]

)
= f̃x(qg) = (gf̃x)(g)� '�	��

�����9 θX,Y (f) = f̃ ��
��������� ��������+�� HomG(X, HomH(Q, Y ))9 � ������9 θX,Y 	���	��
���������

43 7����9 �%��� ��� f̃ ∈ HomG(X, HomH(Q, Y ))� )������9 �� ���� �%8����%�� f 9 ��# 	�*
�& f̃ = θX,Y (f)9 � �#������� f

(
[q, x]

)
= f̃x(q)9 &�� f̃x := f̃(x) ∈ HomH(Q, Y )� '�	�� �����9 f

�������� �������G ������ �������� 	���	������ 0��+�� ���&9 f̃gx = f̃(gx) = gf̃x � ���%

f̃gx(q) = (gf̃x)(q) = f̃x(qg)9 ���� ����+���� (q, x) �→ f̃x(q) �&������ � ��D����� >	��������*
���� (qg, x) ∼ (q, gx)9 �9 �����������9 ������#�� �%+�� ����+���� f : Q ×G X → Y G f �%���
H*����+����� ����% $��%� �%�	�� 23�

1��	��
� �/�/"/� ����� f : H → G � ���	���� �	���� 9����	 ��"���� �	���
 ��	��	�
f∗ : BG → BH ������� �	��
� ��	�"���
� f∗� ��	
� �"� �	������� 	�������� f∗(Y ) :=
HomH(Gd, Y )� ��� Gd � �� �	���� G� 	������	������� ��� (H, G)!��"���� ��������� ��������
h · g′ · g = f(h)g′g� F	�� ��� �����	 f∗ ������� ���
� ��	�"���
� f!� �	�������
� �	����
f!(Y ) := Gs ×H Y � ��� �� ��� 	�� Gs � �� G� 	������	������� ��� (G, H)!��"�����

2�%������$��
� U�# �	����������� ����& $�	�� �������� ����% ����� ��# Q = Gd � �������9
�� H*��+���� Gd ×G X 	�������	� ����$� f∗(X) ��# ���& G*��+����� X � .��
 $�	�
�	��������# �8� ���� ����������� �����9 &�� �� >�� ��� �%+� ����#�� ��#�� G � H 9 X �
Y � ��#�� � 	������� Q ��+���� Gs9 �������������� 	�	 (G, H)*��+����- �&�� ��%���9 ��
HomG(Gs ×H Y, X) ∼= HomH(Y, HomG(Gs, X))9 ���� ��& ������# ���	 ��������9 �� H*��+����
HomG(Gs, X) 	�������	� ����$� f∗(X)�

*������� �/�/"/� T��	9 ��# ���& &���$���� &�%�� f : H → G �� ��������� �������*
�������� ���#+����� $%�	��� f!, f

∗, f∗� T� �8�� ��
��� ���#+����� $%�	��� ����%��9 ��
f! �����#�� ���������� ���%	������ ������� �9 � ��������9 ���� ������ 1�� >��� �� ���*
����9 �� $%�	�� �����#�� 	������ ���%	������ �������39 f∗ �����#�� ����� ���	������ �
���%	������ ������� 1� ���% ����39 � $%�	�� f∗ �����#�� ���	������ ������� 1� ������9 �*
��� �����3� ���� �&9 ���� f ��V�	�����9 � f! �������� ���������� ����������# � ����������
����������#9 ���	 �� �����#�� $�������
 �V�	�9 ���� ���	 f �� #��#���# ����$�����

*������� �/�/"/� X��� g : H ′ → H H �8� ��� &���$��� &�%��9 �9 ������9 (fg)∗ = g∗f∗G
����% ������������� ���#+����� $%�	��� ����� ��%����9 �� �%8����%�� 	�������	�� ��*
��$���� (fg)∗ ∼= f∗g∗ � (fg)! ∼= f!g!� .�����9 >�� ����$���� ��&	 �������9 ����# �������*
������ �� ��������

*������� �/�/"/" 0%��� f : H → G H ���������
 &���$��� &�%��� 6��#+������ $%�	*
��� f! � f∗ ����#�� ��������� ������������ �����������# ξ : f!f

∗ → 1BG � η : 1BH → f∗f!9
	���� �+� ������ #�� � ��8�� ������� � ������ g �����9 ξX : f!f

∗X = Gs ×H f∗X → X
�������� [g, x] ∈ Gs ×H f∗X � gx ∈ X 9 � ηY : Y → f∗(Gs ×H Y ) �������� y ∈ Y � [eG, y]9 &��
eG H ����� � &�%��� G� g���&���9 ���#+������ $%�	��� f∗ � f∗ ������#�� ������������
�����������# ξ′Y : f∗f∗Y → Y � η′

X : X → f∗f∗X 9 	���� �� ��
��� #�� ��D��� g �����9
ξ′Y : f∗ HomH(Gd, Y ) → Y �������� ϕ ∈ HomH(Gd, Y ) � ϕ(eG)9 � η′

X : X → HomH(Gd, f∗X) �����*
��� x ∈ X � $%�	 �� ϕx : Gd → f∗X 9 ���������%� ��������� ϕx(g) = gx�

���	������ �/�/� ����� f : H → G � ���	���� �	���� ξ� η� ξ′� η′ � ����������
� �	��	��!
������ ������
� � �	��
��$�� ����������

7& >����'$�� ������ 	��������
( %?& f ��=�������4 %??& ηY ���	�� %K ��=������& ��� �'!
�� Y ∈ ObBH 4 %???& ηHs ���	��4 %?@& �����	 f! ��	�� ���� ��=������� �� �	����� 4
%@& �����	 f∗ ��	�4 %@?& ξ′Y ����	�� %K �'	=������& ��� �'�� Y 4 %@??& ξ′Hs

����	���

L& 8�� �'�� f �����	 f∗ ��	�� ξX ������ ����	���� � η′
X ���	����

M& >����'$�� ������ 	��������
( %?& f �'	=�������4 %??& ξX ���	�� ��� �'�� X ∈
ObBG4 %??N& ξX �������� ��� �'�� X ∈ ObBG4 %???& ξGs ���	��4 %?@N& �����	 f∗

����� ��	�� ���� ��������� �� �	����� 4 %@& η′
X �������� ��� �'�� X 4 %@?& η′

X ���!
�	�� ��� �'�� X �

��



-��� ������ M& �
�����
� � f∗ ������	��� �������������� BG � ����	� ���� ������!
�	�� � BH �

2�%������$��
� 23 1O3⇒1OO3 ������9 ��	��	% ηY (y) = ηY (y′) ⇔ y′ = hy ��# ��	��& h ∈ Ker f G
1OO3⇒1OOO3 ���������G 1OOO3⇒1O3- ���� h ∈ Ker f 9 � ηHs(h) = ηHs(eH)9 �	%�� h = eH � 1OO3⇔1Of3 H 	���*
&���
 $�	�9 ��	��	% (ηY )∗ : HomH(Y ′, Y ) → HomH(Y ′, f∗f!Y ) ∼= HomG(f!Y

′, f!Y ) �+������#���#
� ����+�����9 ���% �������� f! �� ��$�����G ����&��� 1f3⇔1fO3� 0�	��	% f! � f∗ #��#���#
������ ���#+������9 �� �8�
 ����� 	���&��
 1Of3⇔1f3� 7�	�� 9 1fO3⇒1fOO3 ������9 � ��#
�	����������� 1fOO3⇒1O3 ������ ���������
 h ∈ Ker f � ������� ϕ ∈ HomH(Gd, Hs) ��	9 ����
ϕ(eG) = eH G �&�� h = h · ϕ(eG) = ϕ(h · eG) = ϕ(f(h)eG) = ϕ(eG) = eH �

53 )����+���� ξX : Gs ×H X → X 9 ������#8�� [g, x] � gx9 ������9 >����$�G �������� ���
%����+����# �%�	�� ����%�� ����� � �8�	���&���� ����+���#��

43 1O3⇒1OOl3- �������9 �� f!f
∗X = Gs ×H f∗X = Gs ×G X ∼= X G 1OOl3⇒1OO3⇒1OOO3 ������ ����% 53G

1OOO3⇒1O3- ��# ���& g ∈ G ξGs([eG, g]) = g = ξGs([g, eG])9 �	%�� [eG, g] = [g, eG]9 ���� �%8����%�� h ∈ H 9
��# 	��& g = eG ·h = f(h)G 1f3⇔1fO3 ����% 53� 7�	�� 9 1OOl3⇔1Of3⇔1f3 ���� �� �8�� ����+���
9
	�	 � ��	������� �����+���#�

����� �/�/) 0%��� G H &�%���9 1 H ��������# &�%���9 p : 1 → G � q : G → 1 H ������������
���+��� &���$���� 1 � G � G � 1� 6&���� ���������� �����9 p � q ���% ��%�� ��$��*
�� ���� Bp : P → BG � Bq : BG → P9 	���� �� ��# 	������� ������� p � q� )��D��
#�� ����	��8�� ��� >�� $%�	���� c%�	�� q∗ �������#�� 	�+��% ��+����% Y �& ���9
�������������� 	�	 G*��+���� � ����������� ��
������ G� c%�	�� q∗ �������� G*��+����
X � ��+���� �& ������+��� ���	 XG9 � $%�	�� q! �������#�� X ��+���� �& G*����
X/G� c%�	�� p∗ �������#�� ����% G*��+����% X ��� >� ��+����9 ��D���� ��
����# GG
p∗(Y ) ∼= HomG(G, Y ) ∼= Y G9 &�� G ��
���%��9 ���������## ���+����� � Y G9 � p!(Y ) ∼= G × Y �
��
������ G9 ����������� $��%�
 g · (g′, y) = (gg′, y)�

����� �/�/. 0%��� G H &�%���9 H ⊂ G H ��&�%��� � G9 i : H → G H &���$��� ��+���#�
)��D��9 	�	 %������ $%�	��� i! � i∗� 0%��� Y H H*��+����9 (sα)α∈G/H H ��+���� ����*
���������
 ����� ���+��� 	����� G � H - G =

∐
α sαH � '&�� 	�	 ��+���� i!Y = G ×H Y =∐

α(sαH ×H Y ) � ∐
α Y � G/H × Y � "�� ����$��� ������� � ����� ������� �������������


(sα)� U�
����� G �� G/H × Y �������# ��	- ���� α ∈ G/H � g ∈ G9 � gsα = sβh ��# �������
����������� β ∈ G/H � h ∈ H � '&�� g · (α, y) = (β, hy) ��# ���& y ∈ Y 9 	�	 >� ���������
����%�� �� 	����%	 �� ����$���� i!Y � G/H × Y � g���&���9 i∗Y = HomH(G, Y ) � ∏

G/H Y 9

��	��	% ��#	� H*����+���� f : H → Y ������� ���������������# � ����%
(
f(s−1

α )
)
α∈G/H

���� �������
 �� ������� �������������
 ������ ���+��� 	����� G � H 9 � �����9 ��#	�
 ����
a = (aα)α∈G/H ∈ ∏

G/H Y ����#�� ��������� f � $��%�� f(hs−1
α ) = haα� 0�� >�� ��
����� G

�������# ��	- g · a = b = (bα)α∈G/H 9 &�� bβ = haα9 ����9 	�	 � ����D�9 gsα = sβh�
. ��������9 ���� G = H × K9 � i!Y ∼= Y × K � ��
������ hk · (y, k′) = (hy, kk′)9 � i∗Y ∼= ∏

K Y 9
&�� H ��
���%�� �	�������9 � K ���������#�� ���+������

����� �/�/, 0%��� ������ H ⊂ G H ��������# ��&�%��� � f : G → G/H H 	�������	�# ��*
�	 �#� )��D�� f∗ � f! � >�� ��%���� U�# ���& G*��+����� X f!X = G/H ×G X ∼= X/H H
��+���� H*���� X � ������������ ��
������ G/H � f∗X = HomG(G/H, X) ∼= XH H ��+����
H*������+��� >������� ��+����� X � ������������ ��
������ G/H �

*������� �/�/0 T� ������%8�� ��%� ������� ����%��9 �� ��# ���& H*��+����� X � ���*
& &���$���� &�%�� f : H → G ������� ���������� 	�������� card f∗X ≤ (cardX)(G:f(H))�
J���+�� f � 	���� �� ���V�	����& � ��V�	����& &���$���� &�%��9 �� ��������9 ��
������� �	����� %����+����� ��# ��V�	����& f 9 ��	��	% �&���� ������%8��% ������% ��#
���V�	����& f ������� card f∗X ≤ cardX � )���	 � ����< ��# ��V�	����& f ��+���� f∗X
�����8� ��#��% �����������

∏
G/H X 9 �	%�� ��%���� ����%��� �����������

. ��������9 ���� ����	� f(H) � G 	�����9 � f∗ �������� 	������ ��+����� � 	�������

���	������ �/�/�! ����� f : H → G � ���	���� �	���� 6�����	�� �����	 f! : BH → BG�
��	�"���
� ����� � �����	� f∗ ��"���� �	���
 ��	��	�� ����(

��



7& 9����	 f! ���� ��	���� ��	����� %�	������
�& ����
 �=���� � ����
 � � 	����� ���!
������
� �=����

L& 9����	 f! ��	����� ������
� %���� �� ���	��
� �����������& �=���
 � ������
� � �����
�
%���� �� �	��������'$���� � ���� ����
 ��� ������
 �=����& �=���
 � �����
�� F	�� ���
�����	 f! ������	��� ������' ��"�� ��"������� 	��� f!X/G � X/H �

M& ����� Y ∈ ObBH � X := f!Y � ηY : Y → f∗f!Y = f∗X � �	����� ������	����
� ��	�"���!
���' �����	� f! � f∗� ����� y0 ∈ Y � �	������
� ������� Y � � x0 := ηY (y0) ∈ X � ��
�	�� � X %�������� �� ��� ��"���� X = f∗X&� ���� StabG(x0) = f

(
StabH(y0)

)
� ��� ��	��

StabG(x0) = {g ∈ G : gx0 = x0} ������� ����������	 �������� x0�

O& -��� K ⊂ H � �	�������� ���	����� � f!(H/K) ∼= G/f(K)� ��� H/K 	������	������� ���
H!��"����� � G/f(K) � ��� G!��"�����

2�%������$��
� 23 "� %����+����� $������ ����%�� �� �&9 �� f! ������� ������ ���#+��*
��� � ���% �����#�� ���������� ���%	������ ��������

53 X��� �V�	� f!X �%��9 � ��+���� HomG(f!X, ∅G) ∼= HomH(X, ∅H) ���%��9 ���� �%8����%��
��$��� �� X � �%��
 �V�	�9 �	%�� ����%��9 �� X �%��� X��� p : G → 1 H &���$��� � �������%�
&�%��%9 �9 	�	 �� ����� 1��� �����39 p!(f!X) ∼= f!X/G � (pf)!X ∼= X/H 9 �	%�� ��%���� 	�������	�

����$��� ��+�% ��+������� ���� f!X/G ∼= X/H � . ��������9 ���� f!X ����� �� �� ����
��
 �����9 � � X �+��

43 �+� �������9 �� $%�	�� f! ������ �&���� �������9 ��	��	% ����� ��� ����� ���#+��*
��� $%�	��� 	 f∗ 	�������	� ����$��� '&�� X = f!Y = Gs ×H Y 9 � � ������� ηY : Y → f∗f!Y
H >� H*����+����9 ������#8�� y ∈ Y � [eG, y] ∈ X 9 &�� eG H ����� � &�%��� G� . �����*
���9 x0 = [eG, y0]G ����� ��# ���& g ∈ G ��%���� gx0 = x0 ⇔ [g, y0] = [eG, y0] ⇔ ∃h ∈ H :
(g, hy0) = (eG · h, y0) ⇔ ∃h ∈ H : (g, hy0) = (f(h), y0) ⇔ ∃h ∈ StabH(y0) : g = f(h)9 �	%��
StabG(x0) = f

(
StabH(y0)

)
�

h3 0%��� Y := H/K9 y0 ∈ Y H ���� ����� � ��� ����+���� H → H/K� '&�� � 53 X := f!Y
H ��#��� ���%��� G*��+����9 ���� G*��+����9 ���#8�� ��� �� ��
 �����G �����������9
X ∼= G/ StabG(x0) ��# ���
 ��	� x0 ∈ X � .�#� x0 = ηY (y0)9 �� ��%���9 �&���� 439 �� X ∼=
G/f(H)�

1��	��
� �/�/�!/� 8�� �'�� H!��"����� X �
����� ��	������� ��	������ card f!X ≤ (
G :

f(H)
)
cardX � ���

(
G : f(H)

)
��������� ��� cardG/f(H)� # ��������� ���� ������ f(H) � G �������

� f! ��	����� �����
� ��"����� � �����
�� F	�� ��� ���� f ��=�������� � �� ��	�������
������ �������� 	���������

2�%������$��
� J����&�# X � �%��% ����9 �� �����9 �� �+� �������&��� X ��#����9 ����
X � H/K ��# ��	��
 ��&�%��� K ⊂ H � 6&���� �%�	�% h3 �����+���# f!X � G/f(K)9 �	%��
card f!X =

(
G : f(K)

)
=

(
G : f(H)

)(
f(H) : f(K)

) ≤ (
G : f(H)

)(
H : K

)
=

(
G : f(H)

)
cardX �

X����������� ����������� � >�
  ���	� ���
(
f(H) : f(K)

) ≤ (H : K)9 	��� ������8����# �
�������� ��# ��V�	����& f �

���	������ �/�/�� ����� i : H → G � ��"���� ���	���
 H � �	���� G� �������� Z := i!eBH
∼=

G/H %�������� �� ��� ���	���� ��������������� � ��$�' �������� z0 ∈ X � ��	
� ��������
�	��� ηeBH

: eBH → i∗i!eBH &� 8�� �'�� Y ∈ ObBH ������� ��	�� πY ����������� �	���� Y
� �������
� �=��� eBH �

��	������ �����	
 A : BH → BG/Z � B : BG/Z → BH �����'$�� �	���� 9����	 A ��	�!
���� Y � i!πY : i!Y → Z� � B ��	����� p : X → Z � H!��"���� p−1(z0)� ���� �� �� � � "�� �
	�������� �	��������� i∗X ×i∗Z eBH (

i∗X ×i∗Z eBH
��

��

eBH

ηeBH

��
i∗X

i∗p �� i∗Z �

���� A � B ����'��� ������	���
�� ���������������� �����	���

��



2�%������$��
� 0��+�� ���&9 ������9 �� 	�	 ��+����� i∗X � i∗Z �������� � X � Z9 � ηeBH

�+� �+�������� � ��+����� {z0} → Z9 � ���% �������������� ��������� �����������
��
��������� �������� � p−1(z0) 	�	 ��+����G 	��� �&9 � #��#���# ���V�	�� i∗X 9 � ���%
��
����� H �� p−1(z0) ���% ����� ��
������ G �� X � '����� �����+���� ����	��� �� ����%�8�&
%����+����# ��� T = eBH -

1��	��
� �/�/��/� ����� i : H → G � ��"���� ���	���
 H � �	���� G� T � �=��� BH � 6�����!
	�� �����	
 A : BH/T → BG/i!T � B : BG/i!T → BH/T � �	�������
� �����'$�� �	���� 9���!
�	 A ��	����� p : Y → T � i!p : i!Y → i!T � � B ��	����� q : X → i!T � �	���
� �	�� i∗q : i∗X → i∗i!T
��������� ���������� �	����� ηT : T → i∗i!T � ���� A � B ����'��� ������	���
�� ����!
������������ �����	���

2�%������$��
� 23 )������9 �� ��# ���& p : Y → T ����%�8�
 	������ ��	����-

X
p ��

ηX

��

T

ηT

��
i∗i!X

i∗i!p �� i∗i!T �

U�# �	����������� >�& $�	�� �+������� �&���� ������� � ������� i!X � Gs×H X 9 i!T � Gs×H T 9 ηX

� ����+����� x �→ [e, x] � ηT � t �→ [e, t]9 &�� e H ��������
 >������ &�%��� GG �&�� i!p ��������
[e, x] � [e, p(x)]� .����	������ �����	� >�
 ���&����� ��V�	����� 1��� �����39 �>��% �������
��������9 �� ��# ����� [g, x] ∈ i∗i!X � t ∈ T 9 ��# 	���� [g, p(x)] = [e, t] �%8����%�� x′ ∈ X 9 ��	
9
�� t = p(x′) � [g, x] = [e, x′]� . 	������� ��	& x′ �+� ��#�� gx� U�
���������9 [g, p(x)] = [e, t]⇒∃h ∈
H : (g, hp(x)) = (eh, t)⇒g ∈ H � t = gp(x)9 �	%�� [g, x] = [e, gx] � t = gp(x) = p(gx)9 ��	��	% p H
��$��� H*��+�����

53 T� ��	������� >�& 	������� ��������� ����%��9 �� �%8����%�� $%�	��������
 ����*
$��� αp : p → BA(p)� U�# �&9 ���� ������� ��$��� βq : AB(q) → q9 ��������� ���	 ��
ρ : Y := i∗X ×i∗i!T T → i∗X � ������� ����� ρ′ : i!Y → X ��$���9 ��������%�8�
 ρ � ���#*
+������� 0�+�� βq := ρ′G ��� �8� ��������9 �� ρ′ H >� &���$��� i!T *�V�	��9 ���� ��
qρ′ = i!(σ)9 &�� σ H ���	 �# ��������& ����������# �� T -

Y
ρ ��

σ

��

i∗X

i∗q

��
T

ηT �� i∗i!T

i!Y
ρ′

��

i!σ

���
��

��
��

� X
q

����
��

��
��

i!T �

U�# �	����������� ��������� ��$���� qρ′ = i!σ ������� �	����� �������� �� ���#+�����
��$���� ηT σ = i∗(q)ρ : Y → i∗i!T 9 ��������� ����% 	��%��������� ��	����& 	�������9 ���*
��+���& ��D��

43 �� ���� ��������9 �� βq H ����$���9 ���� �� ρ′ H ����$���� U�# >�& �������9 ��
Y ���� ��+���� ��� (x, t)9 ��	��9 �� q(x) = [e, t] � i∗i!T 9 � ���% i!Y = Gs ×H Y ���� ��+����
���	 (g, x, t)9 ��	��9 �� q(x) = [e, t]9 �$�	��������� � ��D���� >	������������ (gh, x, t) ∼
(g, hx, ht)G �%��� �������� 	���� ��	
 ��
	� ����� [g, x, t]� '&�� ρ′ : i!Y → X H >� ����+����
[g, x, t] �→ gxG ������ 	 ���% �������# $��%�
 γ : x → [g, g−1x, t]9 ���� q(x) = [g, t]G ����+� ������9
�� >� ����+���� 	���	�� �������� � ��
��������� ����� 	 ρ′�

h3 )������ ��������9 �� βA(p)A(αp) = 1 � B(βq)αB(q) = 1G �� �%�	��� >�% �����	%� )���*
���9 �� �	���������� ���#+������ B � A ��������� ���	 ���#+������ i! � i∗G ��� �$�	�
���%� �� ������������ ���	 ��� �	����������� �&9 �� α � β H ����$�����

1��	��
� �/�/��/� ����� i : H → G � ��=������
� ���	���� �	���� Z � �� G!�=��� G/i(H)�

7& F����	�� BH ������������ �����	�� BG/Z4 ��� �������������� �����	�� ������� �"!
�������� i∗ � �����	� X �→ (X × Z → Z) � i! � (X → Z) �→ X �

L& 9����	 i! � 	����� 	�������
� �	��������� � ��	� ��	 �	������ � ���"� ��	����� �!
��	����
 � ���	����
�

��



M& 8�� �'�� �=���� X ∈ ObBG �=��� i!i
∗X ���������� ���	��� X×Z4 �	� �"����������

i!i
∗X � X × Z �	���� ξX : i!i

∗X → X �"����������� � �	������ X × Z → Z�

*������� �/�/�� ;�%��� G ������� ������#���# ���� 	�����$� ��%�8�� ���� BG� U�
*
���������9 �V�	� Gs ∈ ObBG �+� ����	��������� 	�	 ��	��������
 ��#���
 ���%��
 �V�	�
BG� !�������� �V�	�� ��������
 	���&��� �������9 �� � �� #��#���# ��� ������� �V�	��G
��������� �������9 �� � �� ���������#���# � ���� �%��� ��%� ���%���� �V�	��G ��	�� 9 ��	��*
�������� � ����� ��%��� ��������# ��	- ��# ���& ���%��& ��#��& X �%8����%�� 1��������*
� ����������
3 >����$��� �� Gs � X � '����� G ���������������# 	�	 &�%���9 �������+��#
&�%��� �����$���� >�& �V�	��- G = AutBG(Gs)���

)������� ����� Ab(BG) 	���&��� �������� &�%�� � 	���&��� BG� )�V�	�� >�
 	���&��� H
>� ������	� (A, µ, σ, ε)9 ���#8�� �� �V�	�� A ∈ ObBG � ��$���� ��+���# µ : A × A → A9
��#��# �������+�& >������� σ : A → A � �%���& ��$���� ε : eBG → A9 %�������#�8��
������ �	����� ������
 &�%���� e��9 �� ������� �� G*��+����� A ���%	�%�� ������
 &�%���
��������� ������� �� ������
 &�%��� A ��
����# &�%��� G9 �&�������& � ��+�����G ��	��
�����9Ab(BG) H >� 	���&��# G*�������� &�%��9 ���9 �� �� � � +�9 ����� Z[G]*��%��
� g���*
&����� ����� �+� ��������� 	�� � 1��� �������� � ����� �
3 � BGG �V�	�� >�
 	���&���
H >� G*	�� �9 ���� 	�� � � ��
������ &�%��� G9 �&��������� � ��+����� � %��+����� � 	��*
 �� X��� K H ��	� 	�� 9 �+� ��������� 	���&��� 1�����3 K*��%��
 � 	���&��� BG9 	���#
� ����� ��%��� �%��� 	���&���
 K*G*��%��
9 ���� 	���&���
9 �V�	�� 	��
 H >� B������C
K*��%�� M 9 ���������� ��
������ &�%��� G9 �&��������� � %��+����� �� �	��#�� �� M 9 ����
gλ ·gx = g(λ ·x) ��# ����� g ∈ G9 λ ∈ K � x ∈ M � "�� ���������# �+� $������ �������������
�� ��%��
 ��������
 ��&��������	
 ���%	�%�� γ9 �������� ��� ����� 	���&��� Bγ

GG ��� E��F9
AAA�

���������� �/�/�� U�# ���
 &�%��� G ������� ����� Ab(BG) = Ab(G) 	���&��� ��������
&�%�� � BG9 ���� 	���&��� G*�������� &�%��� U�# ���
 &�%��� G � G*	�� � K ������� �����
K*Mod(BG) = K*Mod(G) 	���&��� 1�����3 K*��%��
 � BG9 ���� 	���&��� 1�����3 K*G*��%��
�

*������� �/�/�" 0�����+��9 �� C � D H 	���&���9 ������8�� 	������� ���	�������
��������� 1���� $�������� >������� � ����������� ����������#��39 h : C → D H ����
 �����
$%�	��9 � �%���9 ��������9 A = (A, µ, σ, ε) H ������� &�%��� � C9 ���� A ∈ Ob C9 µ : A × A → A9
σ : A → A � ε : eC → A9 ������ >�� ��$���� %�������#�� ������ %����#�� 0������� 	 >��%
����% h9 �� ��%��� ������% &�%��% hA = (hA, hµ, hσ, hε)9 ���� �� �+������� h(A×A) � hA×hA �
heC � eD� '�	�� �����9 ���
 ����
 ����� $%�	�� h : C → D ������#�� $%�	�� Ab(h) : Ab(C) →
Ab(D)9 	���
 �� ���� �%��� �������� �
 +� �%	�
 h� "� ���������� ����������#���# ��
���������� ��&��������	�� ���%	�%��� 7�������9 ��# ���& 	�� � K � C �������� $%�	��
K*Mod(C) → hK*Mod(D)�

. ��������9 ��# ���& &���$���� &�%�� f : H → G ����� ����� $%�	��� f∗ = B∗
f �

f∗ = Bf ∗ ���% ��%�� $%�	��� Ab(B∗
f ) = B∗,ab

f = f∗,ab : Ab(BG) → Ab(BH) � Ab(Bf ∗) = Bf
ab
∗ =

fab
∗ : Ab(BH) → Ab(BG)� X��� �� ������� ����� IG : Ab(BG) → BG � IH �������8�� $%�	���9
� �� ���������# $%�	��� f∗,ab � fab

∗ ��������� ����%��9 �� IHf∗,ab = f∗IG � IGfab
∗ = f∗IH 9

�� ����#�� ���� �������� $%�	��� f∗,ab � fab∗ ���� f∗ � f∗� ���� �&9 ��&	 ������9 ��
����$��� ���#+���# θX,Y : HomH(f∗X, Y ) ∼= HomG(X, f∗Y ) �������� &���$���� ��������
&�%�� � &���$���� �������� &�%�� 1>� �� ���� ���� �8�
 $�	�9 ��� �	����������� 	��&9
���� ���#+������ f∗ � f∗9 �%8������� ������%���# ������ ����� f∗39 � ���% $%�	���
f∗,ab � fab

∗ �*���+���% ���#+���9 ������ ����$��� ���#+���# >��� $%�	��� B�� +�C9 ��
� ����$��� ���#+���# f∗ � f∗�

��	 ����9 ����� ����%��9 �� fab
∗ : Ab(BH) → Ab(BG) �����#�� ���������� ���	������

������� �9 � ��������9 ���� �����9 � f∗,ab : Ab(BG) → Ab(BH) �����#�� ���������� ���%	������
������� �9 � ��������9 ���� ������� ���� �&9 f∗,ab � ����� ��%��� �����#�� ����������
���	������ ������� 1��	��	% ���	������ ������� G*�������� &�%�� ������#���# � 	���&���
��+����9 � f∗,ab ���� $%�	�� �%+���# &�%��� ������� ��������� f : H → G3�

c%�	�� f! �� #��#���# ����� ����� � ���% �� �+�� ���� ��������� ��# �������# $%�	�*
�� fab

! 9 ���#+���& ����� 	 f∗,ab� '�� �� ����� ��	
 $%�	�� �%8����%��G � �+�� ���� ��������
$��%�
 fab

! B = Z[G]⊗H B9 &�� &�%����# ��&���� Z[G] ��������������# 	�	 (G, H)*������� &�%���9

��



� ������ Z[G]⊗H B �������� ������� ����������� ��� Z[H ]9 ���9 �� �� � � +�9 $�	����%��
��%�# Z[G] ⊗ B � ����%��9 ��+�����% >��������� ���� gh ⊗ b − g ⊗ hb� c%�	�� fab

∗ ��	+�
�+� ������ ����&����� �����- fab∗ (B) = HomH(Gd, B) ∼= HomH(Z[G], B) = HomZ[H](Z[G], B)9
&�� Z[G] ��������������# 	�	 (H, G)*������� &�%���� ����� +�9 $%�	�� fab

! ������������ � ��*
��������� ���%	������� ��������� �9 � ��������9 ���� �������

0%��� K H 	�� � �� �+�� ������������� �& 	�	 G*	��  � ����������� ��
������ G ��#
���
 &�%��� G� U�
���%# 	�	 � ��%��� �������� &�%��9 �+� ��������� ����&� $%�	��� f∗,ab9
fab∗ � fab

! ��# 	���&��
 K*��%��
 �� BG � BH � '�� �� ����� ����& �%8������� ��& ����� ��
��%�����#9 ��	��	% ��� >�� $%�	���9 �	����# ��������%�8�
 ������� f!9 �&���%���# � �����
���������� $%�	����� 	���&��
 �������� &�%�� 1���� �������� �������� %����# 	��%��*
�������9 �	�����8�� � ���# �������8�� $%�	��� �� 	���&��
 K*��%��
 � 	���&��� ��������
&�%��3� 0>��% �� �������� >�� $%�	��� ��	 +�9 	�	 � ��������%�8�� $%�	��� 	���&��

�������� &�%��� X��� B H >� K*H*��%��9 � $��%�� ��# f∗B � fab

! B9 ������ ��D�9 �+� ����*
������ � ���� f∗B = HomH(Gd, B) ∼= HomH(K[G], B) = HomK[H](K[G], B) � fab

! B = K[G] ⊗KH B�

*������� �/�/�� =������8�
 $%�	�� I : Ab(BG) → BG ������� ����� ���#+����� L : BG →
Ab(BG) H >� $%�	�� ��+����# �����
 ������
 &�%���9 ������#8�
 G*��+���� X � ��*
���%� ������% &�%��% L(X) = Z(X)9 �� 	��
 G ��
���%��9 ���������## ��#��� ���&�����9 ����
g · [x] = [g · x]9 &�� g ∈ G9 x ∈ X 9 � [x] ∈ Z(X) H ��������%�8�# ����%�8�#� X��� f : H → G H &�*
��$��� &�%��9 �9 �������� ���#+����
 ����� $%�	�� 	 IGfab

∗ = f∗IH 9 ��%���� 	�������	�

����$��� f∗,abLG

∼= LHf∗� g���&��� �� IHf∗,ab = f∗IG ��%���� fab
! LH

∼= LGf!�
X��� K H G*	�� 9 � �������8�
 $%�	�� IK : K*Mod(BG) → BG ��	+� ������� ����� �*

��#+����� LK : BG → K*Mod(BG)� "�� $%�	�� �������� G*��+���� X � LK(X) = K(X) �
��
������ G9 ����������� $��%�
 g ·∑x∈X λx[x] =

∑
x∈X(g ·λx)[gx]� "�� $%�	��� ����������*

�� � f∗,ab � fab
! 9 	�	 � � ��%��� �������� &�%���

*������� �/�/�) 0��	�����	� ��� $�	��9 �	������� ����� ��# $%�	��� f∗ � f∗9 ������#��#
��� ��������
 �� $%�	��� f∗,ab � fab

∗ � 6 $%�	��� fab
! ��� ���8����# ���� �		%����� 7����*

���9 � ���%� �� ������� ����� $%�	�� q∗,ab = q∗ �������� ������% &�%��% B � ��������%�8%�
���������� G*������% &�%��%9 ���� � &�%��% B � ����������� ��
������ G9 $%�	�� qab

∗ = q∗ ��*
�����#�� G*������
 &�%��� A �� ��+���� ������+��� >������� AG9 � $%�	�� qab

! �������� A
� AG H $�	��&�%��% A � ��&�%���9 ��+����
 >��������� ���� ga− a� '�	�� �����9 ������
1���� �����3 ��������� $%�	��� $%�	��� q∗ 1���� qab

! 3 ���� � ������ 	&��&�� 1����
&��&��3 &�%��� G� . ��������#� �& +� ������� $%�	�� p∗ �������� G*������% &�%��% A
� �� ���%9 ��D���%� ��
����# G9 $%�	�� p∗ �������� ������% &�%��% B � Hom(Gd, B) ∼= ∏

G B9
&�� G ��
���%��9 ���������## ���+�����9 � pab

! �������� B � Z(Gs) ⊗ B = B(Gs)9 &�� G ��
���%��9
���������## ��#��� ���&������

. ���%� �� ������� ����� ��# ���
 G*������
 &�%��� A G/H*������� &�%��� f∗A �������� �
AH 9 � f!A H � AH �

*������� �/�/�)/� 0%���9 	�	 � � ������� ����<9 i : H → G H ��+���� ��&�%��� H � &�%��%
G9 B H H*������� &�%���9 (sα)α∈G/H H ������� �������������
 ����� ���+��� 	����� G � H �
'&��9 	�	 � ����D�9 i∗B = HomH(Gd, B) �+������#���# � ������
 &�%��


∏
G/H B ���������

����������# H*$%�	 �� f : Gd → B �����
(
f(s−1

α )
)
α∈G/H

� )��D�� ������ iab
! B- >� Z[G] ⊗H B ∼=⊕

α sαZ[H ] ⊗H B ∼= ⊕
α B ∼= B(G/H)� T���� &��#9 iab

! B ����$� 1	�	 ������� &�%���3 ��#�

�%��� G/H >	�����#�� BG ��� >�� ��#	�
 >������ x = iab

! B = Z[G] ⊗H B ������� �����������#
� ���� x =

∑
α sα ⊗ xα9 � >��% >������% �������#���# ���� (xα) ∈ B(G/H)� )��D�� ��
����� G

�� iab
! B � �������� >�& ����������#� 7���+� ������9 �� ���� gx =

∑
α sα ⊗ yα9 � yβ = hxα9

����9 	�	 � ������� ����<9 gsα = sβh� )������9 �� i∗B ���� ��+���� ����� (xα) ∈ ∏
G/H B �

��
������ &�%��� G9 ����������� �
 +� $��%�
G ��� ����� �� ��������� ����$��� G*
�������� &�%�� σ : iab

! B → i∗B9 	���
 #��#���# ����$����9 ���� ��+���� G/H 	����� .
��
������������ >�� ��$��� �� ������� � ����� ������� �������������
 (sα)9 ��	��	% �
�������� � ��$���� Nf,B �� ����%�8�& ���������#�

����	����� �/�/�. ����� f : H → G � ���	���� �	��� � �����
� ��	�� 8�� �'�� H!
������� �	���
 �	������ ���	���� H!������
 �	��� N ′

f,B : B → f∗f∗B = HomH(Gd, B) �	!

���� N ′
f,B(b) = ϕb� ��� ϕb(g) =

∑
h∈f−1(g) hb� �������� ���"� ��	�� Nf,B : fab

! B → f∗B �	����

��



G!������
 �	���� ���������'$�� �	����� N ′
f,B � ��	�"������� :������ ������� ��	��

N ′
f : 1BH → f∗f∗ � Nf : fab

! → f∗ ���������'$�� ����������
� �	��	������� �����	��

0����	� 	���	����� >�& ���������# ������# 	 �����	� �&9 �� ϕb

(
f(h′)g

)
= h′ϕb(g) �

ϕh′b(g) =
(
f(h′)ϕb

)
(g)G �� >�� $��%�� �����#���# ��������������

���	������ �/�/�, > 	���� ��������� �	��
��$�� �	��������� �� �	�� ��� �������
��	�� n �	��� ��	� f � ����(

7& ���� f ��=�������� � Nf,B ��=������� ��� �'�� B4 ����� �	�� ��� ������ f(H) � G �������
� ��� Nf,B � ���	����
4

L& ��� �'�� H!����� B� ��� ��	� ������� nf!B ���"���� �� n ��=�������� ���	����
Nf,B ��=�������4 ���� ������ f(H) � G ������� � ������� nB ���������� � Nf,B ��������
���	������

2�%������$��
� 23 "� %����+����� ��������� ����%�� �� ����%+����
 ��������# �������� ��# i =
f 9 ���� ���	 �� �������9 �� ��$��� σ : i!B → i∗B9 ����������
 � ���������9 �������� � Nf,B�
U�# >�& ������� �������� �������� ��������%�8�� � ���#+���� ��$���� N ′

f,B � σ′ =
i∗(σ)ηab

B : B → i∗i!B9 &�� ηab
B : B → f∗fab

! B H 	�������	�
 ��$���� 0�� �+���������� �� ��������#
�������� ��$��� ηab

B �+������#���# � ��$����9 �������#�8�� b ∈ B ���� (bα)α∈G/H 9 ��	
9
�� bε = s−1

ε b � bα = 0 ��� α �= ε9 &�� ε H 	���� ����� � � G/H � =���� σ �������� >�� ���� �
$%�	 �� ϕ′

b : Gd → B9 ���������%� >��� +� �����G �&���� ����< ��%����9 �� ϕ′
b(h) = hb ���

h ∈ H � ϕ′
b(g) = 0 ��� g �∈ H 9 ���� ϕ′

b = ϕb � ���% σ′ = N ′
f,B�

53 J�������� ������� ��%��
9 	&�� f : H → G H ���V�	�����
 &���$��� � #��� K� '*
&�� fab

! B �+������#���# � BK 9 � f∗B � BK G ��� >��9 	�	 ����+� ������9 	�������	�
 ��$���
ηab

B : B → f∗fab
! B �+������#���# � 	�������	�� >����$���� π : B → BK 9 � η′

B : f∗f∗B → B �+*
������#���# � ��+����� λ : B → BK G �>��% N ′

f,B �+������#���# � ��$���� N ′ : B → BK 9 ��*

����#8�� b �
∑

h∈K hb� .���% ��������� f∗(Nf,B)ηab
B = N ′

f,B �� ��%����9 �� N = Nf,B : BK → BK

H >� ����+����9 ������#8�� 	���� >������� b ∈ B � >������
∑

h∈K hb ∈ BK � '����� �������*
������ ����9 �� Nπλ = nBK � πλN = nBK G �>��%9 ���� nBK ��V�	�����9 � � N ��V�	����G ����
+� nB ���	�����9 � Nµ = 1BK � µN = 1BK ��� µ = πn−1

B λ9 � ���% N H ����$����
. �8�� ��%��� ����+�� f : H → G � 	���� �� ���V�	����& &���$���� p : H → I

� ��+���# i : I → G9 &�� I = f(H)� )�+������� fab
! B � iab

! pab
! B � f∗B � i∗p∗BG �&�� ��$���

Nf,B : iab
! pab

! B → i∗p∗B �+������#���# � Ni,p∗Bi!(Np,B)� 0����	� >�& $�	�� ����������� �������
���#+������ pab

! � p∗9 � ����� iab
! � i∗ ������# 	 �����	� �&9 �� N ′

f,B = p∗(N ′
i,p∗B)N ′

p,B : B →
p∗i∗i∗p∗B� "� %����� �����#���# ������������� ����# �� ���������# �����< � �� #��
 	�*
���%	 �� ����$���� i∗p∗B ∼= f∗B� X��� &�����# %��+���# �� n � ������
 &�%��� f!B ∼= i!p!B
��V�	�����9 � � &�����# np!B ��V�	�����9 ��	��	% i!p!B ����$�� ��#�
 �%��� (G : H) >	���*
��#�� p!B� 0 �	������% ��# ���V�	����& ��%��# Np,B9 � ������9 � i!Np,B ��V�	�����9 � 	 ��%
+� Ni,p∗B ��V�	����� � �%�	�% 23� 0>��% � Nf,B ��V�	������ . �� ��%���9 ���� nB ���	�����9 �
����	� f(H) � G 	�����9 Np,B #��#���# ����$����9 � ������9 Nf,B = Ni,p∗Bi!(Np,B) �+��

1��	��
� �/�/�,/� 7& 8�� �'�� ��=������� ���	����� �	��� f : H → G� �	�� ��	�
�������� ���	���� ������ ������� � G� ����������� �	��	������� Nf : fab

! → fab
∗ ��������

���	������ ��"�
� �� �����	� fab
! � fab∗ ������� ���	����� � ���
�� � �	��
� ��	�"��!

�
� �����	�� ����� ��	� � � 	����� �	������
� ���������
� � �	������
� �	����
�
L& 8�� �'�� ���	����� �	��� f : H → G � �����
� ��	� �	���� n � �'�� ����� K�

� ��	� �	�� ���� ����� n �	����� ����	"����� ������ 7& ��	�� ���� �	��������� 	�����	�!
���� �����	�� K!������� ���� ���� 	�����	��� �����	
 fab

! � fab
∗ ��� �����	
 �� K!Mod(BH)

� K!Mod(BG)�

*������� �/�/�,/� . ��������9 � %����#� ��������# $%�	�� fab
∗ ������� ������ ���#+�����

f ! = f !,ab9 � $%�	�� fab
! ������� ����� ���#+����� f? = f?,ab� )�� $%�	��� f !,ab � f?,ab ����$*

�� $%�	��% f∗,ab � ���% �����#�� 	�	�� %&�� ���%	������ � ���	������ ��������

�<



����	����� �/�/�0 ����� G � �	����� 8�� �'�
 ��� �=���� X, Y ∈ BG ������� ��	��
PQRBG(X, Y ) ��� �	�� PQR(X, Y ) ��"���� ��	�"���� ϕ : X → Y � ��������� G� ������
�
�	���� (gϕ)(x) = g : ϕ(g−1x)� ��=��� PQR(X, Y ) ���� m]Q*�V�	� � �����	�� BG� ���� �=����
�	��������'$�� �����	 S �→ HomG(S×X, Y )4 ����� ��	�� ����� ���� ����������� ���	����
�	������	� HomG(S × X, Y ) ∼= HomG(S,PQR(X, Y ))�

-��� A � B � G!������
 �	���
 %����� K!G!������ ��� K � G!����&� � ��	�� PQRab
G (A, B)

%���� PQRK(A, B)& �
 ������� ���=��� � PQRG(A, B)� �	������
� ���	������� ������
 
�	��� %���� K!������
�� ��	�"������&� ��������
� ����������� ��	����	� G!������� �	���

%���� G!������� �	���
 �� � ������ ����������� K� K!G!�����&�

:������ ��� �'�
 ��� G!������
 �	��� A � B %���� ��� �	��� K!G!����� A � ����
K!G!����� B& ������� ��	�� A ⊗ B %���� A ⊗K B& �
��� ����	�� �	���������� ���������
��	����	� G!������� �	���
 %����� K!G!����� � �� ������� ���� K ����������& � �	�����
g(a ⊗ b) = ga ⊗ gb�

*������� �/�/�0/� 0%��� f : H → G H &���$��� &�%��9 X 9 X ′ H G*�V�	��� '&��9 	�	 ����+*
� ������9 f∗PQR(X, X ′) ∼= PQR(f∗X, f∗X ′)�

��� ����"��� G&��'����( ��	�����
 ��!��


)��%��� ������ ��������#9 ��������� ��# ��	����& ��%��#�

����	����� �/�/� 8�� �'�� �	������ �	���
 G ������� ��	�� BG �����	�' ���	������
G!��"����� ���� G!��"���� X � ��� ��	
 �������� G × X → X ���	�	
��� ���� �������� X
����	���� �������� 5���� ���
���� BG 	�����$� ��%�8�� ���� ��	����
 &�%��� G�
;������� �	�������' I�*�* ������� �����	�' �����
 ����	���
 G!��"���� ��	�� bG �
������� ��	�� eBG � ∅BG = ∅G �������
� � ���������
� �=���
 �����	�� BG %� bG&�

# �����	�� BG ��$�����'� �	������
� �	������
� � ���������
� �	����
� �	���� �����
�
�	������
� � �	������
� ���������
� �	����
 G�"� �
������� � �����	�� ��"����H�

8�� �'�� ���������& ���	����� �	�����
 �	��� f : H → G ������� ��	�� f∗ : BG →
BH �����	 ��"���� �	���
 ��	��	� ���� f � �������� %������ ��$�����'$��& �	��
� ��	�!
"���
� �����	 � f∗ ��	�� f∗� � ���
� ��	�"���
� %���� � ��$�������& � ��	�� f!� 9����	 f∗
��	��������� � �	������
�� �	������
�� �	������� %� ���� ���� �����&4 �����	 f∗ �!
��� %����� � ��	���& � � 	����� �	������
� ���������
� �	����
� # �� ������� ���� ��$�������
�����	 f!� � � 	����� �	������
� ���������
� �	����
� � f∗ � �	������
� �	������
�
�	����
�

# �������<�� ��� �'�� �	������ �	���
 G �
 ����� 	������	����� ���� ����	���
� G!
��"������ ���� �� ��	�� �	������ 8�� ��� ���
 �������� �� �� G!��"����� X ������
������� ������� � ����	����� �
 ����� ���
���� X ���&����	�� G*��+������

;������� I�*�*I �	������ �����	�� Ab(BG) = Ab(G) � K!Mod(BG) = K!Mod(G) � �����	

f∗,ab = f∗� fab

∗ = f∗� � ���"� �����	 fab
! � ��	�"���
� ����� � f∗,ab� ���� ���� �����	 ��$��������

*������� �/�/�/� )������9 �� ���� G*��+���� X �����������# � ���� X =
⋃

U XU 9 &�� U ��*
��&��� ��+���� ���� �	����� ��������� ��������
 G9 � XU 9 	�	 ����9 �������� ��+����
U *������+��� ���	 � X 1�������9 �� �� ������������� ���	 ���	������ G*��+�����3� "�%
+� $��%�% �+� �������� � ���� X = lim−→UXU 9 ������ ���%	�����
 ������ ������# � $�����%�*

8��%�# ��+����% ����	��9 � ��� ��$���� ������� XU → XV ��V�	������
)��D�� ������9 	�	�� ����� � 	���&��� BG ������#���# ���	������ �������� U�# ���*

& $%�	��� F : I → BG �� �������� lim←− F ����%�8�� �����- lim←−IFι = lim−→U lim←−IFU
ι � U�%&�

���+�� ������� >�& ������� ��	�- �������� ������� X ′ = lim←−IFι � 	���&��� ���&���*

�	�� G*��+����9 ���� � 	���&��� ���&����	�� ���������� � ����������� ��
������ G9 � �����
������ ������D�� ���	����� G*����+���� X � X ′9 ���� ��+���� ���	 �� X ′9 �����������
	���� �	���9 ���9 �� �� � � +�9 �V�������� X =

⋃
U X ′U � '&�� >� G*��+���� X � �%���

��	��� ���	������ ������� � 	���&��� BG�

*������� �/�/�/� 0%��� f : H → G H ����������
 &���$��� ��	������ &�%��� )��D��9 	�*
	�� ����� ��# ����& H*��+����� Y ������# f∗(Y )� )��� �� ���+��� 	����%	 �
 ��	��-

��



f∗(Y ) = lim−→UfU∗
(
Y f−1(U)

)
9 &�� U ����&��� ��+���� ���� �	����� ��������� ��������
 &�%���

G � fU : H/f−1(U) → G/U H &���$��� ���	������ &�%��9 ���% �������
 f 9 � fU∗ H $%�	*

��9 ����������
 � �����G �&���� �������9 fU∗Y
f−1(U) = HomH

(
G/U, Y f−1(U)

)
� )����� ���� ��%&�

���+�� ������� f∗(Y )- >� ��+���� ���� H*����+���
 G → Y 9 ���%�	��8���# ����� ��	�*
�%� &�%��% ���� G/U 1����� &��#9 f∗(Y ) ����� �� ���� 
������
�� ���
�
����	 H*����+���

G → Y 3�

���	������ �/�/� ����� f : H → G � ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	���� >����'$��
������ 	��������
(

(i) f ��	
��

(ii) >�$������� �����	 f!� ��	�"���
� ����� � f∗�

(iii) 8�� �'�� ��	
�� �	������ �������� V � H ��$������� G!��"���� f!(H/V )� �	��!
������'$�� �����	 X → HomH(H/V, f∗X) ∼= (f∗X)V �

(iii′) 8�� �'�� ��	
�� �	������ �������� V � H �����	 X → (f∗X)V ��	��������� �
�����	�'$����� �	������
�� �	��������

(iv) 9����	 f∗ ��	��������� � �	������
�� �	������
�� �	��������

(iv′) 9����	 f∗ ��	��������� � �����	�'$����� �	������
�� �	��������

-��� ��� ������ �
�����
� � f! �"� �	������� 	�������� f!Y = Gs ×H Y %��� I�*�S�*&� ��
�	�� ��� �	������ �����	 fab

! : Ab(BH) → Ab(BG)� ��	�"���
� ����� � f∗,ab� �	���� fab
! �"�

�	������� �	���� fab
! B = Z[G] ⊗H B�

2�%������$��
� (i)⇒(ii)- 0�+��9 	�	 � �������9 f!Y := Gs ×H Y G ��	��	% ��# ���& >�������
[g, y] ∈ f!Y ������� �������� StabG([g, y]) = g StabG([eG, y])g−1 = gf

(
StabH(y)

)
g−1 1��� �����,3 �

f �	���9 ����������� ���& >������� f!Y �	��� � ���% f!Y #��#���# ���	������ G*��%����
'� $�	�9 �� f! ���#+�� ����� 	 f∗9 ����%�� ������ �� ��������

T����	� �� (ii)⇒(iii) � (ii)⇒(iv)⇒(iv′) �������G 	��� �&9 (iii)⇒(iii′)9 ��	��	% ��#	�
 ����*
�������
 $%�	�� ������������ � ����������� ���	������� ���������� T����	� �# (iii′)⇒(iv)
����%�� �� �& $�	��9 �� ����
��� $%�	��� (FV : Y �→ Y V )V �����
�������9 ���� ��#	�
 ��*
$���9 ��������� ���������
 ����� >���� $%�	����� � ����$���9 #��#���# ����$����G
>� %����+����� ��������� ����%�� �� �&9 �� ��# ���& Y ∈ ObBH ������� Y = lim−→V Y V �

U	�+�� (iv′)⇒(i)� 0%��� V H ���������# �	����# ��&�%��� � H � )������� ����� U ��+�*
��� �	����� ��&�%�� U ⊂ G9 ����+�8�� f(V )9 � ��# 	�+�& U ∈ U ������� XU := G/U �
J�������� ���	�����
 ������ X := lim←−UXU � BGG � ������+���� f∗X �+������#���# �

lim←−Uf∗XU � ���� �&9 ������� ����� X ′ ���	�����
 ������ XU � 	���&��� ��+���� 1��� �*

��&����	�� ����������3G �&���� �������9 X 1���� f∗X3 �+������#���# � ����+����� ���	
x ∈ X ′9 ����������� 	���� � G 1���� � H3 �	���� J�������� ��	% ξ ∈ X ′9 #��#�8%��# �*
���� ����� � &�%��� G ��� 	�������	
 ���	 �� G → X ′� )������9 �� StabH(ξ) ⊃ V � ���%
ξ ∈ f∗X 9 �9 ��	��	% �� �+�������� f∗X � X 9 ξ ∈ X 9 ���� StabG(ξ) =

⋂
U U �	��� � G� )������

��������9 ��
⋂

U U = f(V )9 ��	��	% f(V ) H 	���	���# ��&�%��� � G�
7�� ������ �	�����9 �� $%�	�� fab

! B9 ����������
 ��������� fab
! B = Z[G]⊗H B9 	���	��

�������� ��# �	���& f 1�� $�	�9 �� fab
! ���#+�� ����� 	 f∗,ab9 �%��� �������� �&�� �� �8��

����+���
3� U�# >�& ������ ���������
 >������ α =
∑

1≤i≤n gi ⊗ αi ∈ fab
! B � �������9 ��

����������� StabG(α) ⊃ ⋂
1≤i≤n gif

(
StabH(αi)

)
g−1

i �	��� � G�

*������� �/�/�/� T� �8�� ��
��� ��	������ &�%�� 1��������9 �� �� ����	������ �� 	�	 	�*
��	���� ����� ����#���� &�%��3 ����%��9 �� %����� (i) �����+���# ����� >	��������� ����% ��
����%�8�� %����
-

(i′) )���� f(H) �	��� � G�

(i′′) f(H) H ��&�%��� 	����& ����	�� � G�

�!



*������� �/�/� 0��	�����	� ��� ���%������9 �	������� � ��� ��# ��%��# ���	������ &�%��9 ��*
����#��# ��� ��������
 �� ��	�����
 ��%��
9 ���� �&������# ������������� %����+����#9 	�*
���8���# $%�	��� f!9 ���	 � �� ��%���9 ���� &���$��� &�%�� f �	���9 ���9 �� �&����
��������� ������� �� � � +�9 ���� ����	� f(H) � G 	������ '�	9 ����� ������# ��� ��������
9 ��
��	�������� %����+����# �� p!9 	��� ����� ����� ���	 � �� ��%���9 ���� G 	������ g���&��*
�9 %����+����� �� i! �� ������� ����< ����� ����� ���	 � �� ��%���9 ���� ����	� (G : H) 	������
0����� ����� �� �%+�����# � ��������#�9 	�	 � ��� %����+����# �� ���V�	������ &���$����
&�%��9 ��	��	% ��� ���V�	������ &���$���� ��	������ &�%�� ������ �	�����

X���������� ���� �������� ���������9 ����D���# �����������9 	������# ���������# �����!9 �
	��� �%+� ������ ������#�� PQRG(X, Y ) 	�	 ������D�� ���	����� G*��+����9 ����+�8��*
�# � ��+����� ����+���
 ϕ : X → Y � ��
������ G9 ����������� $��%�
 (gϕ)(x) = g ·ϕ(g−1x)�
T���� &��#9 PQRG(X, Y ) ���� ��+���� ����+���
 ϕ : X → Y 9 #��#�8���# U *����+���#��
��# 	�	
*���%�� �	���
 ��&�%��� U � G9 ���� ϕ(gx) = gϕ(x) ��# ����� g ∈ U � x ∈ X �

*������� �/�/" )������9 �� ��# ���
 ��	����
 1� ��� ���� 	����
3 &�%��� G 	���&���
bG � BG ������� ������#�� ��%& ��%&�� g �����9 	���&��� bG �+� ������� 	�	 ��*
�%� ��	���&��� � BG9 ��������%� �������� ��������� �V�	���� BG9 ���� ��	��� X ∈ ObBG9
��# 	���� �%8����%�� >����$��� T → eBG 9 ��	
9 �� T *�V�	� X × T → T ����$�� �%�*
�� �V�	�� T → T � 7����9 �+� ���������� 	���&��� BG � bG9 ��������� 	���&���
Ind(bG) AMh*�V�	�� 	���&��� bG9 ���� 	���&���9 �V�	���� 	��
 #��#���# ���%	������ ��*
����� \nOQ`−→ α Xα = (I, Xα, ϕαβ)9 &�� I H ���� $�����%�8���# %��#������ ��+����9 Xα ∈ ObbG9

ϕαβ : Xα → Xβ ��� α ≤ β H ��$���� �������G ��$���� � Ind(bG) ������#���# ���������
HomInd(bG)(\nOQ`−→ α Xα, \nOQ`−→ γ Yγ) := lim←−γ lim−→α HombG(Xα, Yγ)�

. ��
������������ �����# ��D� ����	������ �# bG 	�	 ���
 ��	���&��� � BG ����� �
��# ��������
 ���	����
 &�%��� GG ���	 ��# ��������
 ���	����
 &�%��� G 	���&��#
Ind(bG) >	���������� ���� �� 	���&��� BG9 � 	���&��� B bG9 &�� ����� Ĝ ������� ��	�����
�������� &�%��� G�

���� �&9 ����+� ��������9 �� ����# �� 	���&��
 BG ��� bG ������� ������#�� ��*
	����%� &�%��% G�

����	����� �/�/� ����� R � ���� %������������ � ��������&� G � �	������� �	����� .

����� ��	���� �� ��#�	 &�%��� G ������ � R� ���� �	��� �'�� ����	���� ����	�	���

�	���
 G �	���� � R� .
 ����� ��	���� �� ������� �	���� A ������� ������ �� ��#�	 G�
��� �� ��#�	 G ������ � A� ���� �	��� �	���
 G �	���� � ����� ����	����� �������
�	���
 A�

)������9 �� � �� ��%���9 ���� &�%��� G 	�����9 �������&�#9 ��������# � >�� ����������9
�&���%���# � ������ ���%������������

����	����� �/�/) ����� G � �	������� �	����� �������� ��	�� µG %���� νG& �������	�!
�����' %���� �	������	������'& ��	� A��	� �� G� �	��	�����' ������� µG(G) = 1 %����
νG(G) = 1&� 8�� �'�� %����	����& ������� �	���
 A� � ��	� �	���� �	��� �	���
 G� �
�'�� ���������& ��	�"���� f : G → A �	������ ����&��� ��� ������� �������� f �� G �
������� ��	��

∫
G f dµ�

∫
G f dµG ���

∫
G f(g) dµG(g) ������� �	���
 A� �	�������
� �����'$��

�	���( ∫
G

f(g) dµ(g) =
1

(G : U)

∑
x∈G/U

f ′(x)

��� U � ��	
�
� �	�����
� ��������� ��� ��	� ��$������� 	���"���� G
ϕ �� G/U

f ′
�� A �

/� �	�������� �		����� ���� �� ������� � �
�	� U 4 �	� ��� ���� A � �� ��"���� ��$�!
������
 ����� ��� ������ �
����� ��$�������� �	��	������ � �	�������
� ����� �	���
�����	�� �������� � �
��
� �����	��� T����� ������� f � ��	� A��	� µG %��� νG&�

-��� M = g0H %���� M = Hg0& � ���
� %���� �	��
�& ���"�
� ����� � �������� ��!
�	���� H � f : M → A � ���	�	
���� ������� � ���������� � ������� �	���� A� � ��	� �	�!
��� �	��� �	���
 H � � �	������ �����	��

∫
M f(g) dµ(g) ��� ��������

∫
H f(g0h) dµH(h) %����

�,



∫
H f(hg0) dµH(h)&� /� �	�������� �		����� ���� �� ������� � �
�	� g04 ����� �	�� ��� M ��!
������ ���	����� ���
� � �	��
� ���"�
� ������ � H � � �� ��	����� ����� �	��������
��'� ������
� �����

-��� M ����� ��"��
∫

M f(g) dµ(g) = 0�

)��8�� ������ ���������� �����<-

����	����� �/�/. ����� f : H → G � ��	
�
� ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	���� B
� G!������� �	����� ������� ������� �� �	��� ��	� K = Ker f � ��	������ Ñ ′

f,B : B → f∗f∗B ⊂
HomH(Gd, B) �	���� Ñ ′

f,B(b) = ϕb� ��� ϕb(g) =
∫

f−1(g) hb dµ(h)� ��	������ Ñf,B : fab
! B → fab

∗ B

��� �	����� ���������'$�� � ��	�"������ �	����� Ñ ′
f,B� �������� ��	�� Ñf : fab

! ��� fab∗
������� �	�������� ����� �	��� ����������� �	��	������� �����	��

����	����� >�& ���������# �����#���# ��	 +�9 	�	 � 	���	����� �����<9 �� ��	��������
�����	� �&9 �� ϕb ��
��������� ��������+�� f∗f∗B ⊂ HomH(Gd, B)9 ���� 1�������3 �� ��# ���*
& b ����+���� ϕb ���%�	����# ����� $�	��&�%��% G/U ��# ��	��& �	���& �������&
�������# U ⊂ GG ������� ��#�� U ⊂ f

(
StabH(b)

)
�

)������9 �� ���� #�� f 	���� � ����� �� m >�������9 � mÑ ′
f,B = N ′

f,B � mÑf,B = Nf,B9
��	 �� � >�� ��%��� �� ���� ��%���� ��#��� �� ���������# �����< � ������� � %��+���#
�� m� 6���%�8�� �����+���� #��#���# ����&� �����+���# ������-

���	������ �/�/, # ������ �	�������� I�+�3 �	���� Ñf,B : fab
! B → fab

∗ B �������� ���	!
������

2�%������$��
� U	���������� ����D��� ����&��� �	����������% ������9 � ��� �������9 ��
� ���V�	����� ��%��� �� ����% ��%���� Ñπλ = 1BK � πλÑ = 1BK �

1��	��
� �/�/,/� 7& 8�� �'�� ��	
�� ��"���� �	�����
 �	��� f : H → G� �����������
�	��	������� Nf : fab

! → fab
∗ �������� ���	������ ��"�
� �� �����	� fab

! � fab
∗ �������

���	����� � ���
�� � �	��
� ��	�"���
� �����	�� ����� ��	� � � 	����� �	������
�
���������
� � �	������
� �	����
�

L& 8�� �'�� ��	
�� ���	����� �	�����
 �	��� f : H → G � �'�� ����� K� � �!
�	� �	���� �	��� ��	� f %��� I�+�E&� ����	"����� ������ 7& ��	�� ���� �	��������� 	�����!
	����� �����	�� K!������� ���� ���� 	�����	��� �����	
 fab

! � fab∗ ��� �����	
 �� K!Mod(BH)
� K!Mod(BG)�

*������� �/�/0 . ��
������������ � E��F9 AR ������#���# 	�����$� ��%�8�
 ��� BG ��# ��*
�
 ��*&�%��� GG >� ���������� #��#���# ����������� ��8����� ���������# 	�����$� �*
�%�8�& ���� ���	����
 &�%��� � ��	����
 &�%���9 � ���% �+� ��� �� � ���& ������
����&��� ��� ����� ����% ��# ��*&�%��� 7��9 ���	9 ��	�# �8���� �� ��������#G �>��% ��
&��������# ����������� ���������
�

T��	9 �%��� G = (Gα, ϕαβ)α,β∈I H 1���&�#3 ��*&�%���9 ���� ���	�����# ������� &�%�� (Gα)α∈I 9
����	��������# 1�����3 $�����%�8���# %��#������� ��+����� I9 � 	��
 ��� ��$����
������� ϕαβ : Gβ → Gα ��
 ������� ��# ����� α ≤ β� W%��� �������� G*��+����� ����
A = (A, Aα, µα)α∈I 9 &�� A H ��+����9 Aα ⊂ A9

⋃
α Aα = A9 � µα : Gα × Aα → Aα H ��
����� Gα

�� Aα9 ������ >�� ��
����# �&������� ����%�8�� �����- ��# ����� α ≤ β ������� Aα ⊂ Aβ 9
� ϕαβ(gβ) · aα = gβ · aα ��# ����� gβ ∈ Gβ � aα ∈ Aα� ���� �&9 �� ����%��9 ���� ��# �����

α ≤ β ��� ������� �������� A
Ker ϕαβ

β = Aα� '����� �+� ��������� ������"���
��#� �����
�
���
���� G 	�	 	���&��� ������+��� G*��+���� 1��$���� � >�
 	���&��� ������#���#
������������ �����3� U�# ���& ��$���� ��*&�%�� f : H → G �+� ��������� $%�	�� �%+�*
��# ��*&�%��� ������� f∗9 �& 1���&�� �%8����%�8�
3 �����
 ���#+����
 f∗ � 1�%8����%�8�

���	 ��# B�	���&C f3 ����
 ���#+����
 f!� e��9 �� ��#� � 	������� G ���	����%� ������%
�� ��& >�������9 �� ���� ��%��� ���������# 	�����$� ��%�8�& ���� ���	����
 &�%���9
� ��#� � 	������� G ���	����%� ������%9 ���#8%� �� 	������ &�%��9 �� ��%��� ����������
	�����$� ��%�8�& ���� ��	����
 &�%���9 #��#�8�
�# ���	������ ������� >�
 ��������

��



��� λ&	����

7������ �%+��� ��� ��+���# ����� λ*	�� G ������ ���+���� >�
 ����� �+� ��
��9
��������9 � E��F9 R�

7� ���#+���� ���& >�& �%�	�� ����� K ������� ����� 	�� 9 	��� �������&����#
	��%�������� � ����� �
� .�� ��������������� 	�� � � ��&���� �� ��	+� �������&��� 	��%*
��������� � ����� �
�

����	����� �/�/� 8�� �'�� %�����������& ����� A ������� ��	�� 1 + A[[t]]+� Ĝ(A) ���

Ĝt(A) ��"���� �	�����
 �������
 	��� �� A[[t]]� �����
� ���� ��	
 	���� �������� 	��!
����	������ ��� ������� �	���� ��������� ���"���� � �����	������ �	�������� �����'$��
�	���( Filt0 Ĝt(A) = Ĝt(A) � Filtn Ĝt(A) = 1+ tnA[[t]] �	� n ≥ 1� # �� ������� ���� ��� ���������
��	������ ����� t ����������� �	���� ������ �� ���������'$�� �	��� �	�"����� � ������
Ĝt(A)�

'�	�� �����9 �� ��������� $%�	�� Ĝ �� 	���&��� 	�� � 	���&��� $����������� �����*
��� &�%��9 	���
 �+� ��	+� ������������� 	�	 $%�	��9 ����������
 �� 	���&��� K*��&����

)������9 �� ���� ����������� ������������ $%�	��� η : Ĝ → Ĝ ������� ������#���#
��������� θ = ηK[X](1 + Xt) 1��� E��F9 R ���3� 0������� �����	 �	����������� >�& $�	��-

23 0��+�� ���&9 ������ θ ����#�� ��������� ηA(1 + at) ��# ���
 K*��&���� A � ���& >��*
����� a ∈ A� U�
���������9 ���� f : K[X ] → A H &���$��� K*��&���9 ������#8�
 X � a9

� ηA(1 + at) = ηA

(
Ĝt(f)(1 + Xt)

)
= Ĝt(f)

(
ηK[X](1 + Xt)

)
= Ĝt(f)(θ)�

53 . ��������9 �+� ��#�� A = K[T1, . . . , Tn]9 a = TiG �� %+� �����9 �� θ ������#�� ηA(1 + Tit)9
� ���% � ηA

(
(1 + T1t) · · · (1 + Tnt)

)
= ηA(1 + T1t) · · · ηA(1 + Tnt) ����% ����������� ηA�

43 )������� ����� i ��+���� A′ = K[X1, . . . , Xn] � A = K[T1, . . . , Tn]9 ������#8�� Xk � k*�


�����������	�
 ��&���� � ���������� Tj � '&�� Ĝt(i) �������� αn := 1 +X1t + X2t
2 + · · ·+

Xntn � (1 + T1t) · · · (1 + Tnt)9 � ���% Ĝt(i)
(
ηA′(αn)

)
�������� � ηA(1 + T1t) · · · ηA(1 + Tnt)� .��

	>$$� ����� >�& $������& �������& �#�� #��#���# �����������	��� $%�	 �#�� �
Tj9 � ���% >�� �#� ������� ���������#���# � ���� Ĝt(i)(θn)� .���% ��V�	������� Ĝt(i)
����� ��%���� ηA′(αn) = θn�

h3 =����� θn := ηK[X1,...,Xn](1 + X1t + · · · + Xnt) ����#�� ��������� ηA(1 + a1t + · · · + antn) ��#
���
 K*��&���� A � ����� a1, . . . , an ∈ A- ���9 	�	 � �%�	�� 239 ���������� &���$���

K*��&��� f : K[X1, . . . , Xn] → A9 ������#8�
 Xi � ai9 � �&�� ηA(1+ a1t+ · · ·+ antn) = Ĝ(f)(θn)�

L3 0�	��	% ηA �����#�� $������ ��9 �� �����9 �� ��# ��������& �#�� ξ = 1 + a1t + · · ·+
antn + · · · $�������� �#�� ηA(ξ) � ηA(1 + a1t + · · ·+ antn) �������� � ��%�� tn+1G ������#
	 ������% � n9 �� �����9 �� �������� ηA(ξ) ������� ���������

)������9 �� ���� � ������ 1��� E��F9 R ���3- ���
 $�������
 �#� θ ∈ Ĝt(K[T ]) ������ ����*
������� ������������ $%�	��� θ9 ���� ���	 ������� ����%�8�� B%����� ������������C-
��# ���& n ≥ 2 ������� πn(θn) ≡ θn−1 (mod tn)9 &�� πn : K[X1, . . . , Xn] → K[X1, . . . , Xn−1] H
&���$��� K*��&���9 ������#8�
 Xn � , � �����#�8�
 �������� Xi9 � θn−1 � θn H >�������9
����������� ����# �� θ � �� 43 ��D�� )���� >� %����� �����#���# ����%�8�� �����- ��� ���*
������������ ��&���� ��&����� �����#���# &���%���	
9 ��������� 	��
 Ti ����� �������
19 � Xi H ������� iG ����� �����#���#9 ��9 ���� � 	>$$� ���� ��� tn � θ ���#� ���	 �������
������� ≥ n9 � ����&����� ��
���� ������� � ��� θnG �>��% Xn �� ����� � 	>$$� �����
��� ti9 i < n9 � θn9 �� ��������� ���� B%����� ������������C�

g���&����� %����+����# �+� �	����� �� ������������ �����������# η : Ĝ × Ĝ → Ĝ9 ��*
�������� � �&���%�8���# � $������ ��
 � 	�+�
 �� ����������- ���� ��	� η �������# ����
��������� θ := ηK[X,Y ](1 + Xt, 1 + Y t)� W��� �&9 � ��
������������ ��	�� +� ����� �	�������*

�#9 �� ���� ����������� ������������ η : Ĝn → H 9 ��������� � �&�������� � $������ ��
 �
	�+��% ��&%����%9 �������# ���� ��������� �� ����� (1+Y1t, . . . , 1+Ynt)9 ���� �������&���9 �� H
H >� $%�	�� �� 	���&��� K*��&��� � 	���&��� �����	 $����������� �������� &�%��9 �������*
�����
 � ���� ��
 ��#��# ���������� ��������� 	����
 &�%��� �����$���� 1���� ����

��



	�����# &�%��� G ��
���%�� �� K*��&���� A9 � 	�������	�
 ��$��� H(AG) → H(A)G #��#���#

�����$����3� ����� +�9 $%�	�� Ĝ ������� >��� ��
�����

����	����� �/�/� �������� ��	�� ◦ ����������� �	��	������� �����	� Ĝ× Ĝ → Ĝ� �	���!
����� 	�������� (1 + Xt) ◦ (1 + Y t) = 1 + XY t � Ĝt(K[X, Y ])�

8�� �'�� K!�����	
 A ��	�"���� ◦A : Ĝt(A) × Ĝt(A) → Ĝt(A) �������� � ��"�� �� ��	�!

����
 � ���� �	������� �� Ĝt(A) ��	����	� ������ # �������<�� �
 ����� ������ �	���������

Ĝt(A) ��������
� ��� ��	����	� ������

)������9 �� Ĝt(A) #��#���# 	��%�������� ��� �������� 	�� � � ����� �
 1+ t9 	�	 �����*
���� ����%�� �� ��
��� �������������9 ������������ ��D�� 7�������9 ��# �����	� ��� �����*
���� ��� ��������9 �� �� ����	��8�� ���$%�	��� ��������� �� � � +� �������� 1+ XY Zt
�� ����� (1 + Xt, 1 + Y t, 1 + Zt)�

)���� �� ◦ �+� ������ � ��8�� %������������ ��&�����-

(1 + a1t + · · · + antn + · · · ) ◦ (1 + b1t + · · · + bntn + · · · ) = 1 + P1t + · · · + Pntn + · · ·

=���� Pn = Pn(a1, . . . , an; b1, . . . , bn) H >� ��&���� �  ����� 	>$$� �������9 �������
 ����
n � 	�+��% �� ����� ���������� 1ai � bi ������������# ��� i3 � �����������
 ���������
��%� ����� ����������� ��&���� Pn �+� ���������9 ������� 	>$$� ���� ��� tn � ��&�����∏

1≤i,j≤n(1+αiβit) ����� ������ �����������	�� $%�	 �� � (αi) � (βi)G ���	��	 ����� ��%���	�

���� ���+����# Pn ��	�- ��� ��������9 �� ��# ����� f ∈ Ĝt(A) � ξ ∈ A ���� f ◦ (1+ξt) = f(ξt)
1	�	 ���&��9 ��# �����	� ������� ��#�� f = 1 + Xt9 ξ = Y 39 � ���% Pn ���� 	>$$� ���� ��� tn

� ��&����� f(β1t)f(β2t) · · · f(βnt)9 &�� f = 1 + a1t + · · · + antn9 ���� �������� � >�� 	>$$� �����
������ �����������	�� $%�	 �� � (βi) �� bi�

7�������9 P1(a1; b1) = a1b1 � P2(a1, a2; b1, b2) = a2b
2
1 + a2

1b2 − 2a2b2�

����	����� �/�/� 0���*λ*	�� � ���
������ ����������� ���� %� ��������& K� ���������
��	������ λi : K → K ��� ��� ���
 i ≥ 0� ������� �� λ0(x) = 1� λ1(x) = x � λn(x + y) =∑

i+j=n λi(x)λj(y) ��� �'�
 x, y ∈ K � n ≥ 0�
-��� K ′ � �$� �� �	��!λ!���� � f : K → K ′ � ���	���� ����� � �
 ����� ��	���� ��

f �������� λ*&��$����� ���� λi(f(x)) = f(λi(x)) ��� �'�� i ≥ 0 � x ∈ K�

U�# ���& x ∈ K ������� ����� λt(x) = λK
t (x) $�������
 �������
 �#� λ0(x)+λ1(x)t+ · · ·+

λn(x)tn + · · · ∈ Ĝt(K)� '�	�� �����9 ������� �� 	�� � K ���%	�%�� ����*λ*	�� � ���������

������� &���$���� �������� &�%�� λt : K → Ĝt(K)9 ��	&9 �� λt(x) ≡ 1 + xt (mod t2) ��#
���& x ∈ K� 0�� >�� f : K → K ′ #��#���# λ*&���$���� � �� � ���	 �� ��%���9 ����
Ĝt(f)λK

t = λK′
t f �

U�# ���
 K*��&���� A 1��� ��# ���& 	�� � A3 ������ �� Ĝt(A) ���%	�%�% ����*λ*	�� �G ���
����� �� $�	�����	� �������� ���%	�%�% ����*λ*	�� � �� $%�	��� Ĝt� U�# ������# ���%	�%��
����*λ*	�� � �� Ĝt(A) ��� ������ λu,A : Ĝt(A) → Ĝu(Ĝt(A)) ��# 	�+�& A9 ���� ����������� ����*

�������� $%�	��� λu : Ĝt → Ĝu(Ĝt)� ��	 ����9 ������� ��������� λu,K[X](1+Xt)G ��+��
λu,K[X](1 + Xt) = {1 + t} + {1 + Xt}u� 7���+� ������9 �� B%����� ������������C ������� �
��

λi(1 + a1t + · · · + antn + · · · ) = 1 + Qi,1t + Qi,2t
2 + · · · + Qi,jt

j + · · · ,

&�� Qi,j = Qi,j(a1, a2, . . . , aij) H ��	���
 %�����������
 ��&���� �  ����� 	>$$� �������9 ��*
�����
 ���� ij�

����	����� �/�/" �	��!λ!���� K ���
������ λ*	�� �� ���� ���	���� ������
 �	��� λt�
�	�������
� �
<�� �������� λ!���	����� �	��!λ!����� K � �	��!λ!���� Ĝ(K)�

T���� &��#9 ����*λ*	��  #��#���# λ*	�� � � �� � ���	 �� ��%���9 ���� λt(1) = 1 + t9

λt(xy) = λt(x)◦λt(y) � λu(λt(x)) = Ĝu(λt)(λu(x)) ��# ����� x, y ∈ K� "�� +� %����# �+� ��������
�>�������-

• λi(1) = 0 ��� i ≥ 2G

��



• λi(xy) = Pi

(
λ1(x), . . . , λn(x); λ1(y), . . . , λn(y)

)
G

• λj
(
λi(x)

)
= Qi,j

(
λ1(x), . . . , λij(x)

)
�

����� �/�/� 0���*λ*	��  Ĝt(A) #��#���# λ*	�� � ��# ���
 K*��&���� A 1� ���& 	�� �
A3� ��	 ����9 ��# �����	� >�& $�	�� ������� �������� ����	��8�� ������������ ������*
�����# $%�	��� �� >�������� ���� 1 + Xt9 ��# 	���� ��� �����	� 	��������# �������������

����� �/�/) U�%&
 ��+��
 ������- �� 	�� � Z ���� �����������# ���%	�%�� λ*	�� �9 �����*
��# %������ λt(n) = (1 + t)n ��# ���& n ∈ Z� T���� &��#9 λi(n) =

(
n
i

)
� U�# ���& λ*	�� �

K �����������
 &���$��� 	�� Z → K #��#���# λ*&���$����9 �	%�� ��&	 ����#��#
����������� $��%�� ���� λk(x + n) =

∑
0≤i≤k λi(n)λk−i(x) =

∑
0≤i≤k

(
n
i

)
λk−i(x)�

*������� �/�/. 0��� λ*���� �
9 �� λ*	�� �� ������#���# ��������� ��%&�� ���� ��� 7�*
������9 γ����
���� ���#��# ��������� γn(x) = λn(x + n − 1) ��# ����� n ≥ 0 � x ∈ K� X���
�������� γt(x) :=

∑
n≥0 γn(x)9 �9 	�	 ����+� ������9 �#�� γt(x) � λt(x) ��%�����# ��%& ��

��%&� �����
 ����������- γs(x) = λs/(1−s)(x) � λt(x) = γt/(1+t)(x)�
�+� ��	+� ��������� B�����������	�� ���� ��C sn(x) ��������� ��������� st(x)λ−t(x) = 19

&��9 	�	 ����9 st(x) =
∑

n≥0 sn(x)tnG �>������� >�� ���� �� �������# ���D���#�� s0(x) = 19∑
0≤i≤n(−1)isn−i(x)λi(x) = 0 ��� n ≥ 1�
���� �&9 �� λ*	�� �� �+� ������ ��&�� ��%&�� ���� ��� '�	9 � ������� ��� �� ��������

τ����
���� τn 1��� �����3�

*������� �/�/, X8� ��� ��+��
 	���� ���� �
9 	���� ������#���# �� ����*λ*	�� �� H >�
���
���� $����� Ψk9 ����������� ��# k ≥ 1 ���������

1�������3
d

dt

(
λt(x)

)/
λt(x) =

∑
k≥1

(−1)k−1Ψk(x)tk−1

)������ ��
���� ���� �
 g����� �+� ��
�� � ����+���� 	 E��F9 R� =���� �� �������9 ��
���&�� Ψk(x+y) = Ψk(x)+Ψk(y)9 	�	 >� ��������� ����%�� �� ��������� λt(xy) = λt(x)λt(y) � �8��
��
��� �&���$�����	
 �������
G 	��� �&9 Ψ1(x) = x ��# ���& x ∈ K� X��� ����*λ*	�� 
K #��#���# λ*	�� �9 �

1�������3 Ψk(1) = 1; Ψk(xy) = Ψk(x)Ψk(y); Ψk ◦ Ψk′
= Ψkk′

.

7����9 ���� ����*λ*	��  K ����� � Z*	�%����# � � ��� �������� >�� %����#9 � � �
��
������������ #��#���# λ*	�� �� 7� ��	� 	�� � λ*���� �� ������� ������#���# ����*
 �#�� g�����G ���� � ����+�� Q9 � ���� ������� ���� �
 g����� �� K9 %�������#�8��
������������� ��D� %����#�9 ������ �� K ���%	�%�% λ*	�� ��

)������9 �� � λ*	�� � Z ��� ���� �� g����� #��#���# �+����������� ����+���#��9 � �
λ*	�� � Ĝt(A) �������� ���D���# Ψk(1 + at) = 1 + akt�

0�+� ��� �����#��# ����+���#9 ����#�8�� ������#�� λ*���� �� � �����������	�� ��*
�� �� ����# �� ���� �
 g������ U�# >�& �������9 �� �� 1�������3 � ���D���# st(x)λ−t(x) = 1
��������� ����%��

1�������3
d

dt

(
st(x)

)/
st(x) =

∑
k≥1

Ψk(x)tk−1 .

U��+�� ������ 1�������3 �� λt(x)9 1�������3 �� st(x) � �������#�� � ��%������ $�������� ������*
��� �#��� 	>$$� ����� ��� tn−19 n ≥ 1� . ���%������ �� ��%��� ���D���#

λn(x) =
1
n

n∑
k=1

(−1)k−1Ψk(x)λn−k(x)1�������3

sn(x) =
1
n

n∑
k=1

Ψk(x)sn−k(x) .1�������3

"�� ���D���# ������ � ����������� λ0(x) = s0(x) = 1 ��&	 ����#�� ������������ �������
λ1(x), λ2(x), . . . ��� s1(x), s2(x), . . .G ��# ���+����# n*& ����� ��
 �� >��� ��%� ���������������

������%���# ��� ������%8��9 � ��	+� Ψ1(x), . . . , Ψn(x)�

��



��� ���� ����	���� ��	����
 "�!���

7����� >�� ������ � ���	��	�� �8�� ���������
�

����	����� �/"/� %��� 0*S1� 2U *& ;�%��� ;������	� K(A) %����& ������� �����	�� A � ��
����	�	���� ������ ������� �	���
� �	"����� �=������ A� � ���	����� �	"�����
���������� ���� [ξ′]− [ξ] + [ξ′′] ��� ������"�
 ���
 ���������������� 0 → ξ′ → ξ → ξ′′ → 0�
��	�� �������� [ξ] � K(A) �
 ����� ���
���� 	����� �=���� ξ � ����� �������� �� cl ξ ��� clA ξ�

F	�� ��� ���� A′ � �$� ��� %�����& ������� �����	��� h : A → A′ � ���
� �����	� �
��	�� K(h)� � ����� � �	�� ��	�� h� �
 ����� �������� %������� �	�������
�& ���	����
������
 �	���� ��	����$�� clA ξ � clA′ h(ξ)�

����	����� �/"/� ����� A � ������� �����	��� B � ������� �	����� ���	�"���� f : ObA → B
���
������ ����������� ���� ��� �'�� ���� � A ��������������� 0 → ξ′ → ξ → ξ′′ → 0
�
����� 	������� f(ξ) = f(ξ′) + f(ξ′′)�

����� �/"/� 23 e��9 �� cl : ObA → K(A) #��#���# ���������� ����+�����9 ����� %�����*
������� � ����%�8�� ������- ���� ��������� ����+���� f : ObA → B ���������#���# � ��*
�� f ′◦cl ��# ��	��& ������� ���������& &���$���� �������� &�%�� f ′ : K(A) → B�

53 c%�	 �#9 �������#�8�# 	���������% ��	����% ����������% �& ����������9 #��#���#
��������
G #��9 �� �� ���% ��%�� ����$��� ��+�% &�%��
 ;������	� 	���&��� 	*
���������� ��	����� ���������� ��� ��	���� $�	��������� ���� D � &�%��
  ����
����� Z�

43 X��� ��� �V�	�� 	���&���A ����� 	����%� ����%9 � $%�	 �# l : ObA → Z9 �������#�8�#
����% �V�	�% �& ����%9 #��#���# ��������
� . >�� ��%��� �� �+��9 ���������D���
�����
?�����H;o�������9 ������ ���%	�%�% K(A)- >� ���� ������# ������� &�%���9 ���*
�%�8�� 	��
 H 	����� ������+��� ������ �V�	�� 	���&���A 1����������9 �� 	�+�&
	����� ����$��� ������ �V�	�� �� �������� � ���% �������������3� )����� ����%*
��9 �� ����# ���������# $%�	 �# �� A ������� ������#���# ����� ���� �������
 ��
	������ ����$���� ������ �V�	��9 � �����9 ��#	�
 ��	
 ���� �������
 ������#��
��������%� $%�	 ���

h3 X��� A H >� 	���&��# 	���� ��+������ ���	������ ��%��
 ��� 1	��%��������3 	��*
 � R9 ���	�� 	��& ��#��� 1���� � 	�� � R ��� ������������� ����������39 � $%�	 �#9
�������#�8�# ���	�����% ��%�� �& 1������� ����������
 � ����� ��%���3 ���&9
����������

0������� ������ >�� ���������# 	 �������%�8��% ��� ��%����

����	����� �/"/" ����� G � �	������� �	����� A � %��� �
��� �����������& G!�����
�������� ��	�� K·(G, A) ��� K·(G)� ���� ������ ���� G!���� ������� � ����� �	���� ,	���!
���� �����	�� �	���� ���	������ A*G*��%��
� ���� A!G!������� ��	
� ����'��� �����
�	"����
�� �	������
�� A!������� � �
��� ��
���� -���� �	�� ��� ���� A ����	��
� ������� ��	�� K·(G, A) ��� K·(G) �	���� ,	������� �����	�� A*G*��%��
 	����& �����
���� A!G!������� ��	
� ����'��� ����� �	"����
�� A!�������� :������ K·(G, A) ��	����!
	� ����������� ����� � ��������� �	������ ���"���� � ��$�' ����	�� �	���������(
cl P · clQ = cl(P ⊗A Q)� ;�������� K·(G, A) ���������� ��	����	� K·(G, A)!�����4 �	������ ���!
�������� ���	���� K·(G, A)!������ K·(G, A) → K·(G, A)� ��	����$�� ����� � K·(G, A) ������
�	������� A!G!����� � ����� ��� "� ����� � K·(G, A)�

F	�� ��� �� K·(G, A) ���� ��	����	� �	��!λ!����� 1�����3� ������� �	��������� �������
λn(cl P ) = cl(

∧n
A P )� ��� ��	��

∧n
A P �������� n!�� ���<��� ������� A!����� P � ��������� G�

�	�������
� �	���� g · (ax1 ∧ x2 ∧ . . . ∧ xn) = (ga)(gx1) ∧ gx2 ∧ . . . ∧ gxn�
��	������ �� �	��!λ!����� K·(G, A) ����'��' ξ �→ ξ̌� ������� ���������' ������� (cl P )̌ =

cl P̌ � ��� P̌ = PQRA(P, A) � A!G!������ ���������
� � ������ �	�������� A!G!����' P �

��



*������� �/"/"/� )���������� %��+���# � K·(G, A) � ��
����# K·(G, A) �� K·(G, A) 	���	��9
��	��	% ��# ���& �	���� ���	����& P $%�	�� M �→ P ⊗A M ���� 	�	 � �� 	���&��� �*
	���� ���	������ A*G*��%��
9 ��	 � �� 	���&��� A*G*��%��
 	����& ����� g�� ��������� �
	��%��������� ���������& ��	�� ����� %��+���# H >� ��� ��������� � 	��%���������
������& ����������#G ����� �
 � K·(G, A) #��#���# cl A�

*������� �/"/"/� =������9 �� �� K·(G, A) ��
��������� ���� ���%	�%�� ����*λ*	�� �9 %����*
���#�8�# %����#� ���������#� U�# �	����������� ������9 �� ����+���� λ′

t9 ������#8�� �*
	���� ���	�����
 A*G*��%�� P � �#� 1+clP ·t+cl(∧2P )·t2+· · ·+cl(∧nP )·tn+· · · ∈ 1+K·(G, A)[[t]]+ =
Ĝt

(
K·(G, A)

)
9 ��������9 ��	��	% ��# ���
 ���
 ��������������� �	���� ���	������ A*

G*��%��
 0 → P ′ → P → P ′′ → 0 � ��# ���& n ≥ 0 �� ���D��
 ������� ∧nP �%8����%�� 	��*
�����	�# $������ �# ����� n + 19 $�	��� 	��
 ����$�� ∧kP ′ ⊗ ∧n−kP ′′9 &�� k ���������
�������# � 0 � n 1��� E��F9 R �����3� T� %����������& ��
���� K·(G, A) ������ ����%�� �%8����*

����� &���$���� �������� &�%�� λt : K·(G, A) → Ĝt
(
K·(G, A)

)
9 ��	&9 �� λ′

t = λt ◦ clG �&����
��������� ���� ���������# �����9 ������� ��	& &���$���� �������� &�%�� ��������� ����*
��� �� K·(G, A) ���%	�%�� ����*λ*	�� � � �%+���� ��� ��
�������

*������� �/"/"/� .����� � K·(G, A) �����������	�� ���� �� sn � ��8�� ����<� '&�� ��# ��*
�& �	���� ���	����& A*G*��%�# M � ���&  ��& n ≥ 0 ����� ���� �������� cl Sn M =
sn(cl M)� U�# �	����������� �%+� ��������9 �� cl Sn M � sn(cl M) %�������#�� ���� � ��� +�
��	%�������� ���D���#�9 ��	��	% cl S0 M = 1 �

∑
0≤k≤n(−1)kλk(cl M) cl Sn−k M = 0 ��� n ≥ 1�

0������� �������� ����%�� �� �%8��������# ���
 ��������������� A*G*��%��
 1��� E�F9 @
!��3-

0 →
n∧

M →
n−1∧

M ⊗ M → · · · →
k∧

M ⊗ Sn−k M →
k−1∧

M ⊗ Sn−k+1 M → · · · → Sn M → 0 .

*������� �/"/"/" . ��
������������ ����*λ*	��  K·(G, A) ���&�� #��#���# λ*	�� � 1��� �����3G
�8�� �	���������� >�& $�	�� ����� ��+�9 ���	 ��+� �� �& ��&	 �	�+�� � �%+��
��� ������ ��%����

*������� �/"/"/� ����� +�9 �+� �
���� ��� &��������
 �� ��������� 	�� � A � ��
��	������� &�%��� GG ���	 ��������%�8�� 	����%	 ��9 	���� �+� ��
�� � E��F9 AdAR9
���	��	 ���� ��+�� � �%8������� ������%�� ����� �����&%��������� 	���&��
� ���� �*
&9 � >�� ��%��� λ*���� �� ������#���# &���� ��+����

*������� �/"/"/) . �� ��%���9 ���� ������ 	��  A ��&%�#�� � �& ���������� 	�����9 	�*
������	� ����+���� K·(G, A) → K·(G, A) ���	����9 � ���% ����#�� ��������� �� K·(G, A)
���%	�%�% ����*λ*	�� � � ����� ��� 0����	� >�& $�	��9 	�	 ����9 ������ �� ������
;������	�  ����������- ��� ��������9 �� ���
 A*G*��%�� 	����& ���� M ������� ��*
�������
 	����
 �����9 ���������
 �� �	���� ���	������ A*G*��%��
9 � �&�� ������
����+���� K·(G, A) → K·(G, A) ������#���# ���9 �� � �������� cl M �

∑
n≥0(−1)n cl Pn9 &��

(Pn)n≥0 H ���������# 	�����# ���������� A*G*��%�# M 9 ����������# �� �	���� ���	���*
��� A*G*��%��
� U�# �	����������� �%8��������# ��	
 ���������� ������� �	�����9 ��
��# ���& A*G*��%�# 	����& ���� M �%8����%�� �	���� ���	�����
 A*G*��%�� P ������ �
>����$���� π : P → M G ����� ��&	 ������# ���	�����# ����������9 	��%� �+� ������
����� 	����� ���� D�&� ��*�� 	������� 	&��&����	
 ���������� 	�� � A 1� ������
;��������H6���� 	&��&����	�# ���������� ��&%�#��& ������� 	�� � ����� �& �������*
��� ��%��#3� 0����� P ����%�8�� ������ .������ ������� >����$��� A*��%��
 π′ : L → M 9
&�� L H ������
 A*��%�� 	����& ���&�9 � �%��� U ⊂ G H �	����
 ��������
 ��������9
�����#�8�
 ������+���� ��� >������� M 1��	
 ����9 ��	 	�	 ������� ��#�� U 9 ����+�8�
*
�# � ����������� ������������ >������� 	�	
*��� 	����
 ������� ����%�8�� A*��%�# M3�
'����� ������ P := A(G/U) ⊗A L9 π : [gU ] ⊗ x �→ gπ′(x)9 � �������� ��
����� G �� P $��%�

g · (a[hU ] ⊗ x) = (ga)[ghU ] ⊗ x�

����	����� �/"/� 7& ����� f : H → G � ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	���� A �
G!����� �������� ��	�� f∗ ���	����
 ������
 �	��� K·(G, A) → K·(H, f∗A) � K·(G, A) →
K·(H, f∗A)� ������	����
� ���
� �����	� f∗,ab %��� I�S�* � I�*�*S&�

��



L& -���� �	�� ��� ���� A ����	�� ���	���� f ��	
� � �	��� �� ��	� �	���� �
����� A %��� I�+�E&� � ������� ��	�� f∗ ���	���� ������
 �	��� K·(H, f∗A) → K·(G, A)�
�	�������
� ����� %������ I�+�V�*L& �����	� fab∗ �� �����	�� f∗A!H!������ ������ ����
� �����	�' A!G!������ ������ ����� -��� ��� �����	 ��	����� ������ �	������
� �����
� ������ �	������
�� � ������� ���"� ��	�� f∗ ������	����
� ���� �����	� ���	����
K·(H, f∗A) → K·(G, A)�

*������� �/"/�/� U�# ���& f∗A*H*��%�# M �� f∗M ���� �����������# ���%	�%�� f∗f∗A*G*
��%�#9 ��	��	% $%�	�� f∗ ���� ����� 1��� ������3G ���� �� ������������� f∗M 	�	 A*G*��%��9
>� �������9 �� �� ������������� A*G*��%��9 ��%�����
 �� f∗f∗A*G*��%�# f∗M �%+����� �	�*
�#�� ��������� 	�������	& &���$���� G*	�� η′

A : A → f∗f∗A 1��� �������3�

*������� �/"/�/� 7���+� ��������9 �� � ��
������������ ��#	�
 ���9 	&�� �������� %��*
��# �����539 $%�	�� fab∗ ������ �������� �	���� ���	������ ��%�� � �	���� ���	������9 �
���% ���&�� �+� ��������� f∗ : K·(H, f∗A) → K·(G, A)� U�# �����	� >�& $�	�� ������*
� ������ �������� ��%��
9 	&�� f H �	���� ��+���� 1�������
9 ��	��	% �&�� A*��%��
f∗M ��	�������	� ����$�� �%��� (G : H) >	�����#�� M3 � ��%��
9 	&�� f ���V�	����� 1�
>�� ��%��� f∗M #��#���# ��#��� ���&����� � M G ��# �	����������� ������� ��������9 ��
Ñ ′

f,M : M → f∗f∗M �� ����< #��#���# ����� ������� 	 ξ′M : f∗f∗M → M �� �������3�

*������� �/"/�/� ;���� ���������� ��������� &���$��� �������� &�%�� f∗ : K·(H, f∗A) →
K·(G, A) � �� ��%���9 	&�� $%�	�� fab∗ �� #��#���# ������ 0 ���
 ��������9 >� ���+�9
� 	��
��
 ����9 ���� ������ ���+��� ��� ������� &�%��� �� Q9 ������# �� �9 �� B���*
��
C ���� f∗(cl M) =

∑
n≥0(−1)n cl(4nf∗ M) �� ������� ��*�� �&9 �� � >�
 �%��� ���� ���&��

	��������# ���	����� ���� ���%����� ���&������

*������� �/"/�/" . %����#� ���������# �����53 	���� �� f∗f∗ : K·(G, A) → K·(G, A) � f∗f∗ :
K·(G, A) → K·(G, A) �+������#���# � %��+����� ��  ��� ����

(
G : f(H)

)
� U�# �	�������*

���� >�& $�	�� ������� ���������� ������ ��%��
 ���V�	����& f 1�&�� η′
M : M → f∗f∗M

#��#���# ����$���� ��# ���& M � �����439 � ���% f∗f∗(cl M) = cl M39 � ��%��
9 	&�� f
#��#���# �	����� ��+����� 1�&�� f∗f∗M ��	�������	� ����$�� �%��� (G : H) >	�����#��
A*G*��%�# M3� �+� ��	+� ����� ���& >�& ��������9 �� �&���� $��%�� ���	 �� 1�������3
f∗(f∗(ξ)) = f∗(f∗(ξ) · 1) = ξ · f∗(1)9 � ���% ������� ��������9 �� f∗(1) =

(
G : f(H)

)
�

. ��������9 �� �����9 �� ��� ��������� >��� %����
 ��# ���V�	����& f ����9 �� f∗

��V�	����9 � f∗ ���V�	����G � ��������9 K·(G, A) �+� �+�������� � ������*λ*	�� � �
K·(H, f∗A)�

*������� �/"/�/� 7���+� ������9 �� ��# ���
 $�����%�8�
�# ���	����
 ������� ��	*
������ &�%�� (Gα, fαβ) � ���V�	������� ��$������ ������� � ���& ���#��& 	�� � A ����9
�� K·(lim←− Gα, A) = lim−→ K·(Gα, A)9 &�� � ����
 ����� � 	������� ��$���� ������� ������%���#

f∗
αβ 9 � ����&���� �������� ���� � ��# K·(lim←− Gα, A)� U�# �	����������� �%+� ���& ��D� ��*

������9 �� 	���&��# �	���� ���	������ A*Gα*��%��
 1���� A*Gα*��%��
 	����& ����3
�+������#���# � ���
 ��	���&���
 	���&��� �	���� ���	������ A*G*��%��
 1����� � � 39
���������
 �� A*G*��%��
9 ��� >������� 	���� ����������� �� ��
������ #��� 	�������	&
&���$���� fα : G = lim←− Gβ → Gα9 � �� ��#	�
 �V�	� 	���&��� �	���� ���	������ A*G*

��%��
 ����$�� ����% ��	��& �V�	�� �� 	���&��� �	���� ���	������ A*Gα*��%��

��# ����#8�& α�

. ��������9 ���%� ��	����%� &�%��% G �+� �������� 	�	 ���	�����
 ������ �� ���	������
$�	��&�%�� G/U 9 �	%�� K·(G, A) = lim−→U K·(G/U, A) � ����&��� ��# K·(G, A)� '�	�� �����9 ��*

�������� K· � K· ��# ��	����
 &�%��� G ������# 	 ��������%�8�� ���������#� ��# 	������
&�%���

*������� �/"/�/) X��� 	��  A ������9 � 	���&��# A*G*��%��
 	����& ���� ������� 1����
����� 	�+�& �� �V�	�� 	�����39 � ���% �&���� �����43 K·(A, G) H ������# ������� &�%���9
������ 	��
 ��%+�� 	����� ������ A*G*��%��
� . ��������9 >� ��������� ��������9 ����
A H ���G 	��� �&9 � �&�� �������� � 	 K·(A, G) ∼= K·(A, G)�

�<



*������� �/"/) 7���+� ������9 �� f∗ : K·(G, A) → K·(H, f∗A) #��#���# &���$���� ����*λ*
	�� 9 �����#�8�� ����� ��9 ��	��	% $%�	�� f∗,ab �����#�� �������� ����������#9 ���D*
��� ������� � ��
�������� ��%��� ���� �&9 f∗ : K·(G, A) → K·(H, f∗A) #��#���# &���$��*
�� ��%��
9 �&��������� � &���$���� 	�� f∗ : K·(G, A) → K·(H, f∗A)- >� �������9 ��
f∗(ξη) = f∗(ξ)f∗(η) ��# ����� ξ ∈ K·(G, A) � η ∈ K·(G, A)� 7������9 f∗ : K·(H, f∗A) → K·(G, A)
������� >���� ��
������ ���	 � ��	����������� ��%��#�� 6��� ��+�� ��
���9 	���� �*
������ f∗ H >� "�
���� �
������ 1��� E��F9 AR ��������3- ��# ����� ξ ∈ K·(G, A) � η ∈ K·(H, f∗A)
����

1�������3 f∗(f∗(ξ)η) = ξ f∗(η) .

X��� �������� ����+���� f∗ : K·(H, f∗A) → K·(G, A)9 � >�� $��%�� ����� � ��# η ∈ K·(H, f∗A)�

����	����� �/"/. 8�� �'�� �	������ �	���
 G � �'�� ������� �	���
 B ������� ��	��
Cen(G, B) ��"���� ���  ���������� ������� ϕ : G → B %���� ���� ϕ� �� ϕ(gh) = ϕ(hg) ��� �'�
 
g, h ∈ G&� ���	�	
��
 ��������� ����	���� ������ �� B %���� �� 	��������� �	�����!
'$� �� ��	�� ����	����' ����	�	���� G/U ��� ����	� U 4 ��� +�+�*�*&� W��� �� Cen(G, B)
� ������� �	����4 ���� B = C� � �
 ����� 	������	����� Cen(G, C) ��� �����	�� �	��	�����
��������� �	����� �����	�� �	���������

1����<��3
(
ϕ1, ϕ2

)
:=

∫
G

ϕ1(g)ϕ2(g) dµ(g) .

X���� �����	�� ��������� ��� ��� �
��
� �����	�� � ��	� A��	�� ��� � ��
��� �	��������
I�+�Y4 ��� ���"� +�+�S�*Z&�

8�� �'�� ���	�	
��� ���	����� �	�����
 �	��� f : H → G ������� Cen(f, B) :
Cen(G, B) → Cen(H, B) ��� �	�� f∗ ��	�"���� ϕ �→ ϕ ◦ f � W��� �� �� ���	���� ������
 
�	���4 ���� B = C � f �'	=������� � Cen(f, C) � 	����� �����	�� �	����������

-��� f � ��	
�
� ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	���� �	��� ��	� ��	� �	�!
��� � ������� �	���� B %��� I�+�E&� � �"� �	������� ��	�"���� Ind(f, B) : Cen(H, B) →
Cen(G, B)� ��	� �
 ����� ����� ���"� �������� f∗� � �	����

1����<��3
(
Ind(f, B)(ϕ)

)
(g) =

(
G : f(H)

) ∫
G

dµG(σ)
∫

f−1(σgσ−1)

ϕ(h) dµ(h)

)����	�� � ��� �	���� ��������� � ��
��� �	�������� I�+�Y� 	�� ��� "�� ��� �� �
� � I�+�3� -�!
�� �������� ��	�� ψ(σ) �������� ����	����� �����	���� �� ��� ����"� ������� ������� ψ(σ) �!
������ �� ���
 ���"�
 ������ G � f(H)� � ����

(
G : f(H)

) ∫
G

ψ(σ) dµG(σ) =
∑

α∈G/f(H) ψ(σα)�
��� σα � �	������
� �	����������� ���������'$�� ���� ���"�� ������ G � f(H)� �����
� �	�������� Ind(f, B) �� ��������� �	������� ���
 �	��� G �
� �	���� � B4 �	�� ���
��'�� �������� �� ��� ���V�	����& ψ ����� ���� 	�������(

Ind(f, B)(ϕ)
)
(g) =

∫
f−1(g)

ϕ(h) dµ(h) .

-��� B � ����� �
 ����� ������ 	������	����� Cen(G, B) ��� ���� ��������� ��������!
�� ���"���� �������( (ϕ1ϕ2)(g) = ϕ1(g)ϕ2(g)� # ��� ������ Cen(f, B) �������� ���	�����
����� F	�� ��� ���� ���� B ���	"�� ��� 	��������
 ������ �	������ �� Cen(G, B) ��!
	���� ;����� Ψk �����'$�� �	���(

1����<��3 (Ψkϕ)(g) = ϕ(gk) .

:���"� ������� �� �� �	�������� �		���� %���� Ψkϕ �������� ���	�	
��� ����	����� ����!
����& � �� �	�������
� ����� �	��� ��	���� ;����� Ψk ��������
 � �������	�'� �������
1�������3� � ����� ������ I�I�V� � �"� ���������� ��� ������� �� Cen(G, B) ��	����	
 λ*
	�� � %��� I�I�S&� �	� ��� ��	�"���� Cen(f, B) � 	���'� ��	���� ;����� � ���� ����'���
λ!���	��������

F	�� ��� Cen(G, C) �������� λ!����� � ����'���� � ��� ����'��� ���� ��������� �!
�	�"����( ϕ̄(g) = ϕ(g)�

��



����	����� �/"/, ����� G � �	������� �	����� A � ���#��� G!���� %��� ������� ����!
������� � ��������&� M � ������ �	������
� A!G!������ 8�� �'�� g ∈ G ������� ��!
	�� χM (g) ���� ����	����� gM ����� �	"����� �	������� A!����� M � ���	�"����
χM : g �→ χM (g) �
 ����� ���
���� ����	���� ������ �	������� A!G!����� M � :���"�
������� �� ��� �'�� M  �	����	 χM ∈ Cen(G, A)� � �� ��	�"���� M �→ χM ��������4 ����!
��� �	�������� �� ��	�"���� K·(G, A) → Cen(G, A) ��	�� χG ��� �	�� ��	�� χ� 8�� �'��
ξ ∈ K·(G, A) ������� χG(ξ) ���"� ��	�� χξ�

*������� �/"/,/� T� �8�� ��
��� ����� �� ��������� ��%����9 �� ��# ����� �	����
���	������ A*G*��%��
 M � N � ���& g ∈ G ���� �������� χM⊗N (g) = Tr gM⊗N = Tr(gM ⊗
gN ) = Tr gM · Tr gN = χM (g)χN (g)9 ���� χM⊗N = χMχN � )����� � �� ���������# %��+���# ��
K·(G, A) ��������� ����%��9 �� χG : K·(G, A) → Cen(G, A) #��#���# &���$���� 	�� � �+�
��������9 �� ���� A ����+�� ��� �� �������� �����9 � χG #��#���# λ*&���$����G ��
��+� �	�+�� >�� $�	� � ��%��� A = C�

*������� �/"/,/� 7���+� ������9 �� ��# ���& ���������& &���$���� ��	������
&�%�� f : G → H � ���& 	�� � A 1	�	 ����9 �������������& 	�	 ���#��� G*	�� 9 ����
	��  � ����������� ��
������ G3 ����%�8�# ���&����� 	��%�������-

K·(G, A)
χG ��

f∗

��

Cen(G, A)

Cen(f,A)

��
K·(H, f∗A)

χH �� Cen(H, A) �

���� �&9 ���� G = lim←− Gα9 &��9 	�	 � ��������� �������9 (Gα, fαβ) H ���	�����# ������� ��	*

������ &�%�� � ���V�	������� ��$������ �������9 � K·(G, A) ∼= lim−→ K·(Gα, A) �&���� �������

� Cen(G, A) ∼= lim−→ Cen(Gα, A) � ������� 1��� �8� �����������# ��� $�	��9 �� ��#	�# �	����#

��&�%��� U ⊂ G ����+�� #�� fα : G → Gα ��# ��	��& α3� 0>��%9 ���� ��# 	�+�& ����	��
α &���$��� χGα ��V�	�����9 � >� +� ���� � ��# χG�

����	����� �/"/0 8�� �'�� �	������ �	���
 G ������� ��	�� X(G, C) ��� ��	�� X(G) �	��
K·(G, C) � Cen(G, C) ��������� ��	�"���� χG� ��� C 	������	������� ��� ������� G!����
%���� � �	�������
� ��������� G&� .
 ����� ���
���� X(G) 	�� � ����	���� ��	����
 &�%�*
�� G� /������
 X(G) �
 ����� ���
���� ����%������� ����	������ �	������ �	���
 G�

*������� �/"/0/� �� �����9 �� 	���&��# 	���������� C*G*��%��
 ��%����� 1��
��������*
�9 ��#	�
 >����$��� π : M → N 	���������� C*G*��%��
 ���8���#���#- ���� %������ >�9
������ i′ ∈ PQR(N, M)9 ���8���#�8�
 π 	�	 C*����
�� ����+����9 � ��+�� i :=

∫
G

gi′ dµ(g)G
>� � �%��� ��	��� ���8�������� π39 � ���% K·(G, C)9 �������8�� � ����� ��%��� � K·(G, C)
H >� ������# ������� &�%���9 ��+�����# 	������� cl Sι ������+��� 1����� ������$���3
������ C*G*��%��
� )������� ����� χι ∈ Cen(G, C) ����	���9 ��������%�8�
 �����% C*G*
��%�� Sι� '&�� � ���������� X(G) H >� ������� &�%���9 ��+�����# ����	������ χι� X��� G
	�����9 � ������� 1��� E�F39 �� ���
�������� 	�
����
� χι ����%�� ������������
 �����
� Cen(G, C)G � ��������9 ����+���� χG ��V�	����9 � ���% �+� �+�������� K·(G, C) � �&
����� X(G)�

0	�+��9 �� ���� G H ���������# ��	�����# &�%���9 � χι �*���+���% ����%�� ������*
������
 ����� � X(G)� 0��+�� ���&9 ����D�� G = lim←−UG/U 9 &�� U ����&��� ��+���� ������+*

��� �	����� ��������� ��������
 G� U�# 	�+�& U &�%��� G/U 	�����9 � ���% χG/U ��V�	*
���� � χG/U ⊗ 1C ���	����G ����
��� ������ 	 ������%9 	�	 � �������9 � ��%���9 �� χG = lim−→UχG/U

��V�	����9 � χG ⊗ 1C ���	����9 ���� ���� K·(G, C) ��+���� C*���������� Cen(G, C)� =������
������9 �� K·(G/U, C) �+������#���# � �����
 ������
 ��&�%��
 � K·(G, C) = ⊕ιZ cl Sι9 �*
�+����
 	������� ��� ������ C*G*��%��
 Sι9 ��� >������� 	���� ������# ������+���� ��
��
������ U 9 ��	��	% ��	�� Sι #��#���# ��	+� ������� C*G/U *��%�#��9 � ��� ������ C*G/U *
��%�� ��%�����# ��	�� ������ .����� ��� ���������� ������$��� ������ C*G*��%�#
Sι � Sκ � ������� U ��	�� �����9 ���� � �����#� ������+���� ��� >������� Sι � SκG �&��

�!



�� ��&�������� χG/U (cl Sι) � χG/U (cl Sκ) � Cen(G/U, C)9 	��%��������� ���&����� �� 1�������3
� �& $�	��9 �� Cen(f, C) �����#�� �	��#��� ����������� ��# ���V�	������ f � g���&��� ��*
���#���#9 �� �	��#���
 	������ ���& χι = χG(cl Sι) ����� ����� ��

���	������ �/"/�! ����� f : H → G � ��	
�
� ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	����
����(

7& ���	�"���� Cen(f, C) : Cen(G, C) → Cen(H, C) � Ind(f, C) : Cen(H, C) → Cen(G, C) ��	�"��

��������� �	����� �����	�� �	��������� �� Cen(G, C) � Cen(H, C) %G���� ���������
9	�������H&�

L& 8�� �'�
 �������	�
 C!G!������ M � N �
����� 	�������

(χM , χN ) = dimC HomG(N, M) = dimC(M ⊗ Ň)G .

M& 8�� �'�
 ξ, η ∈ K·(G, C) �
����� 	�������
(
χG(ξ), χG(η)

)
= εq∗(ξη̌)� ��� q : G → 1 � ��!

�	���� G � ��������' �	����� � ε : K·(1, C) → Z � ����������� ���	����� �	�������
�
������������ �������	��� ����	��� �	��	������ �� 	����	���� %��� I�S�I�L&�

O& 8�� �'�
 ξ ∈ K·(G, C) � η ∈ K·(H, C) �
�����
 	��������

f∗
(
f∗(ξ)η

)
= ξf∗(η) �

(
χH(η), χH(f∗(ξ))

)
=

(
χG(f∗(η)), χG(ξ)

)
.

2�%������$��
� 23 0����#���# ������������� ����# �� ���������
 Cen(f, C)9 Ind(f, C) � ���*
������# �	��#��& ����������# �� Cen(G, C) � Cen(H, C)� 0�� >�� ��� �����������# ����%�*
8��� ��%�# $�	����9 	���� ��������� ����%�� �� ���������# ����&���� �����-

∫
H ϕ(h) dµH(h) =(

G : f(H)
) ∫

G
dµG(g)

∫
f−1(g)

ϕ(h) dµ(h) �
∫

G×G
ϕ(g, g′) dµ(g, g′) =

∫
G×G

ϕ(g, gg′g−1) dµ(g, g′)�
53 J���+�� M � N � �%��� ������ C*G*��%��
9 �� �����9 �� ������� �	����� %����*

+����� ��# ������ M � N � X��� M � N H ����$��� ������ C*G*��%��9 � � ����� p%��
dimC HomG(N, M) = 19 �	%�� ����% ����%�� �%+�� ��������G ���� +� M � N ������$��9 �
HomG(N, M) = 09 � �+� ��� ����% ��%�����#G �%+� ���	 �����������# 	�������	��� ����*
$������ HomG(N, M) = PQR(N, M)G ∼= (M ⊗ Ň)G � ��&��������� ����	���� 1��� ����!��3�

43 U������ �	����� �������� ��# ξ = cl M 9 η = clN 9 ��	��	% >������� ��	& ���� ��*
+���� K·(G, C)� '����� �������9 �� � >�� ��%��� � ���������� εq∗(ξη̌) = dimC(M ⊗ Ň)G9 �� �
������%8��% �%�	�% �������� � (χM , χN )�

h3 0���� �������� H >� � ������ $��%�� ���	 �� 1�������3G ���� ������ � ���� �& ����#�
��������� εq∗ � �����������# �%�	�� 439 ��%��� ���� ���������

1��	��
� �/"/�!/� ����� f : H → G � ��	
�
� ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	����
���� �����'$�� ����	���� �����������(

K·(H, C)
χH ��

f∗
��

Cen(H, C)

Ind(f,C)

��
K·(G, C)

χG �� Cen(G, C) �

2�%������$��
� )�+������� � ��8�� ��+��
 &���������
 �����	� >�
 ���&����� Cen(G, C)
� K·(G, C) ⊗ CG �&�� �&���� �%�	�% 43 �����+���# >����� �	��#��� ����������� �� Cen(G, C)
�+������#���# � >������� ����+����� �	��#��& ����������# �� K·(G, C)9 ������& $�*
�%�
 (ξ, η) = εq∗(ξη̌)� )�+������� ����&����� ����� Cen(H, C) � K·(G, C) ⊗ CG �&�� �&����
1�������3 Cen(f, C) �+������#���# � f∗⊗1CG ��� >�� �&���� �%�	��� 23 � h3 �����+���# ����+�*
��# Ind(f, C) � f∗⊗1C �� #��#���# ���#+������ 	 Cen(f, C) = f∗⊗1C� )����� � �� �����+�������
��������������� >������� �	��#���� ����������
 ��������� ����%��9 �� Ind(f, C) = f∗⊗1C9 ����
	��%��������� ���&����� �� $��%����	� ��������#�

�,



����	����� �/"/�� �������� ��	�� Ẑ �	������' �	����� ��������' �� Z ��������� ����!
����� �	������ ������ %���� ������� ������ ��	
�
 �	�������� ���� ��	� ����'�!

�� ������"�
� ���	���
 ������ �������&� W��� �� Ẑ = lim←−n≥1Z/nZ �������� ����������
�

����������� ����� � ��������� �������� ��	�� Ĉ ���������' �	���� Ẑ� �����
�����' ������!
���������� .
 ����� ���
���� Ĉ �� �	�����	
 &�%��
� �������� ���"� ��	�� Cn ����������'
�	���� �	���� n4 ���� �� ���� Ĉ = lim←−n≥1Cn� �������� ��	�� σ ������� ����� Ẑ� 	������!

	������' ��� ������� �	������ �	���
 Ĉ4 �
 ����� ���
���� σ 1���&����	
3 ����%�8�


��	����
 &�%��� Ĉ� ������� ��"���� �� �������� ���� � Ĉ� F	�� ��� ��� �'�� α ∈ Ẑ

������� ��	�� σα ������� α� 	������	�����
� ��� ������� �	���
 Ĉ4 ���� � �	�������' σ0 = e�
σ1 = σ� σα+β = σασβ ��� �'�
 α, β ∈ Z�

����	����� �/"/�� 8�� �'�� �	������ �	���
 G � �'�� �� �������� g ������� ��	��
fg : Ẑ → G ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	���� �������
� �	��"����� � ���	�	
�!
���� �� ���	����� Z → G� ��	����$�� n ∈ Z � gn %��� ���	���� ���	�	
���� ��� ��� ���
�'�� ��	
�� �	������ �������� U ⊂ G ������� d ��� ���
� ������ �	���
� d� ��	�������
���� ���	����� � �������
 U&� .
 ����� 	������	����� fg � ��� ���	���� �	�����
 

�	��� Ĉ → G� 8�� �'�� α ∈ Z ��"�� gα := fg(α)4 ���� �� ���� α � ���� ����� � �� �	���!
����� ���������� � �
��
� �	��������� ������� � �� �������� ����� �	��� ������ ��������
�������� �	������ �	���
 � ����������� � Z ������� ����� �
��
�� ��������� ���������

*������� �/"/�� 0%��� G H ���������# ��	�����# &�%���� J�������� ����%�8%� 	��%��*
����%� ���&����%-

K·(G, C)
(f∗

g )
��

χG

��

∏
g∈G K·(Ĉ, C)

Q
χ bC

��
Cen(G, C)

(Cen(fg,C))�� ∏
g∈G Cen(Ĉ, C) �

.����	������ �����	� >�
 ���&����� ��V�	����� 1��� ����!��3� 7�+�## �����	� ��	+� ��V�	�����9
��	��	% ��# ���
 $%�	 �� ϕ ∈ Cen(G, C) � ���& >������� g ∈ G ������� �������� ϕ(g) =(
Cen(fg, C)(ϕ)

)
(σ)� )����� ����%�� ��V�	������� ����D�
�# �����	��

)������9 	��� �&9 �� �����	������ �����	� #��#���# λ*&���$������ 1��� �����9 �����23 �
����<3� 0>��%9 ���� �� �	�+��9 �� χ bC #��#���# λ*&���$����9 ����� �%��� ��������9 �� �
χG #��#���# λ*&���$����G ��	��	% ��� %+� �������9 �� Cen(G, C) #��#���# λ*	�� � 1����<39
����� � �� ��V�	������� χG �� ��%���9 �� K·(G, C) #��#���# λ*	�� ��

g���&���9 &����������� �����	� �����#�� ����� �� �� ��������������� 	�� ��G �>��%9
���� �� �	�+��9 �� χ bC �&���%���# � ����� �#��9 � ����� $�������� ����� �� ���������
��%���9 �� χG �+� ������� >��� ��
����9 ���� χξ̌ = χξ ��# ���& ξ ∈ K·(G, C)�

e��9 �� >�� ����	 ��
���9 $������ ���������� � χ bC �� ������+��� χG9 �+� ��� ��
����+���� � �

����	����� �/"/�" 8�� �'�� c ∈ Q/Z ������� ��	�� ζc �	��� �� ������
 exp(2πic) ∈ C�

�������� ��	�� Sc ����	�
� C!Ĉ!������ �	�������
� ������� σα ·x = ζαcx ��� �'�� x ∈ Sc4
���������'$��  �	����	 ������� ��	�� χc� �������� ��	�� ξc ������� clSc ∈ K·(Ĉ, C)�

*������� �/"/�"/� =������9 �� ��# ���& α ∈ Ẑ � c ∈ Q/Z 	���	�� �������� ��������*
��� αc ∈ Q/Z9 	���9 ������9 �+� ��������� ��# ���& c9 #��#�8�&�# >������� 	�%����#
��������
 ������
 &�%���G ����� � ��	� ������ � ��������# ����������� αc � ������%8��
�����������

*������� �/"/�"/� e��9 �� χc(σα) = ζαc� �+� �������� ����������� ��
���� C*Ĉ*��%��

Sc9 �� ����	���� χc � ��������%�8�� >������� ξc� .� ��	���� �� ���-

• Sc ⊗ Sd = Sc+dG χcχd = χc+dG ξcξd = ξc+dG

��



• S0 ���� �������
 C*Ĉ*��%�� � ����������� ��
������ ĈG χ0 : Ĉ → C H >� $%�	 �#9
�+�������� �����# ����� �G ξ0 ���� ����� � 	�� � K·(Ĉ, C)G

• Šc
∼= S−cG χc = χ−cG ξ̌c = ξ−cG

• λt(χc) = 1 + χctG λt(ξc) = 1 + ξctG

• Ψk(χc) = χkcG Ψk(ξc) = ξkc�

���	������ �/"/�� :��	 (Sc)c∈Q/Z �	���������� ��� ���
� ���	 �	������������ ������ ��!

�	����� �	��
 C!Ĉ!������� :��	 (ξc)c∈Q/Z �	���������� ��� ����� Z!�����	
 K·(Ĉ, C)� �
���	 (χc)c∈Q/Z � 	��	��	����
� ����� �����	�� �	��	������ Cen(Ĉ, C)�

F	�� ��� ���� �"�������� ����������' �	���� Cn �	���� n � ����	�	���� Ĉ/Ĉn� �

��"���� �	��
 C!Cn!������ �"����������� %� ��$�' π∗
n� ��� πn : Ĉ → Cn � �����������

�	�����& � ��"����� (Cp/n)0≤p<n�

2�%������$��
� U	�+�� ������� �������� %����+�����9 ��# ��& �������9 �� ��� Cp/n ��
����*

����� #��#���# C*Cn*��%�#��9 ��	��	% Ĉn ��������� ��
���%�� �� 	�+�� �� ���9 ������ >��
C*Cn*��%�� �����9 ��	��	% �� �������9 � ����� ������$��9 ��	��	% �� ����	����
χp/n ����� ��������� )������ ��������9 �� �� ��� n D�%	9 � �� �&���� ����!�� �8�� 	��*

����� ����� ������$��� ������ C*Cn*��%��
 ���� dimC Cen(Ĉ, C) = n�

=���D�� Ĉ = lim←−n≥1Cn � ����
��� 	 ������%9 	�	 � �������G ��%��� �&�� ����� %����+�����

�����+���#� T� ��& ����%�� ��� �������� � ����!���

���������� �/"/�) )������� ����� Qab ��	�������� ������ ���D������ Q9 ���� ���9 ��%���*
�� �� Q ������������� ������+��� 	���
 �� ����� � (ζc)c∈Q/Z� )������� ����� Zab 	�� 

 ���� � QabG #��9 �� Zab ���� ������
 Z*��%�� � ������ (ζc)c∈Q/Z� ���� �&9 ��# ���&

α ∈ Ẑ∗ ������� ����� τα �����$��� ��# Qab9 ������#8�
 ζc � ζαc� )������� ����� τ ���*
�������
 ��	�� ����� &���$��� �������� &�%�� Ẑ∗ → Gal(Qab/Q)G �������9 �� τ #��#���#
����$���� 1	�	 >� ��������� ����%�� �� ������������ ��&����� ������# 	�%&�3�

���	������ �/"/�. ����� G � �	������� �	�����
7& �	��!λ!���� K·(G, C) �������� λ!������
L& χG : K·(G, C) → Cen(G, C) �������� ��=������
� λ!���	������ � 	���'$�� ����'��'�

���	�"���� χG ������	��� ���	���� ��"�� K·(G, C) � �����  �	����	� X(G)� /�� ���	!
���� �������� ���	����� λ!���� � ����'����4 � ��������� ��� �'�� ξ ∈ K·(G, C) ����� ����
	������� χξ̌ = χξ�

M& 8�� �'�� ��	�������  �	����	� χ � �'�� g ∈ G �������� χ(g) ��"�� � Zab� )���� ��	��
X(G) ⊂ Cen(G, Zab)�

O& 8�� �'�� ��	�������  �	����	� χ � �'�� g ∈ G �
����� 	������� χ(g−1) = χ(g)4
�	�� ��� ��� �'�� α ∈ Ẑ∗ �
����� 	������� ταχ(g) = χ(gα)� ��� τα � ����	���� ��� Qab�
�	�������
� � I�S�*Y�

[& #�� �������� ��	�������  �	����	� χ ��$�������
 � �� � ���� �� ������� ���� χ(g) =
χ(g−1) �	� ��� g ∈ G� #�� �������� χ �	������"�� Z � �� � ���� �� ������� ���� χ(gα) = χ(g)
�	� ��� g ∈ G � α ∈ Ẑ∗�

2�%������$��
� )������ �������9 �� L3 ��������� ����%�� �� 43 � h39 ��	��	% %����� χ(g) =
χ(g−1) 1���� χ(gα) = χ(g)3 	��������# � h3 ����������� %����� χ(g) = χ(g) 1���� ταχ(g) = χ(g)
��# ���� α ∈ Ẑ∗39 �� � ����+���#� ����� ;��%� ��������� ��8���������� 1���� �� �����*
����3 χ(g)� ���� �&9 �&���� �%�	�% 43 �������� χ(g) ���&�� #��#���#  ���� ��&��������	��9 �
���% χ(g) ∈ Q ⇔ χ(g) ∈ Z�

U�# �&9 ���� �	����� �%�	�� 23dh39 ������%���# ������ �� ��������# ������9 ���� ������

�	���������� >��� %����+����
 	 ��%��� G = Ĉ� 0�� >�� �&���� ������ � �%�	��� 23 � 53 �*

������ ��������9 �� χG #��#���# λ*&���$����9 ���� �� λt ◦ χG = Ĝt(χG) ◦ λt : K·(G, C) →
Ĝt

(
Cen(G, C)

)
� U������ ��������9 �� >�� ����+���# �������� �� >�������� ���� ξc9 ��	��*

	% ��	�� >������� ��+���� ������% &�%��% K·(Ĉ, C)9 � ��������� >��� ����+���
 �� >��������

��



���� ξc ��������� ����%�� �� $��%� ��������� g���&���9 �����	� ��
��� 43 � h3 ���������

������# 	 ��%��� G = Ĉ9 χ = χc9 	���
 ��	+� ��&	 ����������# � ��8�� $��%� �� ���������

1��	��
� �/"/�, ����� G � �	������� �	����� M � �������	�
� C!G!������ ���� ��� �'!
�� n ≥ 1 � �'�� g ∈ G �
�����
 	��������(

χ∧nM (g) =
1
n

n∑
k=1

(−1)k−1χM (gk)χ∧n−kM (g) ,1��������3

χSn M (g) =
1
n

n∑
k=1

χM (gk)χSn−k M (g) .1��������3

2�%������$��
� 6&���� ������%8��% �����+���� χG #��#���# λ*&���$����G ������
�����������# $��%���� 1�������39 1�������39 ����������� 1����<��3 ���� �
 g����� �� Cen(G, C)9
����������� ����� � ���������� ��������

��) *���!������ ��"�!���

����	����� �/�/� ����� G � �	������� �	����� A � G!����� X � ������ G!��"����� ��!
������ ��	�� LA,G(X) ��� ��	�� A(X) �����
� A!G!������ �	"����
� X %��� I�*�*E&� ��������
��	�� [X ] ����� cl A(X) ������ �	������� A!G!����� � K·(G, A) %��� I�S�S&� -��� A � �������
����� � ������� ��	�� χX ∈ Cen(G, A)  �	����	 A!G!����� A(X) %��� I�S�V&�

*������� �/�/�/� =������#�� ����	���� χX ���&�� #��#���#  ���� ����� �������� ����� � ���*
����� � 0 � cardX ��� ����� >���  ���� ����� � ����� ��	�� � 	�� � A� U�# �	�����������
������� � A*��%�� L = A(X) ����������
 ����� (ex)x∈X � �������9 �� >������ g ∈ G ��
���%�� ��
>�������� >�& ������ � ������% gex = egx 1��� ������3� 0>��% χX(g)9 ���� ���� �����$���� gL9
����� 	�������% >������� x ∈ X 9 ����8���# ������+���� �� ��
������ g-

χX(g) = card{x ∈ X : gx = x} .

)����� � �����<L3 ����%��9 �� ��# ���& g ∈ G � α ∈ Ẑ∗ ������� �������� χX(gα) = χX(g)�

����	����� �/�/� ����� G � �	������� �	����� X � G!��"����� 8�� �'�� n ≥ 0 �	������
n*%� �����������	%� ������� G!��"����� X �����'$�� �	���( snX := Xn/Sn� ��� ������	�!
������ �	���� Sn ��������� �� Xn ��	���������� �������� � �������� G �� snX ������	���
�
��
� ���������
� ��������� G �� Xn� ��	�� � snX �������� (x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn �
 �����
�����
���� � ���� �	��������� x1x2 · · ·xn4 ����� �	���� snX ���� G��"���� ������� �������
n � ��	�����
 XH� �������� ��	�� τnX G!����"���� � snX � �	������� ���������� ����
x1x2 · · ·xn� � ��	
 ��� �������
 xi 	������
�

g������������ ������� τnX ��	�- >� ��+���� n*>��������� ����+���� ��+����� X �
������������ ��
������ &�%��� G�

6���%�8�� �����+���� �%����%�� ������ ��
���� ������� A*G*��%��
 A(X)9 � ��	+� >��*
����� [X ] ∈ K·(G, A) � ����	���� χX �

���	������ �/�/� ����� G � �	������� �	����� X � Y � �����
� G!��"������ n ≥ 0 � ����
����� ����(

7& >�$�����'� ����������� ���	����
 A(X×Y ) ∼= A(X)⊗A A(Y )� A(X
Y ) ∼= A(X)⊕A(Y )� � ���"�
Sn A(X) ∼= A(snX)�

L& # λ!����� K·(G, A) �
�����
 	�������� [X ×Y ] = [X ] · [Y ]� [X � Y ] = [X ] + [Y ]� [snX ] = sn[X ]�
-��� G!���� A ������ � ���	"�� ��� 	��������
 ����� Q %���	���	� A = C&� � �
�����

	�������� χX×Y = χXχY � χX
Y = χX + χY � χsnX = snχX �

M& -��� f : H → G � ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	���� � ��$������� �����������
���	���� f∗A!H!������ (f∗A)(f

∗X) ∼= f∗(A(X))� � � K·(H, f∗A) �
����� 	������� [f∗X ] =
f∗[X ]� -��� A ������� � χf∗X = Cen(f, A)(χX)�

O& -��� f : H → G � ��	
�
� ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	���� � ��� �'��
������ H!��"����� Z ��$������� ����������� ���	���� A(f!Z) ∼= fab

!

(
(f∗A)(Z)

)
� -��� �	���

��



��	� f �	���� � A %��� I�+�E&� � A(f!Z) ∼= fab
!

(
(f∗A)(Z)

) ∼= f∗
(
(f∗A)(Z)

)
� � � K·(G, A) �
�����

	������� [f!Z] = f∗[Z]� -���� �	�� ��� A ������� � χf!Z = Ind(f, A)(χZ ) %��� I�S�3&�

2�%������$��
� 0%�	� 23 ��������� ����%�� �� ���������
G �����# ����� �%�	�� 53 ����%�� ��
�%�	�� 23 � �� ���������# ���� �
 �� K·(G, A) 1��� ����� � �������3� .���# ����� �%�	�� 53 ����%��
�� ����
 � �� �& $�	��9 �� χG : K·(G, A) → Cen(G, A) #��#���# &���$���� λ*	�� G >�� $�	�
����� ���&��9 ���	 �� �& �	����� ���	 � �%+�� ��� ��%��� A = C 1��� �����<3G �>��% ��
�+�� ���������# %����+������ �� �����������	�� ������� ���	 ��# A = CG ������9 �&����
������� �������#�� ����	���� χX � χsnX #��#���#  ���� �����9 �� �����#8�� � 	�� � A9 � ���%
�� ��������� χsnX = snχX ��# A = C ����%�� >� +� �������� ��# ��������& ���#��& 	�� �
A9 ����+�8�& Q�

U����9 �%�	� 43 ����%�� �� �%8��������# 	�������	& ����$���� LH ◦ f∗ ∼= f∗,ab ◦ LG 1���
������3 � �� 	��%��������� ���&����� �������� g���&���9 �%�	� h3 ����%�� �� �%8��������# 	��*
�����	& ����$���� LG ◦ f!

∼= fab
! ◦LH 1��� ������39 �� �%8��������# 	�������	& ����$����

Nf : fab
! → fab

∗ � ��%��� ��������� ��#�	� #��� f 1��� �������3 � �� 	��%��������� ���&�����
�����,�� � ��%��� A = CG ��# ��������& ���#��& 	�� � A ��� ���� ��������9 �� ��� �����*
��# ��������������� ����	���� #��#���#  ����� �������9 � ��� �����������9 ��������8���# ���
���������� Ind(f, A)9 ��+�� � A9 ��	��	% �� �������&��� ��������� ��#�	� #��� f � A9 �
�>��% �8�
 ��%��
 ����%�� �� ��%��# A = C�

*������� �/�/�/� 0%�	� h3 ������%8�& �����+���# �	�������9 �� ��� ��	�	�� D���� ����*
���� [f∗Z] ����� [Z] ��� χf∗Z ����� χZ G �8� ��� ���� �#9 	��%� �����# �������� ��	�� �����
H >� PQR(X, Y )� )���	9 	�	 �� ��	�� %�����9 [τnX ] ����+����# ����� [X ]9 	�	 � χτnX ����� χX 9
��#9 	���� +�9 ���� [τnX ] �= λn[X ]9 ������# �� �������� ����������
�

*������� �/�/�/� 0�����%8�� �����+���� �	�������9 �� �� �+�� ��������� ��&�� ����*
 �� � 	������� G*��+������� � ��8�� �� ����	���� χX � � �+������9 �&%� ���� ������$*
��� G*��+����� � ����	���� ����	������G ������� >�& �%�%� ��������� ������ ���� �&9
����	��� ����%�8�� �����-

• ��	 � χX ���������� 1��# �� �������3 X[

• ��	 � ����%�����% ����	���% χ ∈ X(G) %�����9 ����� �� � ��� χX ��# 	�	&*���%�� G*
��+����� X[

.�	�� �� %�����9 �� �� �����
 ���� ���� ����
 ���� � ��%���9 	&�� G H �� �	�����	�#
&�%��� Ĉ 1��� ������3� . ����%�8�� �%�	�� �� ����� ����� ��D�� ����	������ %����� �&9
���� ����%�����
 ����	��� ���� ��� χX �

*������� �/�/�/� ��	�# ��$��� �#  	����� G*��+����� X ������ ������#���# � [X ] ∈
K·(G, A) ��� � χX ∈ Cen(G, A) [ 0��+�� ���&9 	������� >������� |X | ��+����� X ���� ���*
&% �	���� ���	����& A*G*��%�# A(X)G �>��% |X | = rankA(X) = rank[X ] 1����� ����� rank
�������� ��	+� ���������# $%�	 �# K·(G, A) → H0(Spec A, Z)G ���� Spec A ��#��� � ���%��9 � >��
$%�	 �# ��������� ��� �������# � Z3� X��� 	��  A ���#��9 � χX(e) = rankA(X) · 1 = |X | · 19
���� χX(e) ���� ���� |X | � ����� ��	�� � 	�� � A� X��� ����	�������	� 	�� � A ����� �%��
1��������9 A = C39 � A ����+�� 	��   ���� ����� Z9 � ���% χX ������� ������#�� |X |�

���� �&9 	������� 	������ ��#����� 1���� G*����3 G*��+����� X ��	+� ������� ���*
���#���# � χX 9 ���� A ����+�� Q� U�
���������9 ���� �������� ����� χ0 : G → A ������ 	�
���
��
 &�%��� G9 ���� ����	���9 �+�������� �����
 ����� �9 � (χX , χ0) = |X/G|� U�# �	�����������
>�& $�	�� ��������� &���$��� q : G → 19 ������� ����� χ′

0 &�����
 ����	��� �������

&�%��� � �������9 �� �&���� ����� X/G ∼= q!X 9 � � �����+���� �����h3 χX/G = χq!X = q∗χX 9
&�� q∗ = Ind(q, C)� )����� |X/G| = χX/G(e) = (χX/G, χ′

0) = (q∗χX , χ′
0) = (χX , q∗χ′

0) = (χX , χ0)� =����
q∗ = Cen(q, C)9 � �� ������������ ���9 �� q∗ � q∗ ���#+��� 1��� �����,9239 � ��	+� ���9 ��
�������# ���� ��������������� ����	���� ��+�� � Z9 � ���% �+� �������9 �� A = C�

*������� �/�/�/" 0�������� G*��+���� X �+� ����+��� � �%��% ����- X =
∐

1≤i≤s XiG
������� � 	�+�� Xi 	�	%�*���%�� ��	% xi � ��+�� Ui := StabG(xi)� '&�� G/Ui

∼= Xi9 � �&����

��



�����23 ������� �������� χX =
∑

1≤i≤s χXi =
∑

1≤i≤s χG/Ui
� '�	�� �����9 ��# �������# ���*

���+��� ����	���� χX ������� ����� ����	���� χG/U ��# ������+��� �	����� ��&�%��
U ⊂ G�

����	����� �/�/" ����� G � �	������� �	����� U ⊂ G � ��	
��� ���	���� � G� :�����
 �	����	 χG/U ∈ X(G) ⊂ Cen(G, C) ����%����
 ��&�%��
 G9 ���������
 U � )���� �
 �����
�������� χG/U ���"� ��	�� χU �

���	������ �/�/� ����� G � �	������� �	����� U ⊂ G � ��	
��� ���	���� � G� ����(

7& -��� U ′ ⊂ G ��	�"��� � U � � χG/U ′ = χG/U �

L& χG/U (e) = (G : U)� ��� e � ������� �	���
 G�

M& (χG/U , χ0) = 1� ��� χ0 � �����
�  �	����	 �	���
 G� ����  �	����	� �"�������� 	���
� ���!
�����

O& -��� U = G� � χG/U = χ0�

[& 8�� �'�� ���	������  �	����	� χλ �	���
 G %��� I�S�J�*& �����	�� �	���������  �	����!
	� (χG/U , χλ) �������� ���
� ���	��������
� ������ #�� ��������  �	����	� χG/U ����'���

���
�� ���	��������
�� �������� �� �	��� ��$��� (G : U)� 8�� �'�� g ∈ G � α ∈ Ẑ∗

�
����� 	������� χG/U (gα) = χG/U (g)�

Z& -��� �	���� G ������� � χG/1 � �� �������� 	����� �	���� �	���
 G � ���� e � ���' �
������
 ���� �

\& -��� f : H → G � ��	
�
� ���	�	
��
� ���	���� �	�����
 �	��� � V ⊂ H � ��	
!
��� ���	����� � χG/f(V ) = f∗(χH/V )� ��� f∗ = Ind(f, C) %��� I�S�3&�

]& -��� i : U → G � ��	
�� ��"����� χ′
0 � �����
�  �	����	 �	���
 U � � χG/U = i∗χ′

0� 8��
�'�� g ∈ G �������� χG/U (g) �"�� �
�� �
������ � �	����

χG/U (g) = (G : U)µG

({σ ∈ G : σgσ−1 ∈ U})
?& -��� �	���� G ������� � ��� �'�� g ∈ G ����� ���� 	�������

χG/U (g) = (G : U) · |Cµ ∩ U |
|Cµ| ,

��� ��	�� Cµ ������� ����� ��	�"���
 �������� �	���
 G� ���	"�$�� g�

2�%������$��
� 23 X��� U ′ = sUs−19 � ����+���� g �→ sg ���% ��%�� ����$��� G*��+����
G/U � G/U ′9 � ���% χG/U = χG/U ′ �

53 6&���� ������� (G : U) = |G/U | = χG/U (e)�
43 e��9 �� G/U ����� ��� �� ��
 �����G ������ ������%���# ��������
h3 X��� G = U 9 � χG/U ��������%�� �������% C*G*��%�� � ����������� ��
������ GG �&

����	��� � ���� χ0�
L3 6&���� ����!��9 �	��#��� ����������� (χG/U , χλ) ���� 	�������% ������ C*G*��%��


� ����	���� χλ � ����+���� ��%����& C*G*��%�# � �%��% ������� 0>��% >� �	��#���
����������� #��#���#  ���� ����� ��������� )�������� %����+����# H >� ������� ��%��� ��������

i3 e��9 �� G/1 = GsG ���� g �= e9 � ����+���� x �→ gx ��+����� G � ���# �� ����� ������+*
��� ���	9 �	%�� �&���� ������� χGs(g) = 0�

j3 6&���� �����,h39 �%8����%�� 	�������	�
 ����$��� G*��+���� f!(H/V ) ∼= G/f(V )� )���*
��� ��������� �����h3�

k3 0������� j3 	 V = H = U � f = i9 � ����� ������%���# h3� U�# �	����������� $��%��
������%���# ����������� i∗ = Ind(i, C) �� ����<-

χG/U (g) = (i∗χ′
0)(g) = (G : U)

∫
G

dµG(σ)
∫

i−1(σgσ−1)

χ′
0(h) dµ(h) = (G : U)µG

({σ ∈ G : σgσ−1}),
��



��	��	% ��%������
 ����&��� ����� �%�� ��� ����� � � ���������� � �&9 ��+�� �� >������
σgσ−1 � U ��� ����

O3 )������� ����� p : G → Cµ ⊂ G ����+����9 ������#8�� σ � σgσ−1� 6&���� �%�	�% k3
χG/U (g) = (G : U)µG

(
p−1(U)

)
9 �� � ���������� ���� (G : U) · |p−1(U)|/|G|� 0�	��	% ������

	�+�& >������� Cµ ��������� p ����� ��� �� |G|/|Cµ| >�������9 �� �����9 �� |p−1(U)| =
|U ∩ Cµ| · |G|/|Cµ|9 �	%�� χG/U (g) = (G : U) · |Cµ ∩ U |/|Cµ|�

*������� �/�/) 0%���G H 	�����# &�%���9 G =
∐

µ∈M Cµ H �� ����+���� �� 	����� ���#+�����
>�������9 H H ��&�%��� G� .�D� �� ��������� ����%����%� ��&�%��%9 ��������%�8%� H 9
	�	 ����	��� χG/H � )���	 � ������� ��� ��� ��� ��%&� ����������- ��� ����%����
 ��&�%��

��������� �9 �� �� ������ �%��� �������� "������ 
���
��������- >� $%�	 �# pH : M → [0, 1]∩Q9
����������# ��������� pH(µ) = |H ∩Cµ|/|H |� 0	�+��9 �� χG/H � pH ������� ������#�� ��%&
��%&�9 �� � 	�	
*� ���� �������� �#���D���# ���������� � �������&��� 0��+�� ���&9 �
χG/H 9 � pH ����#�� ��������� ��#�	 &�%��� H 9 ��	��	% χG/H(e) = (G : H) 1��� �����953 �
pH(µ0) = 1/|H |9 &�� Cµ0 H 	���� �������& >�������� U����9 �&���� �����9O3 ��# ���& g ∈ Cµ

������� �������� χG/H(g) = (G : H) · |H ∩ Cµ|/|Cµ|9 �� � ���������� ���� pH(µ) · |G|/|Cµ|� "��
$��%�� ����#�� ��&	 ��
�� pH � χG/H 9 � ������

����� �/�/. 0%��� G = Ĉ H �� �	�����	�# &�%���9 ���� 1��� ������3 ���������# &�%��� Ẑ9 ����*

�������# �%�������	������ U�# ���& ���%�����& n � Ĉ ���� ��� ��� �	����# ��&�%���
����	�� n9 � �����9 Ĉn 1���� nẐ � ��������
 ������3� )������� ����� Tn ��������%�8�� ��#���

Ĉ*��+����� e��9 �� Tn H >� n*>�������� ��+����9 �� 	��� ���&����	�# ����%�8�#
σ &�%��� Ĉ ��
���%��  �	�����	
 ���������	
� a��� 	����� Ĉ*��+���� X �����������# �
���� X =

∐
1≤i≤s Tλi 9 ������� � ������� � ���������	� ���&�����G >� ����+���� � �%8����%

���� ����+���� �� ��������	��8���#  �	�� �������	�9 ���% ������
 �� X ��
������ ���*
&����	
 ����%�8�
 σ� '�	�� �����9 ������� n*>�������& G*��+����� X ��������� �������
��������# λ = (λi)i≥1 ����� n �� ���&����� 1�������9 �� 
�������� �� ��������� λ  ��& �����*
 ������& ����� n H >� ����������8�# ���������������  ���� ����� �������� ����� (λi)i≥19
�%��� 	���� ����� n3�

7���+� ������ ����	��� χTd
- � ����� d �� >�������� Ĉd � ����� 0 �� ���� �������� >��������

Ĉ 1��	��	% ��� ��	�� >������� �� ����� ������+��� ���	 �� TdG ��� $��%�% �������3� . ����*
����9 ��# ���&  ��& n �������� χTd

(σn) ���� d ��� 0 � ���������� � �&9 ������# �� n �� d
��� ����

X��� X �������# ���������� λ = (λi)i≥19 ���� X ∼= ∐
i≥1 Tλi 1�� ������� T0 = ∅9 ��	 �� � ��
����*

�������� >�� �%��� 	�����39 � �� ������%8�& ��%����9 �� χX(σn) =
∑

λi|n λi�

���	������ �/�/, ����� Ĉ � �	����������� �	���� %I�S�**&� ���� ����� ������ Ĉ!��"����
X ������� � ������' � ���	����� �	��������� ����������  �	����	� χX �� �������� ����
σn� ��� n �	������ ��"���� ���
 ����� ≥ 1� 5��� ���� ���� X ∼= ∐

d≥1 cdTd� ��� Td � �� ������

d!��������� Ĉ!��"���� �� �	���	� I�E�3� cd ≥ 0 � ���
� ������ ���� ��� 	���
� ���'� � cdTd

������� ����� cd ��������	� Td� � ��� �'�� ���� n �
����� 	�������

χX(σn) =
∑
d|n

cd .

8�� �'�� n ≥ 1 �
����� 	�������

cn =
∑
d|n

µ
(n

d

)
χX(σd) ,

��� ��	�� µ �������� ������� .�������
-��� ��	���� �������� �� X ����� �� ≤ n ��������� � X ������� �	��������� ���	�

��������
(
χX(σk)

)
1≤k≤n

�

2�%������$��
� 0����# $��%�� � �%8����% ���� �	����� � ����<G ����# $��%�� ���������
����%�� �� ��� � ��8�� $��%�� ���8���# ����%��� T� ���
 $��%�� ��������� ����%��9

��



�� ���� (ck)1≤k≤n ������� ������#���# �����
(
χX(σk)

)
1≤k≤n

G ���� ������� �������9 �� X

����� �� �� ���� ��� n >�������9 � ������ ck = 0 ��� ���� k > n9 � ���% ������� X
������� ������#���# �����

(
χX(σk)

)
1≤k≤n

�

*������� �/�/0 0%��� G H 	�����# &�%���9 M H ��+���� 	����� ���#+������ >�������
&�%��� G9 (Cµ)µ∈M H ���� >�� 	�����9 dµ := |Cµ| H 	������� >������� � ��������%�8�� 	�����9
(χλ)λ∈Λ H ��+���� ����������� ����	���� &�%��� G� )������� ����� λ0 ∈ Λ ����	�9 ��*
������%�8�
 &�����% ����	���% &�%��� G 1���� ����	���%9 �+�������� �����% ����� �39 � �%���
µ0 ∈ M H 	���� ���#+������ �������& >������� e &�%��� G� )������� ����� c = (cλµ) ����� %
����	���� &�%��� GG ��	�� �����9 cλµ = χλ(µ)�

0%��� H H ���������# ��&�%��� � G� )������� ����� xλ 	>$$� ����9 � 	���� χλ �����
� ����+���� χG/H G �� ���D���
 ��&�������� ����	���� ����!�� ��������� ��%����9 ��
xλ = (χG/H , χλ)� 0�+�� yµ := |H ∩ Cµ|9 y′

µ = χG/H(Cµ)G �%��� ��	+� pH : M → [0, 1] ∩ Q H $%�	 �#
������������#9 ��������%�8�# H 9 ���� pH(µ) = |H ∩ Cµ|/|H |� .���D�� ��������� ��� ���D���#
��+�% >���� ������� 1��� ����� � ����!��3-

�� xλ ≥ 0G xλ ∈ ZG

��
∑

λ xλ · deg χλ = χG/H(e) = deg χG/H = (G : H)G

�� xλ0 = 1G

�� 0 ≤ yµ ≤ dµG yµ ∈ ZG

�� yµ0 = 1 = dµ0 G

��
∑

µ yµ = |H |G
<� y′

µ = χG/H(µ) = (G : H) · yµ

dµ
∈ ZG 0 ≤ y′

µ ≤ (G : H)G

�� y′
µ = χG/H(µ) =

∑
λ xλχλ(µ) =

∑
λ xλcλµG

!� y′
µ = χG/H(µ) ������# �� (G : H)/ mcd((G : H), dµ)G

�,� yµ ������# �� dµ/ mcd((G : H), dµ)G

��� xλ = (χG/H , χλ) = 1
|G|

∑
µ dµχG/H(µ)χλ(µ) = 1

|H|
∑

µ cλµyµG

��� pH(µ) = yµ/|H | = y′
µdµ/|G|�

"�� ���D���# �	�������9 �� χG/H 9 pH 9 (xλ)λ∈Λ9 (yµ)µ∈M � (y′
µ)µ∈M ������� ������#��

��%& ��%&�9 ���� ���	 �������� ����� � ����	���� (cλµ) � ����� (dλ)� ���� �&9 ���
 �� >���
����� ������� ������#�� ��#�	 &�%��� H � �� ����	� 1��� �����3�

*������� �/�/�! .��������� ��D� ���D���# ���� ����%�8�
 ���� �������# ����	� ����
����%������ ��&�%�� ����
 &�%��� G9 ����� � ����	���� 	��
 ��������� g �����9 ��# B��*
����	��C &�%�� H 1�����9 ��#�	� &�%��� H3 �� �+�� ���������� �����  ���� ����� ��������
����� (yµ)µ∈M 9 %�������#�8�� %����#� �3d�3 � �,39 ������� � 	�+��% ��	�% ����% ��*
������%�8�
 ���� (xλ) � $��%�� ��39 � �����#�� %����# �3d�3G ������9 ������� �����#��
%����� �39 ��	��	% %����# �3 � �3 ����%�� �� %+� ����������� X��� +� &�%��� H B���D�#C9
� �� ����	� ���9 � �+� ���������� ����� (xλ)9 %�������#�8�� %����#� �3d�39 ������� ��#
	�+�& ��	& ����� (y′

µ) � $��%�� �39 � �����#�� %����# <3 � !3G ����� �+� ��� �� ��
��
(yµ) �� <3 � �������� %����# �3d�3 � �,39 ���	 � >�� ��� ����������9 ��	��	% >�� %����#
	�+%��# ����������� ����������	��

"�� ����9 � ��������9 ����#�� 1�� 	��������3 ��
�� ����	9 ����+�8�
 ��� ����%������
��&�%��� &�%�� Sn ��� n ≤ 7G ��# �S��D�� n >�� ���� 	��������# ��������� >$$�	������ �
�%+� ������#�� ����� �� ������� ��

���� �&9 ��������
 ��	�� ����� ����	 �+�� ����+��� B���%8���������C ����%������
��&�%���9 ���� ����� ������9 �� ��������%�8�� �� ��
 ����#8�
 ��&�%��� &�%��� G� 0*
�	��	% ��	�� ����%������ ��&�%��� ���	 ������#�� ����% ��D�& ����� ���������# &�%���
;��%�9 ��� �%+� ���������# ���������# � ���� )��� �� 	��������9 ����#�8�� >� ������ H
τ��
���
�9 H �%��� ��������� � ����%�8�� ������� 1��� �����3�

�<



��+ τ&������� � τ&	������


0%��� G H ��	�����# &�%���� 7������9 �� � ����� �� ��������� ��# ���& G*��+����� X �&
n*%� �����������	%� ������� snX 9 	��%� �+� ��$������ ������ 	�	 ��+���� B�������
������� n � 	��%���%�8�� ���������� XC � �	��������� ��
������ G� �� ��	+� ���������
G*����+���� τnX ⊂ snX 9 ���#8�� �� ������� x1 · · ·xn9 ��	��9 �� >������� x1, . . . , xn ∈ X
����� ��������� 7�D� ���+�
D�#  ��� H ��# 	����& G*��+����� X ��%�����# ����+��� χτnX

����� χX 1��� ����� � �����923�

3���� �/)/� ����� G � �	������� �	����� X � G!��"�����
7& >�����	������� ������� snX �"����������� � ��"����� ������� a : X → N0� ����� �����!

��� ��	
 	���� n� �	� ��� ������� a ������������ G������H
∏

x∈X xa(x)� /� �"�������!
��� ���������� � ��������� G� ����� ��� �
��� �	������� �������� G �� ������� � �	�����
(ga)(x) = a(g−1x) %��� I�*�*J&�

L& �	� ��� �"���������� τnX ⊂ snX �"����������� � ��"����� ������� a : X → {0, 1}�
����� �������� ��	
 	���� n�

M& 8�� �'�� n ≥ 0 ��$������� ����������� ���	���� G!��"����

snX ∼=
�n/2�∐
k=0

skX × τn−2kX .

2�%������$��
� 0%�	�� 23 � 53 ��������� ����%�� �� ���������# �����G ��� ���	 ��������9
�� ������% x1 · · ·xn �������#���# $%�	 �# a9 �������� 	��
 a(x) �� ��������� >�������
x ∈ X ���� 	�������% xi9 ������ x�

U�# �	����������� �%�	�� 43 ��������� ����+���� θ9 	��� �������#�� $%�	 �� a ∈
PQR(X, N0) ���% $%�	 �
 (b, c) ∈ PQR(X, N0) × PQR(X, {0, 1})9 ����������� ����%�8�� �����-
b(x) = �a(x)/2�9 c(x) = a(x)−2b(x) ��# ���� x ∈ X 9 &�� ����� �t� ��������  ���# ����� ��8�������&
����� t� )����+���� θ ��V�	����9 ��	��	% a = 2b + cG �& ����� #��#���# 	�	 ��� ���V��	���
�V��������

∐
0≤k≤n/2 skX × τn−2kX 1����� k H >� �%��� �������
 $%�	 �� b3� 7�	�� 9 #��9 �� θ

#��#���# G*����+������

����	����� �/)/� ����� K � �	��!λ!���� %��� I�I�I&� F�� �
��� ��� �'�� x ∈ K ��"��
λt(x) := 1+xt+ · · ·+λn(x)tn + · · · %��� ��������� ���� I�I�I&� � ����� st(x) = 1+xt+ · · ·+sn(x)tn + · · · =
λ−t(x)−1 � 	��� ����������
� � I�I�3 ��� �	�������� ������	������ ��	���� sn� #����� ��
�
	�� τt(x) � ��$�' 	��������

1�������3 τt(x) = st(x)/st2(x) = λ−t2(x)/λ−t(x)

� ��
� ��	���� τn� n ≥ 0� � �	����

1�������3 τt(x) =
∑
n≥0

τn(x)tn .

*������� �/)/� T� ���������# ��������� ����%��9 �� st2(x)τt(x) = st(x)G �� ��������# 	>$$�*
 ����� ��� tn � >�� ��������� �� ��������� ��%����9 ��

1�������3 sn(x) =
�n/2�∑
k=0

sk(x)τn−2k(x) .

)����� �� ��%����9 �� τ0(x) = 19 τ1(x) = x9 τ2(x) = s2(x) − x9 τ3(x) = s3(x) − x29 τ4(x) =
s4(x) − xs2(x) + x2 − s2(x) � � � . �8�� ��%��� τn(x) = Tn

(
x, s2(x), . . . , sn(x)

)
9 &�� Tn H ��	����

%������������ ��&����� �  ����� 	>$$� �������� g���&����� ����� τn(x) ����+����# �
����� x9λ2(x)9� � � 9λn(x)� 7����9 τ *���� �� ������� ������#�� �����������	�� � λ*���� ���
U�# >�& ������� ��������9 �� �� 1�������3 ��������� ��%�����# ��������

1�������3 st(x) =
∏
k≥0

τt2k (x) = τt(x)τt2 (x)τt4 (x) · · · .

��



T� >�& ��������� ����%�� �%8��������� %������������ ��&����� �  ����� ����
�����������
	>$$� ������� Sn9 ��# 	���� sn(x) = Sn

(
x, τ2(x), . . . , τn(x)

)
�

'�	�� �����9 �� 	��%������� 	�� � K �+� ��������� ���%	�%�% ����*λ*	�� �9 �����
τ *���� ��� U�# �&9 ���� ���� �������� %����# ���������# ����*λ*	�� � �����9 �������
� �������9 ���� τ0(x) = 19 τ1(x) = x � τn(x + y) =

∑
p+q=n τp(x)τq(y) ��� ���� x, y ∈ K9 n ≥

0� 0������� �������� ��������� ����%�� �� ��������� τt(x + y) = τt(x)τt(y)9 ���������& �
$��%��� 1�������3 � 1�������3 ��������% λt(x + y) = λt(x)λt(y)�

X���9 	��� �&9 K #��#���# λ*	�� �9 � �� %����
 ���� ���������# �����9 � ��	+� �� ��*
�+���� �������� τn(x) ����� (λk(x))1≤k≤n � ��8�� %������������ ��&����� �  ����� 	>$*
$� ������� � ���+���� �������� λn(x) ����� τk(x) ��� 1 ≤ k ≤ n ����&����� ����� ����%��
�%8��������� %������������ ��&����� Q′

i,j = Q′
i,j(X1, X2, . . . , Xij) �  ����� 	>$$� �������9

������8�� ��� ��
����9 �� τ j
(
τ i(x)

)
= Q′

i,j

(
x, τ2(x), . . . , τ ij(x)

)
��# ���& x ∈ K � i, j ≥ 1�

.�������� >��� %����
 � ��
������������ ������� � �������9 ���� ����*λ*	��  ���
λ*	�� ��

����� �/)/" J�������� Z 	�	 λ*	��  ��������� ���������� ���+�
 �� ��� ���%	�%��
λ*	�� � 1��� �����3� '&�� λt(n) = (1 + t)n ��# ���&  ��& n9 �	%�� � 1�������3 ��%���� τt(n) =
λ−t2(n)/λ−t(n) = (1 − t2)n/(1 − t)n = (1 + t)n = λt(n)9 �� �������9 �� τk(n) = λk(n) =

(
n
k

)
���

���� k ≥ 0� . �8�� ��%��� ��������� λ*���� �
 � τ *���� �
 	��
�� ���	� 7�������9 ���� �
��������� λ*	�� � K ������� �������� λt(ξ) = 1 + ξt ��# ��	��& ξ ∈ K9 � τt(ξ) =
(1 − ξt2)/(1 − ξt) = 1 + ξt + (ξ2 − 1)t2 + (ξ3 − ξ)t3 + · · · + (ξn − ξn−2)tn + · · · 9 ���� τn(ξ) = ξn − ξn−2 ��#
���� n ≥ 2�

���	������ �/)/� ����� G � �	������� �	����� X � ������ G!��"����� n ≥ 0 � ����
����� τnX � ������ G!��"����� �	�������� � I�E�+�

7& ����� A � �	������� G!����� #����� �� λ!����� K·(G, A) %��� I�S�S& τ !��	���� ������
�	�������' I�Y�+� ���� � ����� K·(G, A) ����� ���� 	������� [τnX ] = τn[X ] %��� I�E�*&�

L& #����� �� λ!�����  �	����	� X(G) ⊂ Cen(G, C) τ !��	���� ������ �	�������' I�Y�+� ����
χτnX = τnχX �

2�%������$��
� 23 U�# �	����������� �������9 �� �� �����43 � �����53 ����%��9 �� ��# ���&
n ≥ 0 ������� �������� sn[X ] =

∑
0≤k≤n/2 sk[X ] · [τn−2kX ]� 6������ >� �������� � 1�������3

��# x = [X ] � �������9 �� [τ0X ] = 1 = τ0[X ]G �� >��� ���D���
 ���%	 ��
 � n ��%����
[τnX ] = τn[X ]9 ��	��	% s0[X ] = 1�

53 U	���������� ����D��� ����&��� H ������� �������9 �� snχX =
∑

0≤k≤n/2 skχX ·χτn−2kX 9

����� ������� >� �������� � 1�������3 ��# x = χX G ������ ������� ���%	 �� � n ≥ 0�

*������� �/)/�/� c��%�� 1�������39 1����<��3 � 1�������3 ���� ���+���� ������������ �����*
�#�� s0(x), τ0(x), s1(x), τ1(x), . . . , sn(x), τn(x), . . .G ��� ���������� ������& ����� >�
 �������*
�������� ������%���# %+� ����������� ������%8���

'����� �� � ���#��� �$��%������� τ *	������
�

���	������ �/)/) %Gτ !�	���	��H& ����� G � ������� �	���� � (χλ)λ∈Λ � ��"���� �� ���	�!
����
  �	����	�� 8�� ��� ���
 ������ ����	������ ������� χ ∈ Cen(G, C) �
��  �	����	�
���� χX ��� ����	� ������ G!��"����� X ������� �
������� �����'$� ������(

*� F���������
 xλ = (χ, χλ) 	���"���� ������� χ � 	��	��	������ ������ (χλ) ����!
'��� ���
�� ���	��������
�� ��������

+� #�� �������� χ(g) ����'��� ���
�� ���	��������
�� ��������

I� �̂���� *& � +& �
�����
 ��� ��� τnχ %n ≥ 1&� ��� τ !��	���� �� Cen(G, C) �	������
 �
��$�' 1�����3� 1�������3 � 1����<��3�

S� -��� �������� d := deg χ = χ(e)� � τnχ = τd−nχ ��� ��� 0 ≤ n ≤ d� � τnχ = 0 �	� n > d�

�!



2�%������$��
� 7�� ��� �	�����9 �� ���� χ = χX ��# ��	��& 	����& G*��+����� X 9 �
�������� %����# �3d�3� Y����� �3 ����%�� �� �&9 �� χX ���� ����	��� ��%����& C*G*��%�#
C(X)9 � ���% xλ ���� 	�������% ������ C*G*��%��
 � ����	���� χλ � ����+���� C(X) � �%��%
������ C*G*��%��
� Y����� �3 ����%�� �� �������� 7�	�� 9 %����� �3 ����%�� �� %+� �	�����&
� �� ��������� τnχX = χτnX 9 %���������& � �����953� Y����� �3 ��%�����# �� ������# τnX 	�	
��+����� n*>��������� ����+���� ��+����� X 1��� �����39 � �� �%8��������# 	�������	&
����$���� τnX ∼= τd−nX 9 ���������& ������������ ����% n*>��������% ����+����% �&
�������#�

*������� �/)/)/� =������9 �� �� %����# �3 ����%��9 �� χ ��+�� � 	�� � ����	���� X(G)G �*
�	��	% X(G) #��#���# λ*	�� �9 ��� �����������	�� ������� snχ ��	+� ��+�� � X(X)9 � ������9 �
τnχ ��+�� � X(X)9 ��	��	% �� ����+����# ����� �����������	�� ���� �� � ��8�� %�����*
������� ��&����� �  ����� 	>$$� ������� Tn 1��� �����3� . ��������9 ��� �������# (τnχ)(g)
#��#���#  ����� ��&��������	��� ������� 1��� �����<943� ���� �&9 �� %����# �3 ����%��9 �� ���
�������# χ �� �������G ���������D��� 1����<��39 1�������3 � 1�������39 �� �����9 �� ��� �������#
Ψnχ9 snχ � τnχ ��	+� �� �������G ��	��	% �� #��#���# 	 ��% +�  ����� ��&��������	���9
�+� ��	������9 �� �� #��#���#  ����� �� ���������9 ���� ��������+�� Z�

T��	9 �� %����
 �3 � �3 ����%��9 �� ��� 	>$$� ����� (τnχ, χλ) � ��� �������# (τnχ)(g) ������*
��+�� ZG �>��% ��� �����	� %����# �3 ������� �����#�� ����� ��������� >��� ������

*������� �/)/)/� ����� +�9 �� ���	��	� �����+� �������� %����# �3 � �3 ��# ���� n ≥ 0G
���� ���� &����������# ������������ �� 	�������� ��%���� 0 ≤ n ≤ 128�

*������� �/)/)/� ��	 �+� %�%�D��� τ *	������
[ =������9 �� ����	� ���������� %�����9
����&���� %����� �39 ��# �����������	�� ���� �
 snχ ����& ��& �� ����9 ��	��	% ������*
�����	�� ���� �� ����+����# ����� τ *���� �� � ��8�� %������������ ��&����� Sn � ������
����
����������� 	>$$� ������� 1��� �����3� X8� ��� �%�� H �������# ��������� τ *	������

	 τnχG �+�� 	������#9 �� >� ��	+� �����������9 ���� 	>$$� ����� ��&����� Q′

i,j �� �����
����� �������� U�+� ���� >� �� ��	9 ��	�# ����������� τ *	������# 	�+���# ��� ����������*
�
 	 ���������� �� ���	��	� ��*�� ���� �����& ���� 	>$$� ����� � �������
 ����	��8��
����	�����

U�%&
 ���� ��	�� �+� ���������� ��8���� τ *���� �
9 ���������� ����%�8�� ���*
��- ��# ���& G*��+����� X � ���& ��������# ν = (ν1, ν2, . . . , νl) �� �������� G*��+����
τνX 	�	 G*����+���� � sν1X × · · · × sνlX 9 ��������� ������� �� l B�������C9 ��	���9 ��
>�������9 ���#8�� � ��� >�� �������9 ����� ��������� )	��������#9 �� �� ��������� λ*
	�� � �+� ��������� ��8����� τ *���� �� τν 9 ��	9 ���� χτνX = τνχX � 0��� >�& �+�
��8��� τ *	������
9 �����������# � %����� �3 ������+��� τνχ�

)����
 �������	 ��	& ����� H ���������� τν ����� ��+� ������#��9 ��# �� �
�������# %������������� ��&������� �  ����� 	>$$� �������G 	��� �&9 �� ���D	� ��&�
g��� ������# ���������� ���� �� τ (n,1) � 	������� �������# 	 τ *	�������� "�� ���� �� ��&	
������#���#9 ��	��	% τnX × X ∼= τ (n−1,1)X � τ (n,1)X 9 �	%��

∑
n≥0 τ (n,1)(a)tn = aτt(a)/(1 + t)�

)���	 ��	�� ��%���9 ���� ��	���
 ����	��� χ ��D�� �����
 τ *	������
 � �� ��D�� ����
>�& ���D������
 ��	�� ����� τ *	������
9 	��
�� ���	��

. ������
D�� ���9 ���	9 ��������# #���# $��%�� ��# τ (1n)-

���	������ �/)/. 8�� �	������� G!��"����� X � ��� G � �	������� �	����� � �'��
����� n ≥ 0 �	������ G!��"���� τ (1n)(X) = τ (1n)X ��� G!����"���� � Xn� �	�������
��	������
�� ���	��� (x1, x2, . . . , xn)� ��� �������
 ��	
 ���	� 	������
�

F	�� ��� ��� �'�� ����� K � �'�� x ∈ K �	������ ������� τ (1n)(x) �	����

τ (1n)(x) =
n−1∏
i=0

(x − i) .

����(
7& 8�� �'�� n ≥ 0 ��$������� ����������� ���	���� G!��"���� X×τ (1n)X ∼= τ (1n+1)X

∐
n ·

τ (1n)X � ��� ��	�� n · τ (1n)X �������� ����� n ���� G!��"����� τ (1n)X �

�,



L& # �����  �	����	� X(G) ��� ��� n ≥ 0 �
����� 	������� χτ (1n+1)X = (χX − n) · χτ (1n)X �

M& # �����  �	����	� �
����� 	������� χτ (1n)X = τ (1n)(χX)�

2�%������$��
� Y����+����� 23 ��������� ��%�����# �� 	���������� ����+���
- � ����
����9 G*����+���� X × τ (1n)X ⊂ Xn+1 ����� �� ����� (x0, x1, . . . , xn) >������� X 9 ��	��9
�� x1, . . . , xn ����� ��������9 � ���% >� ����+���� ����������# � �%��% G*����+����
A

∐
B1

∐
. . .

∐
Bn- � Bi ������� �� �����9 % 	���� x0 = xi9 � � A ���#� �����9 % 	���� x0

������ � ���� ��%&�� xi� )������ ��������9 �� A ����$� τ (1n+1)X 9 � 	�+�� �� Bi ����$�
τ (1n)X �

)����� � �� �����53 ��������� ��%���� %����+����� 53G %����+����� 43 ��%�����# �� 53 ���%	*
 ��
 � n�

e��9 �� τ *	������
 �+�� �����������# ��# �����	� B����%������ ��&�%��C9 ��%������
����� ��������# �����,� 6�
��� �� ��������� ���	��	 ��%&�� �& ���������
�

���	������ �/)/, ����� G � ������� �	����� X � Y � �����
� G!��"������ χX � χY �
���������'$��  �	����	
� ����(

7& -��� ��$������� G!���	���� i : X → Y � �  �	����	 χY − χX ����� ��� χZ ��� ����	�
������ G!��"����� Z �� � ��������� �������	��� ������� τ !�	���	�� I�Y�Y�

L& -��� ��$������� G!��	�"���� f : X → Y � � �	���� Γf = (1X , f) : X → X × Y �������� G!
���	������  �	����	 χX(χY − 1) ����� ��� χZ ��� ����	� ������ G!��"����� Z
� ���� �������	��� ������� τ !�	���	���

M& -��� ��$������� G!����	���� f : X → Y � � ��� �'�� ���	������  �	����	� χλ �	���

G �
����� ��	������� (χX , χλ) ≥ (χY , χλ)�

O& -��� ��$������� G!����	���� f : X → Y � ������� f 	���� ����	�� ����	������ �����
d %���� card f−1(y) = d ��� �'�� y ∈ Y &� � ��� �'�� k ≥ 1 ��$������� G!���	����
i : τkY → τkdX �  �	����	 τkdχX − τkχY ����� ��� χZ ��� ����	� ������ G!��"����� Z
� �������	��� ������� τ !�	���	��� # ���������  �	����	 τdχX −χY ����� ��� χZ � �����!
��	��� ������� τ !�	���	���

2�%������$��
� 23 .����� Z := Y − i(X)G �&�� Y ∼= X � Z � ���% χY = χX + χZ �
53 e��9 �� &��$�	 Γf #��#���# G*����$����G �������� ������ �%�	� 23 � �������9 ��

χX×Y − χX = χX(χY − 1)�
43 U�
���������9 f ���% ��%�� >����$��� C*G*��%��
 L(f) : C(X) → C(Y )G ��	��	% �� ��%*

�����9 >� �������9 �� C(Y ) ����$�� ��#��% ���&����% � C(X)9 � ���% ����
 C*G*��%��
� ����	���� χλ ����� � ����+���� C(X) �� ����D�� ���� ���9 ��� � ����+���� C(Y )�

h3 7������9 �� τnX �+� ������������� 	�	 ��+���� ���� n*>��������� ����+���� ��*
+����� X � ������������ ��
������ G� ����$��� i : τkY → τkdX �+� ������ ��������� $�*
�%�
 i(A) := f−1(A) ��# ���& k*>�������& ����+����� A ⊂ Y G #��9 �� i ��
���������
��V�	���� � #��#���# G*����+�����9 � ���% �+� ��������� �%�	� 23� .��� %����+�����
�%�	�� H ������
 ��%��
 ����& ��� k = 1�

3���� �/)/0 ����� G � �	������� �	����� U � V � ��	
�
� ���	���
 � G� X := G/U � Y :=
G/V � 8�� ��� ���
 ���	���� U ���	"����� � ����!��� �� ���	��� gV g−1� ��	�"���
 �
V � ��� ��� � �������� ���
 ��$������� G!�	���� f : X → Y � -��� ���� G!�	���� f
��$�������� � � ��������� �������� ����	����� ������� d = |X |/|Y | = (G : U)/(G : V ) %����
card f−1(y) = d ��� �'�� y ∈ Y &�

2�%������$��
� 0%��� x0 H ���������# ��	� X = G/U 1���� ���� ����� � &�%��� G39 y0 H
���������# ��	� Y = G/V � X��� �%8����%�� G*��$��� f : X → Y 9 � f(x0) = gy0 ��# ��	��&
g ∈ G9 �	%�� U = StabG(x0) ⊂ StabG(f(x0)) = gV g−1� 7����9 ���� U ⊂ gV g−19 � ��������
f 	�	 	���� �� ����+���# X = G/U → G/gV g−1 � 	�������	& ����$���� G*��+����
G/gV g−1 → G/V 9 ���% ������& %��+����� ������ �� g−1� 7�	�� 9 �������9 �� ���
 G*
��$��� f : X → Y #��#���# >����$����9 ��	��	% f(X) #��#���# ���%���� G*����+�����

��



��#��&G*��+����� Y � ���% �������� � Y � ���� �&9 �%��� d := card f−1(y0)G ����+� ������9
�� ��# ���& g ∈ G ����+���� x �→ gx �%8�����#�� ���	 �� ��+�% f−1(y0) � f−1(gy0) � ���%
card f−1(y) = d ��# ���& y ∈ Y 9 ��	��	% ���
 >������ y ∈ Y ����� ��� gy0� "� �������9 ��
f : X → Y #��#���# >����$���� ������� d� e��9 �� cardX =

∑
y∈Y card f−1(y)9 ���� |X | = d|Y |9

�	%�� d = |X |/|Y | = (G : U)/(G : V )�

���	������ �/)/�! ����� G � ������� �	����� (χλ)λ∈Λ � ��"���� �� ���	�����
  �	����!
	�� U � V � ���	���
 � G� χ = χG/U � χ̃ = χG/V � ���������'$�� ��	������
� ���	���
 %���
I�E�S&� 8�� ��� ���
 U ���	"����� � ����!��� �� ���	��� gV g−1� ��	�"���
 � V � �������
�
������� �����'$� ������(

*� d := deg χ/ deg χ̃ �������� ���
� �����4

+� χ(g) ≤ dχ̃(g) ��� ��� g ∈ G4

I� (χ, χλ) ≥ (χ̃, χλ) ��� ��� λ ∈ Λ4

S� χ(χ̃ − 1) �������	��� ������� τ !�	���	��4

E� τkdχ − τkχ̃ �������	��� ������� τ !�	���	�� �	� ��� k ≥ 1�

2�%������$��
� .�� >�� %����#9 �� ��	�������� ���&9 ����%�� �� ����� ����! � �� �����+�*
��# ������ U�# �	����������� ���& �%�	�� ������+��9 �� U ⊂ V 1��	 �+� �������9 ��	��*
	% ��� ������ ��&�%��� �� ���#+���%� ��������%�8�# ����%�����# ��&�%��� �� �����#���#39
� ������%���# $��%�
 �� �����9O3 ��# ���������# �������
 ����	���� χ � χ̃G ��	��	% U ⊂ V 9
|U ∩ Cµ| ≤ |V ∩ Cµ| ��# ���& 	����� ���#+����� >������� Cµ ⊂ G�

��



" 	������#��� ��������� �����������$�! ������

��� ,���	���� �����������	
 "�!���

I���� >�& �%�	�� #��#���# ���+���� ������ ��
��� ������������
 �����������	�� &�%�� Sn9
��
��� �� ����	���� � ���+���� ��&����� ���������# ����� � ����	���� �����������	
 &�%�*
��� . ����� �� �%��� �������� 	��&� U+�
��� E�F� 7� ���#+���� >�& �%�	�� �� $�	���%��
����� 	��  K = C9 ��# ���	�����	� ��# ���� 	����%	 �
 �+� ��� �� ���������� K = Q

��� ��+� K = Z�

����	����� "/�/� 8�� �'�� ��"����� X ������� ��	�� SX �	����� ����$�' �� ������� X
�� ����� ������'$� ���� ��� %���� ���� �	�� ������ �����& �������
 ��"����� X ������"�
!
��� 5���� ���
���� SX &�%��
 �������	 ��� �����������	
 &�%��
 ��"����� X � 8�� �'��
Y ⊂ X �
 ����� �"��������� SY � ���	���� � SX � 8�� �'�� ���� n ≥ 0 ������� ��	��
[1, n] ��"���� ���
 ����� � * � n � ������� ��	�� Sn �	���� �������� S[1,n]� /������

�	���
 �������� �
 ����� ���
���� �������	����

U�# ����� m, n ≥ 0 �� �%��� �+������#�� ������������ ����� Sm × Sn � ��&�%��
 �
Sm+n�

����	����� "/�/� .
 ����� ���
���� ���������� �'��' ����	����'$�' ��������������� λ =
(λk)k≥1 ���
 ���	��������
 ������ ��� ����
 ��	�� ������� � ����	�� 	���
 ���'� -���
����� |λ| ��� λk 	���� ����	�� ����� ����� n� �
 ����� ��	���� �� λ �������� ���������� 1��
���&�����3 ����� n� -��� k � ������<�� ������� ��� ��	� λk > 0� �
 ����� �����
���� 	��������
λ ���"� � ���� (λ1, λ2, . . . , λk) ��� � ���� λ1+λ2+· · ·+λk4 �� ����� �� λ �������� 	��������� ����� n�
�
 ����� �����
���� ���"� � ���� n = λ1+λ2+· · ·+λk� .�"���� ��� 	�������� �
 ������� ��	��
part� ��"���� 	�������� ���� ���	��������� ����� n �
 ������� ��	�� partn� � ��������
���� 	�������� � ��	�� p(n)�

����	����� "/�/� ����� X � ��"����� a1, a2, . . . , an ∈ X � n 	������
 �������� ��"�����
X %n ≥ 1&� �������� ��	�� (a1 a2 . . . an) ��������� σ ∈ X � �	��������' �����'$�� �	���(
σ(ai) = ai+1 �	� 1 ≤ i < n� σ(an) = a1 � σ(x) = x ��� ������
 x ∈ X � .
 ����� ��	���� �� σ
��������  �	�� ����� n�

*������� "/�/" ��	 �������9 ����# �������	� n*>�������& ��+����� X ������� � ���*
���� � ��#�	� ���	���������# � ����������� ��������	��8���#  �	��9 ������ 	�+��
 �� >��*
����� X ����� ��� � ��� �� >���  �	�� 1��%�	����#  �	�� �������
 �����3� 7��� ���� >���
 �	��9 %��#������
 � ������������ � ��������
 ���	������ 	�������� �%��
9 ����%��
��	��� ��������� λ ����� n� "� ��������� ���������# ����������� ����� ����
 �������	��
U�# ���& λ ∈ partn ������� ����� Cλ ��+���� �������	 �� Sn  �	�����	& ���� λ� 7���+*
� ������9 �� ��������� Sn =

∐
λ∈partn

Cλ ���������#�� ��
 ����+���� Sn �� 	����� ���#+�����
>��������

����	����� "/�/� :����� ���&����
 q�&� ��� �	�� ���&����
 ������ ����"���� D ⊂
N × N� �����'$�� �����'$��� ���������(

*� (x + 1, y) ∈ D ⇒ (x, y) ∈ D ��� �'�
 x, y ∈ N4

+� (x, y + 1) ∈ D ⇒ (x, y) ∈ D ��� �'�
 x, y ∈ N�

��	
 (x, y) �� D �
 ����� ���
���� 	���	��� ���&����� D � ����� ��	���� �� ������ (x, y)
�� ����� � ��	�� y � � ������ x4 �$���� ��"����� D �
 ����� ���
���� 	�������� 	���	
���&����� D� .�"���� ��� ����	��� _��� �
 ������� ��	�� diag� � ��"���� ����	����
����$� �� n ����� � diagn� 8�� �'�� ����	���
 _��� D �	������ ��
������%� ���&����%
D′ �����'$�� �	���( (x, y) ∈ D′ ⇔ (y, x) ∈ D�

����	����� "/�/) 8�� �'�� 	�������� λ = (λi)i≤1 �	������ ����	���� _��� D(λ) �����'$��
�	���( D(λ) = {(x, y) ∈ N × N : x ≤ λy}� .
 ����� ��	���� �� D(λ) �������� ���&����
9
���������
 ���������� λ� W��� �� λ �→ D(λ) �������� �������� part �� diag � partn �� diagn�

��



�	����� � ��	� �������� �	���� λi := min{x ∈ N : (x, i) �∈ D} − 1� .
 ����� ��	���� ��
	�������� λ′ ��
������ 	 λ� ���� ����	���� D(λ′) ���������� � D(λ)�

*������� "/�/. )���� ���&����� q�&� �����+��� � ���� ���&���� �� 	���	9 �������## ���
>�� �� ��� ��� �����9 � �� ������ ����� .�9 ��������9 �����+���� ���&�����9 ��������%�8�

��������� 7 = 3 + 3 + 1-

����	����� "/�/, 8�� �'�� 	�������� λ = (λ1, . . . , λk) ����� n ������� ��	�� Sλ �	���� Sλ1×
· · · × Sλk

� �"����������' �
��
� �	��� � ���	���� � Sn�

����	����� "/�/0 ����� λ � 	�������� ����� n� X � n!��������� ��"����� :����� X*����� �

1q�&�3 $��� λ �'��' ������' t : D(λ) → X � -��� X = [1, n]� � ����� ���
���� t �	�� �����*
 �
 1q�&�3 $��� λ� ��	������ �������� SX �� ��"����� X!������ �	�
 λ �
��
� �	���(
(σt)(x, y) = σ

(
t(x, y)

)
��� �'�
 σ ∈ SX � (x, y) ∈ D(λ)� .
 ����� ��	���� �� ��������� σ ∈ SX

�����#�� ���	� ����� � t� ���� pr2 ◦t−1 ◦ σ = pr2 ◦t−1� ��� pr2 : N × N → N � �	����� �� ��	�'
��������4 ���	���� Rt ⊂ SX � �	�������' ������ σ� �
 ����� ���
���� ������� ���������*
��� ����� � t� ;�������� �
 ����� ��	���� �� σ ∈ SX �����#�� ���� � ����� � t� ����
pr1 ◦t−1 ◦ σ = pr1 ◦t−1� ���������'$�' ���	���� � SX �
 ������� ��	�� Ct � ����� ���
����
���� ��� ������������ ����� � t� .
 ����� ��	���� �� ��� X!������
 t � t′ �	�
 λ �����
>	����������� ���� t′ = σt ��� ����	� σ ∈ Rt� F���� ������
 t ��������� ��� ��<����
�������������� �
 ����� ���
���� X*������� $��� λ� �	�������
� t� � ����� �������� ��
{t}� -��� X = [1, n]� �
 ����� ������� ��������� � X �

*������� "/�/0/� e��9 �� ��� X*����� � t � t′ $��� λ ����� >	���������� � �� � ���*
	 �� ��%���9 ���� pr2 ◦t−1 = pr2 ◦t′−1

9 ��	 �� ������# >	������������ ��
��������� #��#���#
��D����� >	������������9 ������ >� ��D���� >	������������ �&������ � ��
������ Sn�

���	������ "/�/�! ����� n ≥ 0� � ����� Sn =
∐

λ∈partn
Cλ � 	���"���� ������	������ �	���


Sn �� �����
 ��	�"���
 �������� %��� S�*�S&� �������� ��	�� dλ �������� �������� ���!
������� ���� λ� ���� �������� �������� � ��"����� Cλ� X������� dλ �"�� �
�� �
������ �
�	����

1�����,��3 dλ =
n!∏n

k=1 ck!kck

��� ck := {i : λi = k} � �������� �������
 � 	���
 k� � 	�������� λ�

2�%������$��
� 0��+�� ���&9 ��������� ��������# ��+����� [1, n] �� c1 ��>��������� ��*
��+����9 c2 ��%�>��������� ����+���� � �� �� '�	�� ��������
 n!/

∏
k k!ck G ���� �� �� ���� ���*

������ � ��	� ��������� �����8��� ����+�����9 >�% �������% ��� �8� ��������� ��
∏

k ck!�
=���� ��� ������ �� 	�+�� �� ��+���� ��������#  �	�����	%� �������	%G �� k*>�������� ��*
+����� ���� (k − 1)! ���������  �	�����	�� �������	9 � ���% ��%�����# �������� %��+����#
��

∏
k(k − 1)!ck � . ��&� ��%���� 	�	 ��� ����+���� 1�����,��3�

����	����� "/�/�� #����� �� ��"����� ��� 	�������� part ��� ��	�������� ����� λ � µ � ���
	��������� .
 ����� ��	���� �� µ ��+���%�� λ� ���� ��� �'�� k ≥ 1 �
����� ��	�������∑k

i=1 λi ≤
∑k

i=1 µi4 �
 ����� �����
���� �� ������ � ���� λ � µ ��� µ � λ� -���� �	�� ��� λ �= µ�
�
 ����� ��	���� �� µ ���& ��+���%�� λ� � �����
���� �� � ���� λ ≺ µ ��� µ � λ�

��	������ �� part ��	��	&��$����	�
 ��#�	 �����'$�� �	���( λ < µ %��������( Gλ �����!
��	�������� ����<� µH&� ���� λ �= µ � ��	��� ��������� 	������ � ��������������� (µk −λk)k≥1

��"�������� ��
��
� �	��� ������� ��������� λ ≤ µ� µ > λ � µ ≥ λ�

��



*������� "/�/��/� e��9 �� ��D���� ��+�������# ≺ #��#���# ��D����� �������& �*
�#�	� �� part9 � ��	��	&��$����	�
 ��#�	 < #��#���# ����
��� ��#�	� �� part� ���� �&9
�� ���������
 ��������� ����%��9 �� λ ≺ µ ������ �� ��
 λ < µ 1� λ � µ ������ λ ≤ µ3� 7�
	����� ��+����� partn ��	+� ���� ��� ��D���# ��#�	�9 ���% �������� < � ≺G � ��������9
��	��	&��$����	�
 ��#�	 < ����#�� ������� �����+��� >������� partn � �����������
. ������
D��9 ��#	�
 ���9 	&�� ��� ��� �%��� ����
� %��#����� partn 1�	�+��9 ���� ���*
������ ����� � � ��+����� ����	�� partn39 �� �%��� ���������� ����� ��	��	&��$����	�

��#�	� 7�������9 >������� part5 %��#��������# ����%�8�� �����- (1, 1, 1, 1, 1) < (2, 1, 1, 1) <
(2, 2, 1) < (3, 1, 1) < (3, 2) < (4, 1) < (5)�

����	����� "/�/�� 8�� �'�� 	�������� λ ∈ partn �	������ �����'$�� �	��� K!Sn!�����
Mλ( �� �����
� K!������ ������ ��	� ����'��� ������"�
� ������
 {t} �	�
 λ� �
Sn ��������� �� �������� ��� ������ ������ S�*�J� �������� ��	�� ψλ ∈ X(Sn)  �	����	 ���
������

*������� "/�/��/� e��9 �� Sn ���������� ��
���%�� �� ��+����� ���� ������� $��� λ �
�� ����������� ���& ������� ���#+�� � ���������
 ��&�%��
 Sλ ⊂ Sn 1��� ����� � ����!3�
'�	�� �����9 Mλ

∼= K(Sn/Sλ) � ψλ = χSn/Sλ
1��� �����3� '�� ����� �� %+� ������� ��	����

����%������ ��&�%��� � Sn�

Y	�+��9 	�	�� ����� �+� ��������� �������# ����	���� ψλ �� 	����� ���#+����� >�����*
�� Cµ ��# ����� λ, µ ∈ partn� 0��+�� ���&9 ���� n = 09 � λ = µ = () 1�%��� ���������9 	���
�+� �������� ��	+� (0) ��� (0, 0, . . .)39 � ψ(0)(C(0)) = 1� U�# �S��D�� n �������# ψλ(Cµ) �����*
������� ������#���# � ��8�� ����%�8�& �����+���#-

���	������ "/�/�� ����� λ = (λ1, . . . , λk) � µ = (µ1, . . . , µl) � 	�������� ��� � �� "� �����
n > 0� ����

1��������3 ψλ(Cµ) =
l∑

i=1

ψλ1,...,λi−µ1,...,λk
(Cµ2,...,µl

) .

X����� ψλ1,...,λi−µ1,...,λk
��������� �����'$�� �	���( ���� λi − µ1 < 0� � ��������� ���������!

'$�� ������ ������� i� ��������� � ����� 1��������34 � �	����� ������ �
 ��	�������� ���	
(λ1, . . . , λi − µ1, . . . , λk) � �	���� ����	�������� ������� ��������
� ����� ������ � 	������	�!
���� ψλ′ ��� �������� ����� �	��� 	�������� λ′ ∈ partn−µ1

�

2�%������$��
� .������ 	�	%�*���%�� �������	% σ  �	�����	& ���� µ� '&�� ψλ(Cµ) = ψλ(σ)
���� ���� ������� $��� λ9 ����8���# ������+���� �� ��
������ σ 1��� �������39 ���� 	����*
��� ������� {t} $��� λ9 ������8�� ��� ��
����9 �� ���
  �	� �������	� σ ����+���#
� ��
 ���	� {t}� T���� &��#9 ��� ��� ������������  �	�� �������	� σ � ���	�� ��	9 ����
� i*
 ���	� 	������ ��� λi ������ J�������� �����
  �	� �������	� σ 1���� �� ����
  �	�9
	���% ��������%�� ���&���� µ1  �	�����	& ���� µ �������	� σ3� )� ���� � 	�	
*� ���	�
{t}9 ��������9 � i*
G ���� �� �& ��	���� �� i*
 ���	�9 �� ��%��� � ������ ����9 	����*
��� 	���� �������# i*�� ���&����� �%��� 1��������3G ���%������� � ���� i � 1 � l9 ��%����
$��%�% 1��������3�

1��	��
� "/�/�" -��� ψλ(Cµ) �= 0� � µ � λ � µ ≤ λ� )���� ��	�� ���	���
(
ψλ(Cµ)

)
λ,µ∈partn

������!

�� ��"���	������� ���	����� ����$�� �� ���
 ���	��������
 ������ �	� ��� ���������
�
�������
 ��� ���	��
 �� 	���
 ���'�

2�%������$��
� T��%	 �# � n = |λ| = |µ| � ������������ $��%�� 1��������3

����	����� "/�/�� 8�� �'�� ������
 t �	�
 λ ∈ partn ������� ��	�� κt ������� �	�����
�����	
 Z[Sn]� �	�������
� 	�������� κt :=

∑
σ∈Ct

(sgn σ)σ� ��� Ct � ������
� ����������	 t
%��� S�*�J&� � sgnσ = ±1 � ���� ��������� σ�

e��9 �� ��# ���
 �������	� τ ∈ Sn κτt =
∑

σ∈Cτt
(sgn σ)σ =

∑
σ∈τCtτ−1(sgnσ)σ = τκtτ

−1�

��



����	����� "/�/�) 8�� �'�� 	�������� λ ∈ partn �	������ ��%�� p����� Sλ ⊂ Mλ ��� K!
Sn!������� � Mλ� �	"����
� ��� K!����� ���������� ���� κt{t} ��� ������"�
 ������ t
�	�
 λ %�� ������������ K!Sn!������ ������� τκt{t} = κτt{τt}&� �������� ��	�� χλ  �	����	
K!Sn!����� Sλ�

*������� "/�/�. . ��
������������ �����#���# 1��� E�F39 �� ��# ���& ��# K �%���
 ��*
��	�������	� K*Sn*��%�� Sλ ����9 �� ��%�� p�����9 ��������%�8�� ��������� λ9 �����
������$�� � ���% 1��	� �� 	������� ���� 	�������% 	����� ���#+����� >������� &�%�*
�� Sn3 ����%�� ���� ����
��� �������������
 	����� ������ K*Sn*��%��
� T���� &��#9
(χλ)λ∈partn

H >� � ������ ��+���� ���� ����������� ����	���� &�%��� Sn� ���� �&9 � ���*
�+���� Mλ � �%��% ������ ��%��
 ����������# ���	 Sµ � µ � λ 1�9 �����������9 µ ≥ λ39 ���*
��� Sλ ����� ��� ��� ���� T���� &��#9 ����� � M := (mλµ)λ,µ∈partn

9 ����������# ���������
ψλ =

∑
µ mλµχλ9 #��#���# ������
 %�����%&���
 ����� �
9 ���#8�
 ��  ���� ����� ��������

������ )����� ��������� ����%��9 �� ��� �������# χλ(Cµ) #��#���#  ����� �������� 0�	��	% ��*
�������
 ����	��� χ #��#���#  ���������
 	����� ��
 (χλ)9 ��� �& �������# ��	+� #��#���#
 ����� ��������

*������� "/�/�, 0	�+��9 	�	�� ����� �+�9 ����%#�� ���+������ ��D� $�	����9 �����*
���� ����� % ����	���� &�%��� Sn� 0��+�� ���&9 �� ��������#�� � ��	��	&��$����	� ��#�	�
��� ��������# λ ∈ partn9 � ������#�� ��# 	�+�& �� ��� dλ = |Cλ| � $��%�� 1�����,��3� '����� ��
�+�� ��������� �	��#��� ����������� (ϕ1, ϕ2) ��%� ���������� ����	���� ϕ1 � ϕ2 � $��%��
(ϕ1, ϕ2) = 1

n!

∑
σ∈Sn

ϕ1(σ)ϕ2(σ) = 1
n!

∑
µ∈partn

dµϕ1(Cµ)ϕ2(Cµ) = 1
n!

∑
µ∈partn

dµϕ1(µ)ϕ2(µ) 1��������
�������� ����9 ��	��	% ��� �������# ���� ����	���� Sn ��+�� � ZG 	��� �&9 �� ��������
ϕ1(Cµ) ����� ϕ1(µ) � ����&��� ��# ϕ23� .������� ����	���� 1���� ����� % �������
 ����	����3
(ψλ)λ∈partn

� $��%�� 1��������3G ��������� �����< �	�������9 �� ������������
 ����� (χλ)
%������& ����������� Cen(Sn, C) ��%�����# �� ������ (ψλ) �� ���� ��&������ �� ;����d
p����� ��������� ��#�	�9 �������+�& ��	��	&��$����	�%� T���� &��#9 �� ������*
���� λ ∈ partn � ��#�	�9 ������ ��	��	&��$����	�%9 ������#�� 	>$$� ����� mλµ := (ψλ, χµ)
��# ���� µ > λ � ����� ���&��� χλ := ψλ − ∑

µ>λ mλµχµ� 0��� ����� � ����	���� (χλ(µ))9 ��
��	�� ����� ������#�� ������� %�����%&���%� ����� % (mλµ)�

T��+����
 ��D� ���� 1#��#�8�
�# ��	���� %��8����� �����9 ���+���& � 	��&� E�F3
��D ���9 �� � ��&	 ������%���# �� 	���������

*������� "/�/�0 0%��� χ H ���������
 ����%�����
 ����	��� &�%��� Sn 1���� >������ 	�� �
����	���� X(Sn)3� �� �+�� ������ χ � ��8�� ���& �� ���� �����  ���� ����� (xλ)9 (y′

µ)9
(zν)9 ����������� $��%���� χ =

∑
λ xλχλ9 y

′
µ = χ(Cµ) = χ(µ)9 χ =

∑
ν zνψν � Y	�+��9 	�	�� �����

��������� � ��& ��	& ������# 	 ����% ��%&�%� 0��+�� ���&9 ����� � ����	���� (χλ(µ))
����#�� ��������� � (xλ) 	 (y′

µ) � ����� � $��%��� y′
µ =

∑
λ xλχλ(µ) � xλ = (χ, χλ) =

1
n!

∑
µ dµy′

µχλ(µ)� �� �+�� ��	+� ����
�� � (xλ) 	 (zν) � ����� � $��%�� xλ = zλ+
∑

ν<λ mνλzν

� � (zν) 	 (y′
µ) � ����� � $��%�� y′

µ =
∑

ν≥µ zνψν(µ) 1����� �� ����%���# ���%&�������
����� (mλµ) � (ψλ(µ))G ��� �����< � ������3�

��� -��	 ����!������ ��"�!�� � Sn( ����� ./0 � .10

0%��� G = Sn H �����������	�# &�%���9 H ⊂ G H ���������# �� ��&�%���9 χ = χG/H H ��*
������%�8�# ����%�����# ��&�%��� 1��� �����3� 6&���� ����!9 ����%�����# ��&�%��� χ �������
�������# � ��8�� ���& �� �����  ���� ����� (xλ)λ∈Λ9 (yµ)µ∈M 9 (y′

µ)µ∈M 9 ��� � ��8�� $%�	*
 �� pH : M → [0, 1]9 &�� Λ H ��+����9 ����	���%�8�� ����������� 	����	���� ����	���� Sn9 �
M H ��+���� 	����� ���#+����� >������� &�%��� Sn� 6&���� ����� � �����<9 �� �+�� ��#��
Λ = M = partn9 �� �� � �������� ���� �&9 % ��� �#��#���# �8� ��� ���� ������# ����%����

��&�%��� � Sn9 � �����9 � ��8�� �����  ���� ����� (zν)ν∈partn

9 ��	��9 �� χ =
∑

ν zνψν G ���
�����!� c��%�� ����! � �����! ����#�� ��&	 ��������� � ��& �� >��� ������
 ����%����

��&�%��� 	 ����% ��%&�%�

7������9 �� ��D�
  ���� #��#���# �������� ��# ���� �����D�� n 1�	�+��9 n ≤ 123 ��	*
���� ��+���� ����	���� &�%��� Sn9 	���� �� ������ ����+��� ������+��� ����%������
��&�%���9 ���� ����	���� ���� χSn/H ��# ��	���� ��&�%�� H ⊂ Sn� 0�� >�� �� ����9 ����
>�� ��+����� ����	���� ����+��� 	�	 �+� ����D� B���%8��������� >�������C9 ���� ����	����9

��



�� ��������%�8�� ��	�	
 ��&�%���� �� ������ ����%�8%�9 ���	��	 ���&���%�9 �������*
&��- >�� ����	���� �� �%��� ��	+� �������� ����%������� ��&�%�����9 � �%��� &�����9 ��
�� ����#��������9 ��� �� �� �� ��������%�� �� ��
 B����#8�
C ��&�%��� Sn�

��	�� % ��� ���� 	������� ��# ���������# ���%8��������� ����%������ ��&�%��[ 0��� ��*
�D���
 �� ����!9 % ��� ���� τ *	������
 ����� � �& ��������� ���$�	� �� 1��� �������3� ���� �&9
�+� ����%���� ���	��	 ������	*&�%����� �����9 �������� �� ��9 �� τ *	������
 ����
�������� %����� �&9 �� ��� ��&�%��� ����+���# � ��%&
9 � �������� ��������%�8��
����%������ ��&�%�� 1��� �����,3� '�	9 ��#	�# ��&�%��� ��#�	� �� � S6 ��+�� ����+��� ��	%�
��&�%��% ��#�	� �� 1� �����9 ��� �����	%� �*��&�%��%3G �>��%9 ���� �� ����%+����� ���*
�%����%� ��&�%��% ��#�	� �� 1�������9 �� ��#�	 � ����	� ����%����
 ��&�%��� 	���	��
���������G ��� �����39 	���# �� �+�� ����+��� ��	�	%� ����%����%� ��&�%��% ��#�	� �� 1�
������ 	������# �����,39 � >�� ����%�����# ��&�%��� ��#�	� �� #��#���# ���%8�������
�

)����
 ����
 ��D�& �������# ����	� ����%������ ��&�%�� Sn #��#���# ����������� %+�
��������� ����	� ��# ���� ����D�� �������
 n ��# �������# ����	� ��# ����& �������# n H
���& ��� �������� � ���%	 �� 1���� n = 0 ����������3�

. ����� ������� �� ��������� ��� ����� �������# ����%������ ��&�%�� Sn9 	���� ��
������ ������� %&' � ������� %('� ;�%� &��#9 �����
 �� >��� ����� ��	�������# � ��9 ��
Sn−1 �+������#���# � ��&�%��
 � Sn9 � ���% ��#	�# ��&�%���H ⊂ Sn−1 �+�� �������������*
�# � 	�	 ��&�%��� SnG ��� ���	 �������� >� � �������� ��������%�8�� ����%������ ��&�%���
6&���� �����9j39 ��# ���
 ��&�%��� H ⊂ Sn−1 ������� �������� χSn/H = Ind(i, C)(χSn−1/H)9
&�� i : Sn−1 → Sn H 	�������	� ��+����9 � Ind(i, C) : Cen(Sn−1, C) → Cen(Sn, C) H ���% �����*
�� �� ����+����  ���������� $%�	 �
� '�	�� �����9 ��# ������� �� ����� 123 ��� �%+�
��%�����# ������#�� ����	��� Ind(i, C)(χ) � ����	���% χG ����%�8�� �����+���� �V#��#��9 	�	
>� �+� �������-

���	������ "/�/� ����� f ∈ Cen(Sn−1, C) � ����	������ �������� i : Sn−1 → Sn � ����������
��"����� f ′ := Ind(i, C)(f) ∈ Cen(Sn, C)� �������� ��	�� Z Sn!��"���� {1, 2, . . . , n} � ���������!
�
� ��������� Sn� � ����� χZ � ���������'$��  �	����	 %��� I�E�*&4 ����� �	���� ��� �'��
��������� σ ∈ Sn �������� χZ(σ) ���� ���� ������"�
 ���� ��������� σ� � ��� �'��
	�������� λ ∈ partn �������� χZ(Cλ) ���� �������� �������
 �������
 � 	�������� λ�

���� ��� �'�� 	�������� λ ∈ partn �
����� 	�������

1�������3 f ′(Cλ) =

{
0, ���� χZ(Cλ) = 0�
χZ(Cλ)f(Cλ′), ���� λ = λ′ ∨ (1) � χZ(Cλ) > 0 �

X���� ��	�� λ′ ∨ (1) ������� 	�������� ����� n� �������� ���������� �������� ��������
� 	�������' λ′ ����� n − 1� �������� �� λ′ ������� �	��������� �� 	�������� λ = λ′ ∨ (1)� �
�� ��$��������� ���� λ′ 	�������� χZ(Cλ) > 0� ���� ������' �������
 �������
 � λ4 �����
�	���� �	����� �	��������� �
<�� �		������

2�%������$��
� 0�+�� τk := (k n) ∈ Sn ��# ���� k � � � n� '&�� τk ����%�� ���%� ��*
����% �������������
 Sn/Sn−19 � ���% ��# ���& σ ∈ Cλ ⊂ Sn ������� �������� f ′(σ) =∑

τkστ−1
k ∈Sn−1

f(τkστ−1
k )� =������9 �� τkστ−1

k ������� � Sn−1 �&�� � ���	 �&��9 	&�� >�� ��*

�����	� �����#�� ������+��� >������ n9 ���� �&�� � ���	 �&��9 	&�� σ(k) = k� 0>��%9 ���� %
σ ��� ������+��� ���	9 ���� ���� χZ(σ) = 09 � � f ′(σ) = 0G ��� ����� �	����� �����# ����� $�*
�%�� 1�������3� 0�����+�� ������9 �� χZ(σ) > 09 ���� �� λ = λ′ ∨ (1) ��# ��	��& λ′ ∈ partn−1�

'&�� 	������� ��� k9 ��# 	���� τkστ−1
k ∈ Sn−19 ���� ����% ������+��� ���	 σ9 ���� χZ(σ)G

��# ���� >��� k �������	� τkστ−1
k ∈ Sn−1 �����  �	�����	�
 ��� λ′9 ��	 �� f(τkστ−1

k ) = f(Cλ′)G
��	�� �����9 �� ��%���� �%��% χZ(Cλ) ���&�����9 ������ f(Cλ′)9 �� � �����D��� �����	% ���*
�������� $��%�� 1�������3�

)��%��� ������ ���� 143� X& �%�� ��	�������# � ��9 �� ����# �� ��&�%�� H ⊂ Sn � K ⊂ Sm

�+� ������� ��&�%��% H × K ⊂ Sn × Sm ⊂ Sn+m 1��� ��������� ���� �����3� 7�� ��� ������
���+��� >�% 	����%	 �� � �������� ��������%�8�� ����%������ ��&�%��� U�# >�& �� ������
����%�8%� ���� ��- ��# ����� ��%� 	������ &�%�� G � G′ � ����� ��%�  ���������� $%�	 �

f ∈ Cen(G, C) � f ′ ∈ Cen(G′, C) �������� f ∗ f ′ $��%�
 (f ∗ f ′)(g, g′) = f(g)f ′(g′)� T� ���������

��������� ����%��9 �� ���� f � f ′ H ����	���� 	����	���� ������������
 &�%�� G � G′9 � f ∗ f ′

�<



���� ����	��� �� ������& ����������#9 �������������& 	�	 ������������� &�%��� G×G′� ����
�&9 ���� Z H G*��+����9 Z ′ H G′*��+����9 � �� Z×Z ′ ���� ���������� ����������# ���%	�%��
G×G′*��+�����9 � χZ×Z′ = χZ ∗χZ′ � . ��������9 ���� H ⊂ G � H ′ ⊂ G′ H ���������� ��&�%���9
� (G × G′)/(H × H ′) ∼= G/H × G′/H ′9 � ���% χ(G×G′)/(H×H′) = χG/H ∗ χG′/H′ �

0����������� 	 ��D�
 ���%� �� ��� >� �������9 �� χSn+m/(H×K) = Ind(j, C)(χSn/H ∗ χSm/K)9
&�� j : Sn×Sm → Sn+m H 	�������	� ��+����� )	��������#9 �� >�� ����	��� ��&	 ������#���#
� �������� 	>$$� ����� (zν)9 ����������� � �����!-

���	������ "/�/� ����� j : Sn × Sm → Sn+m � ���������� ��"����� ����(

7& 8�� �'�
 ��� 	�������� λ ∈ partn � µ ∈ partm �
����� 	������� Ind(j, C)(ψλ ∗ψµ) = ψλ∨µ�
��� ψλ� ψµ �  �	����	
� �	�������
� � S�*�*+� � λ ∨ µ � 	�������� ����� n + m� ��������
�=��������� 	�������� λ � µ4 ����� ��	�� �
 	������	����� ���������������� �	�����!
��' �	����
������ � ��������������� �������
 ������� λ ��������������� ������!
�
 ������� µ� ����� ��	�������� �������
 ������<���� ��������������� � �	����
����	������� � ������� ��������
� ����� ������

L& -��� χ1 =
∑

λ∈partn
z
(1)
λ ψλ � χ2 =

∑
µ∈partm

z
(2)
µ ψµ � ���  �	����	� �	��� Sn � Sm ����������!

�� � Ind(j, C)(χ1 ∗ χ2) =
∑

ν∈partm+n
zνψν � ��� zν =

∑
λ∨µ=ν z

(1)
λ z

(2)
µ �

2�%������$��
� 23 �� �����9 �� ψλ = χSn/Sλ
9 &�� Sλ = Sλ1 ×· · ·×Sλk

⊂ Sn 1��� ����� � ��������3�
���� �&9 �� %+� ��#�����9 �� Ind(j, C)(χSn/Sλ

∗ χSm/Sµ
) = χSn+m/(Sλ×Sµ)G ������ ��������9

�� ��&�%��� Sλ×Sµ ⊂ Sn+m �������� � ��&�%��
 Sλ∨µ � ������� � �����%���� �� >�������
��+����� {1, 2, . . . , n+m}9 ���� � ������� � ���#+���# � Sn+mG �>��% �� ����	���� ���������

53 )������� ��������� �%�	�� 23 ����% ������
���� ���� �� (χ1, χ2) �→ Ind(j, C)(χ1 ∗ χ2)�

*������� "/�/� X��� ������� ���������# �� ��# (y′
µ) 1������ �������#� ����%����
 ��&�%���

χSn/H �� 	������ ���#+����� >�������39 � ��# ����� yµ = |Cµ ∩ H | 1��� ����!39 � ���������#

�8� %��8����#- ����+� ������9 �� ���� H ⊂ Sn−1 �������# ����� (y(1)
µ′ )µ′∈partn−1

9 � H 	�	

��&�%��� Sn �������# ����� (yµ)µ∈partn
9 ��	��9 �� yµ′∨(1) = y

(1)
µ′ � yµ = 09 ���� χZ(µ) = 0 1����

���� µ �� ���������#���# � ���� µ′ ∨ (1)3� "�� $��%�� �����#�� ���%9 ���� ��+� �� �������&���9
�� ��������������� ����%������ ��&�%��� ��������%�� 	�	��*� B����#8��C ��&�%����9 �
������#�� (yµ) ����# �� (y′

µ) � $��%��� ����!�

��� -��	 ����!������ ��"�!�� � Sn( ���� .20

. >�� �%�	�� �� ������������� ���� ���������# ����%������ ��&�%�� Sn9 	���
 �� ��*
���� ������� %)'� 6%8���� >�& ����� ��	�������# ������� � ����%�8��- ��# ��������

��&�%��� H ⊂ Sn �� �+�� ���������� ��#��� Sn*��+���� X := Sn/H G �� �+�� ��	+�
���������� X 	�	 Sn−1*��+����9 	��� �� ������� ����� i∗X 1&�� i : Sn−1 → Sn H 	��*
�����	� ��+����G ��� �����3� '&�� i∗X ���������# � �%��% �� ���� ��� n 	������ ��#�����
1���� ����39 	�+��# �� 	���� ����� ��� Sn−1/Hj9 ���� i∗X ∼= Sn−1/H1 � . . . � Sn−1/Hs� )�����
Cen(i, C)(χSn/H) = Cen(i, C)(χX) = χi∗X =

∑
j χSn−1/Hj

1��� �����943 � 53� '����� �+� �����+���
����%�8�
 ���� ��
����
-

�� 0�������� ������+��� ����#8�� ����� ����%������ ��&�%�� (χSn−1/Hj
)1≤j≤k 1�� %+�

������� ��� ����%������ ��&�%��� � Sn−19 ��	 �� ��� >� ����+� �������G 	��� �*
&9 ������������ &��������# �� ��#�	� � 	������� Hj ��	��9 �� �� �������# ����������
���D	� ��& ��������3�

�� U�# 	�+�& ��	& ����� ��������� Cen(i, C)(χ) 	�	 �%��% ���� χSn−1/Hj
G ��������� �����

yµ∨(1) = χ
(
µ ∨ (1)

)
=

(
Cen(i, C)(χ)

)
(µ) ��# ���� µ ∈ partn−1 1��� ����<G �� ����%���# ���9 ��

i−1(Cµ∨(1)) = Cµ3�

�� 0�������� ������ ���+��� �������
 (yµ) ��# ��� µ ∈ partn9 	���� �� �����������# � ����
µ′ ∨ (1) 1��	�� µ �� ���� ��&9 � %����# �3d��3 �� ����! ����#�� ����� �	������ ������3�

��



�� 0������� %����# �3d��3 �� ����! 1� ��
������������  ������������ 	>$$� ����� (xλ)9
���9 �� ���������9 (zν)9 �+� �����#�� � ��% �������9 ��������& � ������%8��
�%�	��9 ��	��	% �&���� �����! zν ������� ���	 � yµ � µ � νG >� ����#�� ���	��� �
��% ������ ������#8�� ����� �������3�

�� 0�������9 %�������#�� �� ��%�����# ����%�����# &�%��� τ *	������� ������ X��� ��9 � �*
������ �� � ����	 ����%������ ��&�%�� Sn�

U�# �����D���# ������# ����� 153 ��� ����%�� ��%����9 	�	�� �&%� ���� ��#�	� ��&�%��
Hj ⊂ Sn−19 � ���������� � ��#�	� H ⊂ Sn�

���	������ "/�/� ����� G � ������� �	����� G0 ⊂ G � ���	����� i : G0 → G � ����������
��"����� Z = G/G0 � G!��	��	�� ��"����� n := |Z| = (G : G0)� ����� H ⊂ G � �$� �!
�� ���	���� G� X := G/H � i∗X � G0!��	��	�� ��"����� �������� �� X ��"����� �	���

��	��	� %��� I�*�I&� ����(

7& >�$������� ������������ ������� ��"�� ��"����� ������� �������� %���� G0!	���& G0!
��"����� i∗X � ��"����� ������� �������� G!��"����� i!i

∗X ∼= X × Z %��� I�*�**�+&�
������ ���� i∗X = X ′

1� . . .�X ′
k �������� 	���"����� i∗X �� �������
 ��������� � X×Z ∼=

i!i
∗X = i!X

′
1 � . . . � i!X

′
k �������� 	���"����� X × Z �� �������
 ���������

L& >�$������� ������������ ������� ��"�� ��"����� H!	��� Z � ��"����� G!	��� %����
������� ��������& X × Z�

M& ����� Zj � H!	���� Z� ���������'$�� X ′
j ��������� �������� �������� 	�����	���
 

� ������ 7& � L&� ��"�� νj := |Zj |� ���� (G : G0)|X ′
j | = |i!X ′

j | = (G : H)|Zj | � |X ′
j | = (G :

H)νj/n4 �	�� ���
∑k

j=1 νj = n�

O& #
��	�� � ��"�� X ′
j �	������
� ������� xj � ��"�� Hj := StabG0(xj)� ���� i∗(G/H) =

i∗X ∼= G0/H1 � . . . � G0/Hk� (G0 : Hj) = |X ′
j | = (G : H)νj/n � |Hj | = |H |/νj �

[& #
�����
 ���<���� 1 ≤ νj ≤ n �
∑k

j=1 νj = n� ��� νj ����� �	��� �	���
 H � ������� ��

n/ gcd
(
n, (G : H)

)
�

Z& ,	���� H �	�������� ��������� �� Z ���� � ���� ����� ���� k = 1 � ν1 = n4 � ��� ������
|H1| = |H |/n � (G : H) = (G0 : H1)�

\& ���	���� H ⊂ G ���	"���� � ����	� ���	����� ��	�"���� � G0� � �� � ���� ��
������� ���� H ����� ������"��' ���� �� Z� ���� ���� νj = 1 ��� ����	� j�

2�%������$��
� 23 6%8��������� 	�������	& ����$���� G*��+���� i!i
∗X ∼= X × Z %���*

������ � ��������G 	��� �&9 �&���� �����,923953 $%�	�� i! �����#�� �%��� � �������� ���%����
��#���� �V�	�� � ���%���� ��#���� �V�	��G ����� ��������� ��%���� %����+����� �%�	�� 23�

53 "�� �%�	� ��������� ��%�����# �� �%�	�� 239 ���� ����#�� ��#�� G0 � H 1� ������9 � Z �
X3�

43 )����+���� i : G0 → G ��V�	����9 � ���% �&���� �����,�� |i!X ′
j| = (G : G0)|X ′

j |G ���##
��#�� G0 � H 9 	�	 � �	����������� �%�	�� 539 ��%���� |i!X ′

j | = (G : H)|Zj |� 0�	��	% (G : G0) = n
� |Zj| = νj 9 ����� ����%�� |X ′

j| = (G : H)νj/n� ���� �&9 n = |Z| =
∑

j |Zj| =
∑

j νj �
h3 .��9 	��� �������& ���������9 %+� �	���� � 439 ��	��	% |X ′

j | = (G0 : Hj)� )������
��������9 �� |Hj | = |G0|/(G0 : Hj) = n|G0|/

(
(G : H)νj

)
= n|G0||H |/(|G|νj) = |H |/νj9 ��	��	%

n = (G : H)�
L3 �� %+� �����9 �� νj = |Zj | ≥ 1 � ��

∑
j νj = n� ���� �&9 �&���� h39 ����� (G : H)νj/n �

|H |/νj #��#���#  �����G ����� ����%�� �������� ��� %����+����# �%�	���
i3 U�
���������9 ������������� ��
����# H �� Z 	�	 ��� � �������9 �� Z ����� ��� ��

��
 �����9 ���� �� k = 1G �������� %����+����# ����%�� �&�� �� h3 � L3�
j3 U�
���������9 H �����#�� ������+�
 ��	��%� ��	% gG0 ∈ Z = G/G0 �&�� � ���	

�&��9 	&�� H ����+���# � ������������ StabG(gG0) = gG0g
−1� 6 ��%&
 �����9 ��#��9 ��

H*������+��� ��	� Z H >� � ������ ��>��������� H*����� Zj9 ��������%�8�� νj = 1�

�!



7�� ������# ���	 ��������� >� �����+���� � ��%��� G = Sn9 G0 = Sn−1� )������9 �� ��
�+�� �>	����� ��& %����
9 �����������# ���	 �� ��������# ν = (νj) ����� n = (Sn : Sn−1)9
� 	���� ��� νj ≥ 29 ��	��	% ���� ��	��� νj = 19 � � �%�	�% j3 ���	 �� �	�����&
�����+���# H ���#+��� � ��	��
 ��&�%��
 Sn−19 � ��� ��	�� ��&�%��� %+� ��
���� �����
1239 ���+����� � ������%8�� ��������

���� �&9 �� �+�� ���������9 	�	�� �� ��������� ����%������ ��&�%�� Sn �&%� ��*
���������� 1��� �#������� ��������%��3 ������������ 1���� ���������� ��
���%�8�� �� Z =
{1, 2, . . . , n} ∼= Sn/Sn−13 ��&�%���� H ⊂ Sn- >� �� ����%������ ��&�%���9 	���� ���� ��%����
����� 153 ��# ��������# ν = (n) ��# �� ��� ��� 1��� ���� ��%���� ���	 ����� 153 � ���	
��# ��	& ��������#3�

)������9 �� ��	���� ����%������ ��&�%��� �&%� ���� ��%���� ����� 153 ���	��	 ���
��# ������ ��������
 (νj) � ����%������ ��&�%�� χSn−1/Hj

�
(������� �+�� �������������#9 � ����� ��8� �%+�� ���� 143[ ���� 153 � ��	 ����#�� �*

�%���� ��� ����%������ ��&�%��� Sn9 � ���� 123 � �%8����% ������%���# ���	 ��# ������� ��
����� 1539 ���� �� ���������� ��������# (νj)9 � 	���� νj = 1 ��# ��	��& j� 0�%�����#9 �� ���
����� 143 �+� ��� �� ����� �
����� � � )���� ����� ����%�8�
- ���� 143 ���� ���+���� �*
�%���� ����������%� ��$��� ��  ��%���8���# ����%������ ��&�%����� '�	9 ���� ��	���#
����%�����# ��&�%��� χ ���� ��%���� ����� 143 �� ����%������ ��&�%�� χ′ � χ′′ � ��� ������*
�9 �� >�� ����%������ ��&�%��� �%8�������� 1���� ��������%�� 	�	��*� �������� ��&�%����
H ′ ⊂ Sn � H ′′ ⊂ Sm39 � � χ #��#���# �%8�������
9 ��	��	% χ ��������%�� H ′ × H ′′ ⊂ Sn+m�
���� 123 ��	+� ����� �� �%8��������� ����%������ ��&�%�� �%8���������9 ��& �����# �	����� 
����� 153�

��� 3�
���� ����!������ ��"�!��

U�# %������ ������
D�� ����	 ������ ������ ����� ��%������ ���� 	�������9 ����#�8��
�����	��� ��$��� ��  ��
����� ��&�%�� H ⊂ G ����# �� �����# ��������%�8�� ����%������
��&�%�� χG/H ∈ X(G)� U�# 	���	��� �� �%��� �������� χG/H ���� ����� χH �

=���� G H 	�����# &�%���9 ��# ��&�� ���%������ � ��
������������ ���� ���� �	����� ��#
��%��#9 	&�� H H �	����# ��&�%��� ��	����
 &�%��� G� ���� �&9 ��	���� 	������� �%�%�
���� %������ � ��%��� G = Sn�

T��	-

�� *�
���� � ������ &�%��� H ������� ������#���# ��������%�8�
 ����%����
 ��&�%��
9
���� ����	���� χH � U�
���������9 �&���� �����943 ����� ���� �������� (G : H) = χH(e)9
�	%�� |H | = |G|/χH(e)� "� ���� ��� ���+���� &�����  ��#�	� � � ����	�� ����%����

��&�%��� 	�	  ���������9 $������ ����������� >���� ������������

�� �������� >������� &�%��� H 9 ��������+�8�� 	����% ���#+����� >������� C ⊂ G 1����
��+����% �������	 Cλ $�	�������&  �	�����	& ���� λ � ��%��� G = Sn39 ��	+� ��*
����� ������#���# χG 1��� �����9O3-

|H ∩ C| =
|C|

(G : H)
· χH(g) ��# ��������& g ∈ C�

7����9 ����� |H ∩ C| ������� ������#�� ����%����%� ��&�%��% χH 1��� �����3�

�� X��� ��&�%��� H1 � H2 ���
�����9 � χH1 = χH2 1��� �����923� )������9 �� >� %�����
#��#���# ���������9 � �� ���������- %+� � &�%��� G = S6 ���� �����#+����� ��&�%�*
�� H1 =

{
e, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)

}
� H2 =

{
e, (1 2)(3 4), (1 2)(5 6), (3 4)(5 6)

}
� �������*

8��� ����%������� ��&�%������ T������� �������9 �� � ����� ��%��� >�� ��� &�%���
�� ����$�� �������
 &�%��� ���
�� V4 � �&%� ���� ���������� 	�	 &�%��� ;��%� ��%�
��&����� D���
 ������� � ����	���� ��#�� ����+���#- H1 ���� &�%��� ;��%� ��&*
����� F1(T ) = (T 4 + 1)(T + 1)(T − 1) = T 6 − T 4 + T 2 − 19 � H2 H &�%��� ;��%� ��&�����
F2(T ) = (T 2 + 1)(T 2 − 2)(T 2 + 2) = T 6 + T 4 − 4T 2 − 4�

6%8��������� ������ ������� ������ �� ��
 �%8��������� ������$��� ������� �*
��
 � ����	�
 ζ*$%�	 ��
- ������� ���������� ��# KH1 � KH2 9 &�� K H ��� ����+���#
	�	&*���%�� ��&����� D���
 ������� ��� Q9 ������8�& &�%��
 ;��%� S6�

�,



�� !�
��������� ��&�%��� H ������� ������#���# �� %���� ����%����
 ��&�%��� χH 9
��	��	% ���������� H ���������� ��%9 �� ��# ���& 	����� ���#+����� >������� C
&�%��� G ��� |H ∩ C| = 09 ��� |H ∩ C| = |C|9 � �&���� �� �3 ��D� >�� ����� �������# χH �

�� X��� H � N H ��� ��&�%��� � G9 ������ N ��������9 � H ����+���# � N � �� � ���	
�� ��%���9 ���� |H ∩C| ≤ |N ∩C| ��# ���& 	����� ���#+����� >������� C ⊂ G� "� %�����
��������� ��	+� ��%9 �� χN (g) = 0 ������ χH(g) = 0 ��# ���& g �� G� . ��������9 >�
��������� �������� � ��%��� G = Sn9 N = An9 ���� �� �+�� �����#�� ������� ��&�%���
H ⊂ Sn ����# �� χH �

�� g���&��� �	������% � ������%8�� �%�	�� �� �+�� ��������9 ����+���# �� ��������#
��&�%��� N � ��������
 ��&�%��� H ⊂ G9 ��	��	% >� %����� ��������� ��%9 ��
|N ∩ C| ≤ |H ∩ C| ��# ���� 	����� ���#+����� >������� C ⊂ G� 0�����9 � �������%�8�� ���
��%��� G = Sn >� ��������� ���	 �+�� ���� ��������

<� X��� H1 � H2 H ���������� ��&�%��� G9 � τ *	������
 ���� ����	������ %����� ��# �&9
���� H1 ����+����� � 	�	
*��� ��&�%���9 ���#+���
 � H29 � �������� ��������%�8��
����%������ ��&�%�� 1��� �����,3�

�� T���# �� >�&9 �� �+�� ��%���� �������� %����� ��# 
��
�+������ H 9 ���� �� �����*
�� ����� ����	� ����%������ ��&�%�� &�%��� G 1���+�9 ����+�8�� ��D��� >�������3�
U�# >�& ������� ��������9 �� ����# �����D���# ��&�%��� ��� #��#���# �������
9 ��*
� ����+�� �����D��%� ��&�%��% ����& ����	��� 0>��% �� �+�� %��#����� ����	
����%������ ��&�%�� � %������� ����	�� � ������������ ��������9 �+�� �� �������#
����%�����# ��&�%��� ���� �����D��
9 ��%��� �� ���+��� ��&�%��� ����& ����	�� �
��8�� 	������# �� <3� ���� �&9 ���� ��#�	 ����%����
 ��&�%��� χH #��#���# �����*
��� ����& �����9 � �� �����9 �� H #��#���# p*&�%��
 � ���% ������ �����D����

!� U�# ���& G*��+����� X �� �+�� ��
�� 	������� H*���� ��+����� X 9 ����# �� χH �
χX � . ���� ����9 ����%+��# 	�	 ��� �	����������� �����9539 �� �����9 �� 	������� H*����
X ���� 	�������% G*���� X × (G/H)9 	��� �&���� �����953 � ������� ���� (χXχH , χ0)9
�� � ��� ������ ���� (χX , χH)� T��	9 |X/H | = (χX , χH)�

)������9 �� �� �+�� ��������� ���	 	������� ����9 � �� �� �����9 	�	 >� ���� ��
�������9 ���������& � �� �39 ���� ��#�� � 	������� X ��+���� ����� � � � � � ������������
��
������ G = S6- �&�� ���� ���� H1*���� X ���� 4+1+19 � ���� ���� H2*���� H 2+2+2�

�,� 6 ��8�� τ *���� �
 �� �+�� �������� χτrX � χτ (1r)X ����� χX 1��� ����� � ����<3� 0�	��*
	% τrX � τ (1r)X H >� ��+����� r*>��������� ����+���� � %��#������� ����� �� r
��������� >������� ��+����� X �����������9 �� �����9 �� ����# �� χH � χX �� �+��
��������� 	������� H*���� �� 	�+�� �� >��� ��+�����

��� .�� �	������ � ������%8�� ��%� �%�	��� ��������9 � ��������9 	 ��%���9 	&�� G = Sn � X
H ��+���� ������� $��� ν ��# ��	��& ��������# ν ����� n 1��� ����!3� '&�� χX H >�
� ������ ψν �� ������9 � ���% 	������� H*���� �� ��+����� ������� $��� ν ����
(χH , ψν)� 7������9 �� �������# ����	���� ψν 9 ���� 	�	 � 	>$$� ����� �& ����+���# �
����������� ����	����� {χλ}9 �&%� ���� ��&	 ��������� 1��� ������3�

.�� ��D��	������ ����#�� ��� ��	������9 �� ������ ����%����
 ��&�%��� ���� ��� ����*
� ��& ��$��� ��  ��
����� ��������%�8�
 ��&�%���9 � �& ���& � ���� ������� ��#
��D���# ��&�� ������

��



% &''�$��
��� �������(�� ������

. >�
 &���� �� ��%��� �%8��������� ������ ������� �� ��D�& ����� ���������# &�%��� ;��%�9
��������� ��# �&9 ���� >�� ������� �# ���� >$$�	����
� ��	 %+� �������� � ��������9
���� �� ��	�� ������ #��#���# ��������� �������������& �������# ����	� ����%������ ��*
&�%�� �����������	
 &�%���� "�� ���� ��� ����� ��%��� � ��%� ������%8�� &������ . >�

+� &���� �� ��������� ��� ��%&�� �������9 � �����9 ������% >$$�	����& ���+����# �����*
���# λ(p)9 ��������& ������#�� ����������� ���+�����
 ��&����� ��� 	������ ����9 �
������% �����������	
 �����	� ���%�������

)�� 4��'����� ��������� λ(p)( �5�� ���������

T��	9 ��# ���& ��&����� F ∈ Q(T ) ������� n � ���& ����& ����� p ∈ P �� ���� ��%�����#
����� ������#��9 #��#���# �� p ��	����������� ��# F 1���� ��������� ����������# 	�	&*��� ��
	>$$� ����� F ��� ��������� ���	��������� F 39 � � ��%��� ��� ������& ����� 1���� ��&%�#�*
���� p3 ������� ��������� λ = λ(p) ∈ partn9 ��������� ������#�� ����������� ���+�����

���%	 �� F � ��%�� p�

0�	��	% ���������9 ����� ��� ��� p � ����+���� �����������
 	>$$� ����� ��&����� F 9
���� ���� 1� �%8����% >�� �����	� �������� ���� ��
 ��� ���������� ���%	 �� F � ��%��
p39 �� �+�� �������&���9 �� p �� ����� �� ��� �� �����������
9 ��	 �� ��������� ���%	 �#
F̄ ∈ Fp[T ] ��&����� F � ��%�� pG 	��� �&9 �� �������9 �� p �� ����� ����D�
 	>$$� ����
F 9 ��	 �� F̄ ��	+� #��#���# ��&����� ������� F � '�	+� �+� �������9 �� F̄ H %�������

��&���� ������� n9 ��� ���������� �������� F̄ �� ����D�
 	>$$� �����

'�	�� �����9 ��� ������ ��D��� ����%�8%� �����%- �������� �������������� ����& %��*
����& ��&����� F ∈ k[T ] ������� n9 � � ��%��� ��+������& ����� ��
�� ��������� λ9 �*
�������� ������#�� ����������� ���+�����
 F � =���� k = Fq H ��������� 	����� ���
����	�������	� p9 q = pt� 7��9 	���� +�9 � ����%� ������ �������%�� ��%��
 q = p9 ���	 ���
��D� ����� ������� ��# ��������& 	����& ��# 	>$$� �����9 �� �+�� ���&�����#9
��������9 ��# ���������# &�%��� ;��%� ��&����� � 	>$$� ������� � Fq(T )�

0���$��%���%�� ���������%� �����% ����%�8�� ������ J�������� n*����%� k*��&���%A :=
k[T ]/(F )G #��9 �� �������������� F ���������� ��������������9 ���9 �� � ����� ��%��� �� �
� +�9 ������������ A� ���� �&9 ���� A ������������9 � �� ���������#���# � ���� A ∼= Fqλ1 ×
· · · × Fqλs 9 &�� λ1, . . . , λs H >� � ������ ������� ����������� ���+�����
 ��&����� F �

�� ��������� ��� ����� �����	� �������������� A � ���+����# ��������# λ = (λ1, . . . , λs)�
)�� �� ������ �� ����������� �������
 >����$���� c�����%�� FrobA k*��&���� A9 ��������*
�&9 	�	 ����9 $��%�
 FrobA : x �→ xq9 �>��% �� ��D��9 	�	�� ����� ��������� ����� %
>����$���� c�����%��� 0��+�� ���&9 ������� ����� θ ���� T � A = k[T ]/(F )G �&�� >�������
(θj)0≤j≤n−1 ����%�� k*����� A9 ��������� 	��& �� �%��� ������#�� ����� % FrobA� =���*
���9 �� ��+���� � ��������� >������� A9 ���������� � >�� ������9 ���������# �	�������
� ����%�� O(n) ���� �
 ��+���# � ��������# � 	����� ��� k = Fq� Y��+���� >������� A
���������# ��������� ������+���# ��������%�8�� ��&����� �� k[T ] ������� ≤ n− 1 � �*
����%�8�� ��#���� ����	� � ������# �� F G ��� >� ����%�� O(n2) ���� �
 ��+���#9 ��������#
� %��+���# � k� )�����
 B������
C ��&���� ��������# � ������� 1�������
 �� ����������
a1 = a9 a2k = (ak)2 � a2k+1 = a2k · a3 ����#�� ��������� θq �� O(log q) ���� �
 %��+���# � A9 ����
�� O(n2 log q) ���$�������	�� ���� �
 � k� =���� �+�9 ������������ %��+�# �� θq9 ��
�� ���
θqj ��� 0 ≤ j ≤ n − 1G ��� >� �����%�� O(n) ���� �
 %��+���# � A9 ���� O(n3) ���� �
 � ��� k�
)������ ��������9 �� j*�
 ����� ����� � Φ >����$���� c�����%�� FrobA ��������� ���*
����������& ������ ����� 	�	 ��� �� 	������ θqj ��������� >�& ������� . ��&� �� ��D��
����� % Φ �� O(n3 + n2 log q) ���� �
 � ��� k�

J�������� ������ � ��������� ��D� ��� ������

)�� ����6 �������
 �� ���������� ���"�

0��+�� ���&9 �������9 �� ��������������9 ���9 �� �� � � +�9 ������������ A ����������
������������ #��� FrobA9 ���� �����+������� ����� � Φ9 ���9 �� ���������9 %����� rankΦ =
n� )������# ��������9 �� ���& ����� � ������#���# ����� ;�%��� � ��8�� O(n3) ���� �
 � k9
�� ��� O(n) ���� �
 ������#�

��



0�����+�� ������9 �� A ������������ � �� A ∼= Fqλ1 × · · · × Fqλs G �� ���� ��������� λ =
(λ1, . . . , λs)9 ���9 �� �� � � +�9 ����  ���� ����� �������� ����� ck = card{i : λi = k}� e��9 ��∑

k≥1 kck = n9 ��	 �� ck = 0 ��� k > n� .������� ��# ��������& m ≥ 1 ���& ����� � Φm − E9
�������� 	��& � n �� ������� ����� am� U�# >�& �� ��������� ����� A9 ����������

�� ��������� ������ Fqλi ��� Fq9 � �������9 �� FrobA ���������#�� >������� >�& ������ 	�	
��	���# �������	� σ  �	�����	& ���� λ� )����� ��������� ����%��9 �� am = n − rank(Φm −
E) = n − rank(Frobm

A −1A) �������� � 	��������  �	�� � �������	� σm9 ����

am =
s∑

i=1

gcd(λi, m) =
∑
k≥1

ck gcd(k, m) .

=���� �� ������������ ��� $�	��9 ��  �	� ����� k ���� ��������# � m*%� ������� ����������#
�� gcd(k, m)  �	�� ����	�
 ������

U�# ���& m ≥ 1 ��+�� bm :=
∑

k≥1 ckm� =������9 �� � ��
������������ >�� �%��� 	�����9
��	��	% ck = 0 ��� k > n9 � bm = 0 ��� m > n � �
 +� �������� .������ ������ (am) ����� (bm)-
am =

∑
k≥1 ck gcd(k, m) =

∑
k≥1 ck

∑
d| gcd(k,m) ϕ(d) =

∑
k≥1

∑
d|k,d|m ϕ(d)ck =

∑
d|m ϕ(d)

∑
k′≥1 ck′d =∑

d|m ϕ(d)bd9 &�� ϕ(n) H $%�	 �# "
����G � >�
  ���	� �������� �� ������������ ��� $�	��9

��
∑

d|n ϕ(d) = n ��# ���& n ≥ 1� =������ ������9 �� ��������� am =
∑

d|m ϕ(d)bd � bm =
∑

k≥1 ckm

����#�� ������� ��������� (ck)1≤k≤n � (am)1≤m≤nG ��	��	% ck = 0 ��� k > n9 >� �������9
�� λ ������� ������#���# ����� (am)1≤m≤k� �� �+�� #�� �������� (bm) ����� (am) � (ck)
����� (bm)9 ���������D��� $��%���� ���8���# ����%��- ��%���� bm = 1

ϕ(m)

∑
d|m µ(m/d)ad �

cm =
∑

k≥1 µ(k)bkm9 &�� µ H $%�	 �# ����%��� "�� $��%�� ��
��������� ������#�� ��� (bm)9 ���
(ck) � λ � a1, a2, . . . , an9 ��	��	% �� �����9 �� ������ bm = 0 � cm = 0 ��� m > n�

T��	9 �� �����9 �� ������ n ����� ��������������� am = n − rank(Φm − E) �������
������#�� λ9 �� ���� ��� ���+���� ��
�� λ � ��8�� O(n4 + n2 log q) ���� �
9 ��	��*
	% ��# ���+����# Φ �%+� O(n3 + n2 log q) ���� �
9 � ����� ��# ������������& ���������#
Φ2, Φ3, . . . , Φn � ���&� ����� Φm − E �%+� 	�+��
 ��� �8� O(n3) ���� �
�

. ��
������������ ���� �+� �>	����� ����� >��� ���� �
9 ��	��	% ���� λ %+� ���*
���#���# ���	��	��� ������� ������� ��������������� (am)� "� ����#�� ������� �������
B������# �����������#C � ���������� �� ��# ���������# λ� 0#���� �	������ ������� ��#
n = 5-

λ a = (a1, a2, . . . ) ���$�	� �����������#
(1, 1, 1, 1, 1) (5, 5, 5, 5, 5, . . . ) (5, . . . )
(2, 1, 1, 1) (4, 5, 4, 5, 4, . . . ) (4, . . . )
(2, 2, 1) (3, 5, 3, 5, 3, . . . ) (3, 5, . . . )
(3, 1, 1) (3, 3, 5, 3, 3, . . . ) (3, 3, . . . )
(3, 2) (2, 3, 4, 3, 2, . . . ) (2, ∗, 4, . . . )
(4, 1) (2, 3, 2, 5, 2, . . . ) (2, ∗, 2, . . . )
(5) (1, 1, 1, 1, 5, . . . ) (1, . . . )

Y	�+�� ��D�9 �� ��� ���	�����	
 ������� �� �� 	�������� %��� ������� ������# ���	� �
���%	�%�� ������9 	���# ���������# ,-./�

)�� ����6 �������
 �� ���������� �����

. ������ � ������%8�& �����9 >�� ���� �������� ���	 � �� ��%���9 ���� ����	�������	� p
��# 	>$$� ����� ���D� ������� n ��&����� F � "� ������ �& ����� ����#8�� ��# ���*
�����	����������	& ��%��# 1�	�+��9 ��# ���������# &�%��� ;��%� ��&����� � �� ���������
	>$$� �������39 ��	��	% �� �+�� ��	��%�� 	����� ���� ������ �����9 � ���� �������
�����&���� � ��������	����������	� ��%����

6%�� ������&���& ����� ��	�������# � ���������� λ � ������ �������
 >����$���� c�*
����%��- tm := Tr Frobm

A = TrΦm� )	��������#9 �� � ��%��� p > n ���� (tm)1≤m≤n �������
������#�� λ � 	 ��% +� ����#�� %��������9 #��#���# �� ��&���� A �����������
�

0%��� n H ��������	�� k*��&���� A9 A��� := A/n H ����������# ��&����9 ��� ��������# � A�
0�	��	% p > n9 n �������� � #��� >����$���� c�����%��G ����� ��������� ����%��9 ��
TrFrobm

A = TrFrobm
A���

��# ���� m ≥ 1� J�������� ����+���� ���������
 ��&���� A���
∼= Fqλ1 ×

· · ·×Fqλs ��# ��	��& ��������# λ ����� n′ = dimA��� ≤ n� J�������� ����� A���9 ����������
 ��

��



��������� ������ Fqλi ��� k = FqG �����$��� c�����%�� FrobA���
��
���%�� �� >�� ������ 	�	

��	���# �������	� σ ∈ Sn′  �	�����	& ���� λG ����� ��%����9 �� tm = TrFrobm
A���

��������
� ����� � ����� ����� Fp ⊂ Fq 	�������� ������+��� ���	 t′m �������	� σm� 0�	��	%
0 ≤ t′m ≤ n′ ≤ n < p9 �� �+�� ������� ���������� t′m � tm = t′m mod p�

0�+�� ck := card{i : λi = k}G �&�� ∑
k≥1 kck = |λ| = n′ ≤ n9 ��	 �� ck = 0 ��� k > n�

���� �&9 t′m =
∑

i:λi|m λi =
∑

d|m dcd9 �	%�� � $��%�� ���8���# ����%�� ��%���� cm =
1
m

∑
d|m µ(m/d)t′d� "� �	�������9 �� ������ ����� (t′m)1≤m≤n9 ���9 �� ���������9 ������ �����

(tm)1≤m≤n ����#�� ��������� ��� ck 1��	��	% ck = 0 ��� k > m39 � ������9 � λ9 � ��	+� n′ =∑
k≥1 kck� 0�� >�� �������������� ��&���� A ��	+� �����#���# ��	�� �����9 ��	��	% >��

�������������� ���������� ��������% n′ = n�
"� �	�������9 �� �����
 ���� ���� >$$�	�����9 ��� ������%8�
9 ��	��	% � ������%��

���	 %��+���� ����� n × n � ���������� �� �����9 ��# �����������	� ���� ������%����
���� �
 ���� O(n4 + n2 log q)9 	�	 � ��# ������%8�& ������

���� �&9 	�	 � ��# ������%8�& �����9 ���� �������������� ��&���� A � ��������� λ 1	�*
�� ��� �������%�� ���	 � ������������ ��%���3 ������#���# %+� ������� ���	��	��� �������
��������������� ����� (t′m)� "� ����#�� ������ ������# ���	�9 � 	���� �	�������# ��� ���*
�����# λ ����� n9 � ��	+� ��� ��������# µ = (µ1, . . . , µs) ����� n′ < n9 ��	��9 �� n = c1µ1 + · · ·+ csµs

��# ��	��& ����� ���%������� ����� (ck) 1�+� �
���� ���	 ��	��� µ9 ��	��	% µ H >�
���� �������
 ��������� ����������� ���+�����
 ��&����� F (T )9 � ���% ��	�� ����� ck

��+�� �%8�������� H �+� ��#�� 	������� ��������%�8�� ���+�����
3G ��� >�� � ������
���	� ��	�� µ �� ����������#9 � ���	 ��������#9 �� �� ��������%�� ��������������% ��%����
.� ������ ��	& ������ ���	� ��# n = 5-

t′ = (t′1, t
′
2, . . .) v λ

(0, 0, . . .) < (5)
(0, 2, . . .) � (3, 2)
(1, 1, 1, 1, . . .) −1
(1, 1, 1, 5, . . .) � (4, 1)
(1, 1, 4, . . .) −1
(1, 3, . . .) −1
(1, 5, . . .) � (2, 2, 1)
(2, 2, 2, . . .) −1
(2, 2, 5, . . .) � (3, 1, 1)
(2, 4, . . .) −1
(3, 3, . . .) −1
(3, 5, . . .) � (2, 1, 1, 1)
(4, . . .) −1
(5, . . .) � (1, 1, 1, 1, 1)

=���� v H >� −1 ��# �������������
 ��&���� A ��� ���� ��������# λ ��� ��	��	&��$����	�
%��#������ ���� ��������
 ����� nG #��9 �� ��� ����� �� 	�������� %����� ����� ��� �� � λ9
� � v�

)������9 �� �%8����%�� ��	+� ����9 	���
 ������%�� ������� ���� ;�%��� ��# �����	� ��*
������������9 	�	 >� ������� � �����9 ������� �� ���������� ���&�9 � ����� ������#�� �����
�������
 �����$���� c�����%�� ��# ���������# ��������# λ ����� nG ��� >�� �%+� ������#��
����D�� 	������� �������
 �����$���� c�����%��9 ��	��	% %+� �������� �������������� A�
.� ����	��8�� ����� �����������# ��# n = 5-

t′ = (t′1, t
′
2, . . .) v λ

(0, 0, . . .) < (5)
(0, 2, . . .) � (3, 2)
(1, 1, . . .) � (4, 1)
(1, 5, . . .) � (2, 2, 1)
(2, . . .) � (3, 1, 1)
(3, . . .) � (2, 1, 1, 1)
(5, . . .) � (1, 1, 1, 1, 1)

��



)�� 3����������	�
 ������ ���!������

7�� ������ ������ ��%����9 ���� 	�	& 	�������� ���������������� ������ ����� �� �*
+�� ��������� ��	�%� &�%��% ;��%� 1�����9 ��������%�8%� ����%����%� ��&�%��% Sn3 � ��*
����� %	������� %����� ����������� U�# >�& �� ��������� ����%�8%� ����� ����	%�
�����������	%� �����%� 0�����+��9 �� �� ���� ��������� ��	���
 ����������
 ��������
η9 ��������+�8�
 ��	���% ������� $�	��������% 	�����% ��+����% H 1� ��D�� ��%��� H
H ��+���� ���� ����%������ ��&�%�� Sn9 � η ��������%�� ��	�
 &�%��� ;��%�3� U�# >�&
�� ������ ����� >	���������� ξ1, ξ2, . . . , ξj , . . . 1��������
 ��&%�#���� ������ �����39 ���%�����
ξj 	�+�& �� 	���� ��������+�� ��	���% ������� ��������% 	�����% ��+����% Ξ 1% ���
Ξ = partn H ��+���� ���� ��������
 ����� n9 � ξj H >� ��������� λ(p)9 ��������%�8�� ������*
�% �����% ����% p3� 0�����+��9 �� ��# 	�+�& h ∈ H ��� �������� $%�	 �# ������������#
���#�����
 ph : Ξ → [0, 1] 1���� ��	�# $%�	 �#9 �� P (ξj = x|η = h) = ph(x)39 � �� ��������� h
��������%�� ��������� ph 1����� ��� ��	�	 �� ��������� ��	�� h �= h′9 �� ph = ph′3� ���� �&9
�� �������9 �� ���� ph(x) = 09 � ξj �� �+�� ��������� �������� x ��� η = h 1� ��D�� ��%���
>� %����� �������9 ��	��	% ���� ��&�%��� ;��%� G �����������	
 &�%��� Sn �� ����+��
�������	 ��	��&  �	�����	& ���� λ9 � �� ��� 	�	� ��&%�#��� p �������� λ(p) = λ ����*
�+�9 ��	 	�	 � ������ ��9 �� ��������%�8�
 >������ c�����%�� Frobp ∈ G ⊂ Sn #��#���#
�������	
  �	�����	& ���� λ3� X8� �� ������+����9 	��� �� ������9 ��	�������# � ��9
�� ���%������ ��������� >	���������� ���������� 1�� �8� ��%���9 �� >� ������� � ��D�

���%� ��3�

=�$�	���%�� ��	��� ���� ��+������� ε 1��������9 ε = 10−63 � ��������# ����%�8��
�����- �+�� �� �� � N %+� ���������� >	����������� ��������� η � ���#������ D��	�9
����D�
 ε9 � ��%��� ��+������& ����� ��������� η9 � � ��%��� ��� ������& ����� ��
��
�������� 	������� >	����������9 	���� ��� �8� ������� ��# ���������# η�

0%��� N H 	������� %+� ���������� >	����������9 mx := card{1 ≤ j ≤ N : ξj = x} H
	������� >	����������9 � 	���� ��� ��%��� ���%����� x ∈ Ξ� 6������ ����+���� H ′ ⊂ H 9
��������� ���� h ∈ H 9 ��# 	���� ph(x) > 0 ��# ���� x ∈ Ξ9 ��	��9 �� mx > 0� e��9 ��
������ η ∈ H ′ 1�������9 �� �� �������&���9 �� ��� η = h �������� ξj �� �+�� ���������
�������# x9 ��# 	���� ph(x) = 03� J�������� %������ ���#����� Ph := P (A|η = h) ��%����#
����& ����� (mx) ��� %����� η = h� e��9 �� Ph =

∏
x∈Ξ ph(x)mx � log Ph =

∑
x∈Ξ mx log ph(x)�

X��� (Qh)h∈H H ��	��� ������� ������������� ���#�����
 �&9 �� η = h 1���� Qh = P (η = h)G
�� �������&���9 �� ��� Qh > 0G 	���� +�9

∑
h∈H Qh = 139 � � $��%�� W�
���

P (η = h0|A) =
P (A|η = h0)P (η = h0)∑
h∈H P (A|η = h)P (η = h)

=
Ph0Qh0∑
h∈H PhQh

.

�� ����� �� ��%���� %����� �%8��������# ��	& h0 ∈ H 9 �� P (η = h0|A) > 1−εG ����� >�& ��
�%��� ��%���� ���� ���������� %����� P (η = h|A)/P (η = h0|A) < ε ��� ���� h �= h0 1�� ���� ����
�� >�& %����# ����%��9 �� P (η = h0|A) > 1−ε · |H |G �� �������9 �� ε ���� ���9 � � ��+����� H
&���� ����D� >�������9 ��� ε−13� 0 $��%�� W�
��� P (η = h|A)/P (η = h0|A) = PhQh/(Ph0Qh0)G
�&���$���%#9 ��%���� %�����∑

x∈Ξ

mx log ph(x) −
∑
x∈Ξ

mx log ph0(x) < log ε + log Qh0 − log Qh .

0�	��	% �� �������# Qh ��� ����& �� �������9 ���������� � >�� ����+���� �������� log Qh0 −
log Qh �� �%��� .� ��	��� �������� ��	& D�&�- ���� ��� Qh > δ > 0 1�	�+��9 δ = 10−339 �
������ log Qh − log Qh0 < − log δ9 � ���%9 ���� ����# ����� ����������& ����������� ����D�
log ε + log δ9 � �� ����D� � log ε + log Qh0 − log QhG �>��% �+�9 ������� ��� ���������� ε ��
εδ9 ������������� %����� ∑

x∈Ξ

mx log ph(x) −
∑
x∈Ξ

mx log ph0(x) < log ε .

0�+�� Vh :=
∑

x mx ·
(− log ph(x)

)
9 M := − log εG �&�� ��%����� %����� �+� ���������� � ����

Vh0 < Vh − M �
T��	9 ������&����
 ���� ��D���# ���������
 ������ ��	�- ������#�� ��# ���� h ∈ H 1� ��

���� ���� ���	 ��# h ∈ H ′3 Vh :=
∑

x mx · (− log ph(x)
)
9 M := − log ε 1��*� ���� �,39 ��������

��



����	�� h0 � h1 �= h0 �� H 9 ��	��9 �� Vh0 ≤ Vh1 ≤ Vh ��# ���� h ∈ H 9 ������� � h0 � h19 �
�����#�� %����� Vh1 − Vh0 > M � X��� >� %����� �������9 �����8��� h0 � 	������� �������# ηG
���� +� ���9 �������� �8� ��#�	� N ·(M/(Vh1 −Vh0)−1

)
>	���������� 1�%�D� ���& %��+��� >�

���� �� 	�	%�*���%�� 	������%9 �S��D%� ����� �9 �	�+��9 1.29 � ������� �����D� ���� ����
�#��G 	��� �&9 ���� ��%�����# ���D	� ��& H �	�+��9 ���D� 2N H � �� ������ ���	 2N
>	����������3� =���� �� ���� ��������%�� ��%������ ������9 ��� ���������� ���� ������
������������ >	����������9 � ��	 � ��� ��9 �	� �� �� ��+�� ��������� η � �%+�
 ��������
%����������

�� �+��  ����� ���� >	����������9 �������� ��# ���������# η � ��%��� η = h09 ���*
�%�8�� ������ =������ mx �� �& �����������	� +������ Nph0(x)G �&�� Vh = N

∑
x ph0(x) ·

(− log ph(x))9 � %����� Vh0 < Vh − M ��� ���� h �= h0 	��������# ����������� %����� N > N0 =(
minh �=h0

∑
x ph0(x) · (− log ph(x)) − ∑

x ph0(x) · (− log ph0(x))
)−1

�
T�������9 ��  ��	� ����� >	���������� 1���� ��&%�#���� ������ �����39 ��������� ��#

���������# &�%��� ;��%� ��&����� ������� n ≤ 10 � ���#������ D��	� ≤ 10−69 �����������
� %	�����
 ��D� $��%�� � ��8�� %+� �������
 ����� � ����%������ ��&�%�� Sn9 n ≤ 109
	��������# �� %�������� �����D��� H ��#�	� �,,d�,,9 � ������D�� �������� ���� 513.7� "�
�	�������9 ���	��	 ��+� ��# �������������& ����� �������������� ���������� ����	� ����
���+��� ����%������ ��&�%��9 ��	��	% ��� ��	& ����	� ���������� �� ����������	�
	������� >	���������� H ��#�	� 50 · (106)2�

U�# ���������# ����������& ����� ������� ���%������ 	 ������ ���������# &�%��� ;��%�
����%�� ������� �8� ���	��	 �������
� .*������9 	�	 �%�D� ���& �������� ������ ����� p ��#
>	����������[ 0�����&����# �������� �� ���#�9 ������# � ��	��
 ��+��
 &���� �9 ���D�
 n
1���� �+� ��� ���������# ����� �� ������� ���3G ��	� �����+����9 ���� ���
 ����*
��9 ����� �� ��������� ��
����� ����������	
 ������� ��+���� ������ ����� �� ������
������� (�������� 1��� E��F9 E!F � E��F3�

���� �&9 ������&����# ����%�8�# ������� �#� .�#	�
 ���9 	&�� �� ��%���� ���%����� >	�*
��������� 1���� ��������� λ39 ��	&�� �� ��%���D�
�# �����9 �� ������������ ����	 ����%������
��&�%�� Sn9 	���� �&%� 	������# ��	�
 &�%��
 ;��%�9 � ��	������� �� ��& ��� >������� h
� ph(λ) = 09 ��	��	% ��	�� ����%������ ��&�%��� ������ �� �&%� ���� ��	�
 &�%��
 ;��%��
X��� � 	�	
*� ����� � >�� ����	� ������# ��� ��� >������ 1�� �+�� 	������# ���	 ���*
��������	�# &�%��� Sn39 �� �& ����% ������ � 	������� ������ ���� �&9 �������# ����+���
 Vh

�� ������#�� ���	 ��# h �� >�& ����	�9 �� ����#�� �>	����� ��& %����
�
X8� ��� �����- �+�� ��	 ��%�����#9 �� ��� ��������������� ������ ����� 	��������#

��	������������� X��� ����������� ���� ������������ ��	����������� ����� ���D� ��	��

 ��	� �����% ��%�# ���	��������� ��&����� F (T )9 >� �������9 �� ������
 ��&���� F ��
��� �������������9 �� ��� ���������� &�%��� ;��%� �+� ���	������� .���� >�& ���� �������9
�� ���� ������ �� ������������ ������ ����� 	������� ��	������������9 � F �������������G
� �� ��%���9 ���� 	>$$� ����� F (T ) ��������� �����D��9 ��	
 ���� �������G ���� +� >�
�� ��	9 �������%� &���� % 	�������� ��	����������� ������ ����� ����%�� ������#�� ����#
�� ������� 	>$$� ����� ��&������

��	� ���������� 	������� ������ ����� ����%�� ����������[ T���� &��#9 	�	�� ����*
������#  ��	� �� ���� >	���������� N[ J���%+����#9 ����&����� ����������� ��D�9 �	�*
������9 �� ��	��# &���� � ������� � ������� 	>$$� ����� ��&����� ������� ��	 +�9 	�	
&���� � 	�������� ��	����������� ������ �����9 �����������# ���	 �� 1��� >�� ����� ���*
������� ��&���� F (T ) = T 2 − (p1p2 · · · pN + 1)9 &�� p1, . . . , pN H ������ N ������������ ������
�����3� 0>��% ���� ������&��� ��������� ���������� N = 100 ��# ��&����� � ���������
�����D��� 	>$$� �������9 � 	������� ������������ >	���������� ������������ � �����*
	�9 ���+���
 ��D� 1� ��
������������  ��	� �� ����� �	�������9 �� ���������� ��������
���� >	���������� ��+� ���� ���� ������ �&���$�% ���	��������� ��&����� F (T )3�

0������
 ����9 	���
 ��� ����%�� ��%����9 ��	�- � 	�	
 ������� �����������	�# �*
����9 ����������# ��D�9 ��������%�� ���%� ��9 ����	��8�
 ��� ��D�� ����� ���������# &�%�*
�� ;��%�[ W��� ��	�
 �����������	�
 ������ �	�������9 �� ����� ������������ ξj ������*
� ��������9 ���� ��������# mx  ��������� ����
�
 $%�	 ��
 � N 9 ����9 &�%� &��#9 ��*
�� mx = Nph0(x) + O(N1/2)� 0�� >�� ������ ������� (�������� �� ���� ���� %����+����9
�� ���� ζ*$%�	 �# J����� �� ����� �%��
 � ���� Re z ≥ 1 − ε9 � �+� ��������  ��	% ����
mx = Nph0(x) + O(N1−ε)G ���� &������ J����� �����9 � �+� ����� ε �	�� %&�� ����	�� 	 1/2

��



1���  ��	% �� E��F9 ��%����%� � ������+���� ������� �8���
 &������ J�����G ��� ��	+�
E!F9 &�� >��  ��	� %�%�D���9 � E��F9 &�� ���� #����  ��	� ����	��8�
 	�������G ��� ��	+� �����9
&�� �� ������� ���%�����%�8%� $��%����	% ������ ������� (��������3� "� ���	�����	�
������� ��������� ����������%� ��D� �����% �����
 ������ �� �����������	%� �����%�

'�	�� �����9 ������������  ��	� 	�������� ��&%�#���� �����9 ��������� ��# �������*
��# &�%��� ;��%�9 �� ���� ���� �����9 ���	 ���� &������ J����� ������ "� �� �������9 ��
��D ���� ���������# &�%��� ;��%� ����� �� &������ J�����- � �%��� ������� � ��� &������
J�����9 ���	 &���� ���D�� .�����9 ���	��	� �	�������9 �� ��# ���������# &�%��� ;��%�
��&����� ������� ≤ 11 ���� ��
��������� ������� ����������# ��%���d������ ������
�����9 �� �+�� ��������������# 	�	 �8� �� ������+����� 1������9 ����� 	������3 �����*
���� &������ J������

���� �&9 ������9 �� >$$�	�����# �����# ������ ������� (�������� ����� ���� ���+*
���� ���� ���������& ����� B>	����������C ����� ��#����� ����%����%� ��&�%��%9 �����*
���%�8%� &�%��� ;��%�- � 	�	
*� ����� ��� ��%&�� ������+���#  ���+�
 ����%����
 ��*
&�%��� ����%� �����������  ��	� �����9 � ��� ������� �� ��D�& ����� �+� ���������� >�
%����� ��# �����	� ���������� ������������ >	����������� '�� �� ����� ����������
 ��D�
��������������
 �����������	�
 ������ ���������#���# ������� 	�	 �����%� � ��%� ��������-

�3 �� ��%����  ��	� �� �������� ���� >	���������� 1� 	��
��
 ����9 ���� % ��&�����
F (T ) ��������� �����D�� 	>$$� �����39 � ������9 � �� ����# ����� ��D�& ��&������

�3 "�� %��8����
 �����������	�
 ������ �� ������� � ���	��������� ��&����� F (T )9 ��
����#�� ���������� �& �� ���	��	�9 � 	��
��
 ���� ��# ��&����� � �����D��� 	>$$� �*
������9 ���� �� &��� ��%����� ��	��%� B���#����� D��	�C�

�<



) *�$�+�����

0������ �8�
 ��&�

• 7� ���� ������ ������� (�������� ���+� �������� >$$�	����& ����� �������*
��# &�%��� ;��%� ��&����� � �� ��������� 	>$$� ������� 	�	 ��&�%��� 1�����9 ��*
������%�8�
 B����%����
 ��&�%���C3 �����������	
 &�%��� Sn�

• . ����#8�
 ����� �����+�� � ����� ��%��� ��� �� ��	�� ������ W��� ����������
��	+� ����������#9 ��������� ��# �& >$$�	����
 ������� �� �� 	���������

• 0����+����
 ���� �+�� ���� >$$�	������9 ���	 ���� �� ������&��� ������� ��������*
�
 ����� �
 B����%������ ��&�%��C Sn9 ����+�8�
 �� ���D	� ��& B���%8���������C
1���� �� ��������%�8�� ��	�	
 ������
 ��&�%���3 ����%������ ��&�%��� . ��#�� � >���
���� ��� �����+��9 ��%��� � ��������� ��� n ≤ 11 ���� �����������# ���� ����%������
��&�%�� �����������	
 &�%����

• "�� ���� �����������# ����%������ ��&�%�� �%8������� ������%�� ��������� � ��%������
� ����� τ *���� �� �� 	�� �� ����	���� 	������ &�%��9 � ��	+� �������
 �� ��� τ *
	������
�

• 0��� >�&9 τ *���� �� � τ *	������
 ����#�� ��%���� ��$��� ��  ��&�%���� ������*
�����	
 &�%���9 ����# �� ��������%�8�� ����%������ ��&�%��� 7�������9 �� ������&���
��D��� ���������� %����#�� ��# �&9 ���� ��&�%��� ���� �����D��
 ��� ���� ��
����+����� � ��%&
 ��&�%����

• T� ����%����
 ��&�%��� �+� ������� ��& ��$��� ��  ��������%�8�
 ��&�%��� ���*
��������	
 &�%���9 ��+� ���� ��������%�8%� ��&�%��% �����# ������� �����������
7�������9 ��#�	9 ����	�9 ������� � ������������� ��&�%���9 � ��	+�  �	�����	�� ����
���#8�� � ��� �������	 ���&�� ������#���# ����%����
 ��&�%��
� ���� �&9 ����*
�������� ��&�%��� Sn ��� n ≤ 7 ������� ������#���# ��������%�8��� ����%�������
��&�%������

• 0����+����
 ����9 � ������ � ���D������ ��%&�� ������#���� �� ���	��	� �����9 ��*
����� ��# ���������� ������������� ��&�����9 �� �#������� ������������ "� ���*
�#�� ���������� �& ��# �����	� ��������#9 �	������# ��� ����
�
 ������������ ���

����+���# ���	��	�� ��&������

• 0����+����
 ���� ����#�� ������#�� 	������� 1� �� �����3 ���� ��������� ��
*
����# &�%��� ;��%� ��&����� F (T ) �� ��������� Sn*��+������9 ��������9 �� %��#����*
��� ��� ��%��#������� ������9 ����������� �� r ��������� 	���
 ��&����� F (T )� 0*
�	��	% >� ���������#�� ��
 �S��D%� ����� ��$��� ��9 ���� �����	���
 �� �����
����
��� ���������9 � ��D ���� ���������#�� � ��& ��%&
 ��$��� ��  &�%��� ;��%�9
���������#���#  ����������� �& ����������� ����� ����� ����
��� ��������� 	�	 � ��#
��%����# �������
 ��$��� ��  &�%��� ;��%�9 ��	 � ����� ����������� ��&����� ���&
���������# &�%��� ;��%�9 �������� �� ����� ����������� ���������9 ��# �	��8���#
�������& �V��� ���������
�

��



�����$ ����������

E�F U+�
�� ;�9 ��	�� �	����������� ������	������ �	���9 B���C9 ��9 �!���

E�F ������� U+�9 c�o���� g�9 ;����	�������� ��	�� �����9 B���C9 ��9 �!�!�

E�F W%���	� 7�9 ;����	�� ,�� `� ,���������� �����	�9 B7�%	�C9 ��9 �!�<�

E�F ��� ��� .����� W�a�9 ;����	�9 �*� ����9 B7�%	�C9 ��9 �!<!�

E�F U%�� 7�.�9 #
�������� �	���
 ,���� �������� � 	��������
�� ������������� 29 =��� ��*
%��� ������ 0)�T ��0 1�,,�39 ��<d�!��

E�F U%�� 7�.�9 #
�������� �	���
 ,���� �������� � 	��������
�� ������������� 229 =���
��%��� ������ 0)�T ��� 1�,,�39 !,d����

E<F 6��� ?�*0�9 8����!������� � L!�������9 Y�7 �! 1�!��39 �!d���

E�F 6��� ?�*0�9 T�����
� �	����������� �����
 �	���9 B���C9 ��9 �!<,�

E!F rL^^L s�K�9 ab[cdb[e 7ffc?M7g?Qhe Ob g]i[Qjk[R[ O[ O[he?gi[ O[ l][LQg7j[@9 KP5n� t2Nk� Amur9 �" 1�!��39
���d�,��

E�,F vOLPh]MMSL s�9 b^]NkLMhOL4w :�9 mci[R[hge O[ ni[QRi[gj?[ oc\k[Lj?db[ I( p[ c7h\b7\[ O[e eM]i[R7e9 KP5n�
t2Nk� Amur9 " 1�!�,3�

E��F vOLPh]MMSL s�9 b^]NkLMhOL4w :�9 mci[R[hge O[ ni[QRi[gj?[ oc\k[Lj?db[ IV ( imgbO[ cQM7c[ O[e eM]i[R7e [g O[e
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E��F :^NOM t�9 b^]NkLMhOL4w :�9 RL^hOL^ s� x� LN 2n�9 t]i[Qj?[ O[e tQfQe [g lQ]QRQcQ\?[ img7c[ O[e uM]i[R7e9
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E��F |L^NkLn]N K�9 AnnPzOL x� LN 2n�9 t]i[Qj?[ O[e 2hg[je[Mg?Qhe [g t]i[Qjk[R[ O[ q?[R7hhvqQM]9 xL4NP^L y]NLz
OM t2Nk�9 ���9 r{^OMjL^*RL^n2j9 mLOhLn5L^j9 �!<��
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7�� -������ ���������� "�!��� 8��!�

0������� ���	��	 ������� ���������# &�%��� ;��%��
.�� ��������� ���� ���%������ ���������
 ��%���� � ��8�� ��&�����9 ������%�8�
 ��D

����� . ����+���� �������
 ������ ����%�8�� ��������#- &�%��% ;��%� ��&����� Fj(T ) �*
������ ����� Gj 9 � �& ��� ����+���# ��� Q H ����� Kj � ���� �&9 ��# 	�+�& ������� �����*
����
 �� �%��� �������� � �	�	�� ���������� ����# ����� 	�������� � �������	%���� 1��39
	������� ������������ ������ s � ��	�������� ����������� ����� ���� pm9 � ��	+� �*
��� ��������%�8�
 ����%����
 ��&�%��� � ����	� ����%������ ��&�%�� 1��# n ≤ 6 >�� ����	�
��������� � 	� � ����+���#3�

7�	���� �� ��D�� ������� ������ �� ��&������9 ����������� � ������ E��F9 E��F � E�<F�

0����� ���	��	 ������� �������� �������������9 	�	& ��� ��$��� �� �� �+�� �*
�%����9 �����# ��&����� ���������# &�%��� ;��%� ��������� ��&����� 1��� .�������3� .
��������9 ��� ��%������ %����+����#  ��#� ����+���# ������%�� ���	 ��#�	� &�%�� ;�*
�%�9 	���� ���&�� ������#���# ��D�� ��&������

�3 J�������� ��&����� F1(T ) = T 5 − T − 19 F2(T ) = T 5 − 5T 4 + 8T 3 − 13T 2 + 12T − 4 �
F3(T ) = F1(T )F2(T ) = T 10 − 5T 9 + 8T 8 − 13T 7 + 11T 6 − 3T 4 + 5T 3 + T 2 − 8T + 4�

'&�� G1 = S5 1, ��G s = 2G pm = 11G |G1| = 120G ����� ��&�� #393 � G2 = S5 1����&���3� 0��
>�� G3 H ��&�%��� � S10 ��#�	� ��, 1�, ��G s = 122G pm = 701G |G3| = 120G #39893�

T� >�& �� �+�� ��	������9 �� G1
∼= G3

∼= G29 �� G3
∼= S5 � �� ��� ��� ��# ����+���#

K19 K2 � K3 ���������

�3 J�������� F1(T ) = T 5 − T − 19 F2(T ) = T 5 − T − 2 � F3(T ) = F1(T )F2(T ) = T 10 − 2T 6 − 3T 5 +
T 2 + 3T + 2�

'&�� G1 = S5 1��� ��D�39 G2 = S5 1, ��G s = 3G pm = 13G |G2| = 120G #3939 � G3 H &�%��� ��#�	�
14400 = 1202 1�, ��G s = 62G pm = 313G |G3| = 14400G #45703�

0�	��	% |G3| = |G1| · |G2|9 �� >�& ����%��9 �� G3
∼= G1 × G2 = S5 × S5 ⊂ S10 � �� ��# K1 �

K2 ����
� ��������� ��� Q�

�3 0%��� F1(T ) = T 5 − T − 19 F2(T ) = T 6 + 10T 5 + 55T 4 + 140T 3 + 175T 2 − 3019T + 25 � F3(T ) =
F1(T )F2(T ) = T 11+10T 10+55T 9+140T 8+174T 7−3030T 6−40T 5−195T 4−315T 3+2844T 2+2994T −25�

'&��9 	�	 � � ������%8�� ��������9 G1 = S5G G2 H �������# 1�� ����+�8�#�# � A63 ������*
�����# ��&�%��� � S6 ��#�	� ��, 1� ��G s = 62G pm = 313G |G2| = 120G #963 � G3 H ��	+� &�%���
��#�	� ��, 1�� ��G s = 153G pm = 929G |G3| = 120G #99573�

)����� ��9 	�	 � � ������� �39 �+�� ������� ����  ��9 �� ��# ����+���# K1 � K2 ��*
������9 �� ��&�%��� G2 ⊂ S6 ����$�� S5 � �� ��&���� F2(T ) ��������� 1��	��	% G2

�����������3�
���� �&9 ��# n ≤ 7 ������������ ��&�%��� �����������	
 &�%��� Sn ������� ������#*

���# ��������%�8��� ����%������� ��&�%�����9 � ���% �� �+�� ��� ��������� G2 ⊂ S6�
)	��������#9 �� G2

∼= PGL2(F5) 1>�� &�%��� ������������ ����� ��
���%�� �� ���	����
 ��#�

��� F59 � 	��
 	�	 ��� D���� F5*�� �������� ���	G ��� ����� �������� ��+���� PGL2(F5) ⊂
S63�

�3 0%��� F1(T ) = T 6 + 6T 4 + 2T 3 + 9T 2 + 6T − 49 F2(T ) = T 2 − T − 1 � F3(T ) = F1(T )F2(T ) =
T 8 − T 7 + 5T 6 − 4T 5 + T 4 − 5T 3 − 19T 2 − 2T + 4�

'&�� G1 H �����# �����������# ��&�%��� S6 ��#�	� �� 1� ��G s = 60G pm = 307G |G1| = 36G #8939
G2 = S2 1, ��G s = 1G pm = 3G #43 � G3 H �������# ��&�%��� S8 ��#�	� �� 1! ��G s = 101G pm = 571G
|G3| = 36G #4573�

0�	��	% |G1| = |G3|9 �� �+�� ��	������9 �� G1
∼= G3 � �� K1 = K3 = K1K29 ���� �� K2 ⊂ K1�

T���� &��#9 ��� K1 ����+�� B���� �������C H 	���� ��&����� T 2 − T − 1�
�3 0%��� F1(T ) = T 11 − T − 1� '&�� G1 = S11 1, ��G s = 3G pm = 19G |G1| = 11!G #118003�
"�� ������ ���������%�� �� $�	�9 �� ��# ���������# �&9 �� &�%��� ;��%� ����& ��&*

����� #��#���# �����������	
9 ���� ������� ����������# ����d������� ������ ������ "��
>$$�	� ��� ��	 +� ��#��#���# � ��# ��&����� � B���D���C 	>$$� �������G �� �� �%���
�������� ����� ��������%�8�� ��������

<�



�3 0%��� F1(T ) = T 10 +T 9+ · · ·+T 2+T +1 H ��&���� ������# 	�%&�� '&�� G1 H &�%��� ��#�	�
�,9 ����+�8�#  �	� ����� �,9 � ���% ����$��#  �	�����	
 &�%��� C10 = Z/10Z 1�� ��G s = 121G
pm = 691G |G1| = 10G #16043�

<3 0%��� F1(T ) = T 11 + 105T 10 + 4575T 9 + 106575T 8 + 1421850T 7 + 10754250T 6 + 43200750T 5 +
108840750T 4 + 645079125T 3 + 4357168125T 2 − 279006525T − 66430125�

'&�� G1 H �����# �����������# ��&�%��� � S11 ��#�	� <!�, 1�� ��G s = 152G pm = 919G |G1| =
7920G #117313�

��&���� F1(5T )/511 ��%��� � E�<F �������	
 X = 1 � ��	���
 ��&���� ��� Q(X)9 &�%���
;��%� 	��& ���� &�%��� ����� M11� 0�	��	% ��#�	 M11 ����� 	�	 ��� <!�,9 �� �����9 ��
G1 ��	+� ��+�� ���� &�%��
 ����� M11� '�� ����� �� �������� %����+����� �� E�<F  ��9 ��
&�%��� ;��%� G1 ��&����� F1(T ) ����� M11�

"�� ������ �	�������9 	�	�� ����� �+� ���������� ��D ���� � ������� �����
 �����
;��%��

0���������� ��D� ������� ���������%��9 �� �� ���	��	� ��# ���������# ��D�� �����
&�%��� ;��%� 1�����9 ��������%�8�
 ����%����
 ��&�%���3 ��&����� ������� ≤ 11 ����
����%���# ���������� ����� ��%��� ������ ��%��
9 ��# ��& ������� �, �� ���������
�

7�� #������ ����	���� Sn ��� n ≤ 6

U�# 	�+�& �������# n � � � � �� ������� ��� ����� �9 ����������� � ��8�� �����9 �����*
�& � ������� 0����# �� ��� H >� ����� � ����	���� Sn� X� ���	� ��������%�� ������ ����	��*
��� χλ9 � ���� � H 	������ ���#+����� >������� Cµ9 &�� λ � µ H ��������# ����� n� ��	 ����9
�� ������&��� ��� ��������# ����� n � ��	��	&��$����	� ��#�	�� 0��� �������
 χλ(Cµ)9 ��#
	�+�& 	����� ���#+����� >������� %	���� 	������� >������� � ��� H dµ = cardCµ� .�*
��# ����� � ����� �� 	>$$� ����� mλµ = (ψλ, χµ) 1��� ������3� U�# n = 5 � 6 �� ������%��
�	��8����� ��������# ��# ������ ��������
9 ��������%�8�� ���� �� ����� ��

��
dµ �

χλ(Cµ) (1)
(1) �

mλµ (1)
(1) �

��

dµ � �
χλ(Cµ) (1, 1) (2)
(1, 1) � −1
(2) � �

mλµ (1, 1) (2)
(1, 1) � �
(2) , �

��

dµ � � �
χλ(Cµ) (1, 1, 1) (2, 1) (3)
(1, 1, 1) � −1 �
(2, 1) � , −1
(3) � � �

mλµ (1, 1, 1) (2, 1) (3)
(1, 1, 1) � � �
(2, 1) , � �
(3) , , �

��

dµ � � � � �
χλ(Cµ) (1, 1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)

(1, 1, 1, 1) � −1 � � −1
(2, 1, 1) � −1 −1 , �
(2, 2) � , � −1 ,
(3, 1) � � −1 , −1
(4) � � � � �

mλµ (1, 1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)
(1, 1, 1, 1) � � � � �
(2, 1, 1) , � � � �
(2, 2) , , � � �
(3, 1) , , , � �
(4) , , , , �

<�



��

dµ � �, �� �, �, �, ��
χλ(Cµ) (15) (2, 13) (22, 1) (3, 12) (3, 2) (4, 1) (5)

(1, 1, 1, 1, 1) � −1 � � −1 −1 �
(2, 1, 1, 1) � −2 , � � , −1
(2, 2, 1) � −1 � −1 −1 � ,
(3, 1, 1) � , −2 , , , �
(3, 2) � � � −1 � −1 ,
(4, 1) � � , � −1 , −1
(5) � � � � � � �

mλµ (15) (2, 13) (23, 1) (3, 12) (3, 2) (4, 1) (5)
(1, 1, 1, 1, 1) � � � � � � �
(2, 1, 1, 1) , � � � � � �
(2, 2, 1) , , � � � � �
(3, 1, 1) , , , � � � �
(3, 2) , , , , � � �
(4, 1) , , , , , � �
(5) , , , , , , �

��

dµ � �� �� �� �, ��, �, !, !, ��� ��,
χλ(Cµ) (16) (2, 14) (22, 12) (23) (3, 13) (3, 2, 1) (32) (4, 12) (4, 2) (5, 1) (6)

(1, 1, 1, 1, 1, 1) � −1 � −1 � −1 � −1 � � −1
(2, 1, 1, 1, 1) � −3 � � � , −1 −1 −1 , �
(2, 2, 1, 1) ! −3 � −3 , , , � � −1 ,
(2, 2, 2) � −1 � � −1 −1 � � −1 , ,
(3, 1, 1, 1) �, −2 −2 � � � � , , , −1
(3, 2, 1) �� , , , −2 , −2 , , � ,
(3, 3) � � � −3 −1 � � −1 −1 , ,
(4, 1, 1) �, � −2 −2 � −1 � , , , �
(4, 2) ! � � � , , , −1 � −1 ,
(5, 1) � � � −1 � , −1 � −1 , −1
(6) � � � � � � � � � � �

mλµ (16) (2, 14) (22, 12) (23) (3, 13) (3, 2, 1) (32) (4, 12) (4, 2) (5, 1) (6)
(1, 1, 1, 1, 1, 1) � � ! � �, �� � �, ! � �
(2, 1, 1, 1, 1) , � � � � � � � � � �
(2, 2, 1, 1) , , � � � � � � � � �
(2, 2, 2) , , , � , � � � � � �
(3, 1, 1, 1) , , , , � � � � � � �
(3, 2, 1) , , , , , � � � � � �
(3, 3) , , , , , , � , � � �
(4, 1, 1) , , , , , , , � � � �
(4, 2) , , , , , , , , � � �
(5, 1) , , , , , , , , , � �
(6) , , , , , , , , , , �

7�� *���!������ ��"�!��� Sn ��� n ≤ 6

�� ������� ����	 ���� ����%������ ��&�%�� Sn ��� n ≤ 69 ����������
 � ��8�� ����� 1239
153 � 143 �� ������� ��� � ���� "�� ����	� �&%� ����+��� ��D��� >�������9 ���� ���%8���������
����%������ ��&�%���G ���� �������� ������ ��	���� ������ ���%8��������� ����%������
��&�%��� ���� ����%����
 ��&�%��� �<�9 ���� ��������������� �%8��������� ��	�� ���*
�%������ ��&�%��� '��� +� ������� ������#���# ����	 ���� ����%������ ��&�%�� Sn ��� n ≤ 11�
"�� ����	 �� ��������# ����� ���	 � ������� ���& ���D& ������� H � ��& ����� ���,,
����%������ ��&�%��� '�� �� �����9 ��������
 ����� ����	 �+� ��
�� � >��	����� ��*
�� � ���� T������� � ����%�8�
 ����	�- 
������������������������ '�� +� �+� ��
�� �
��&����% ��# ���������# &�%��� ;��%�9 ������%� �� ��D�� ������

<�



0������� �8�� ��������� ��%������ ����� ����%������ ��&�%�� ��# n ≤ 11� . ����%�8�

����� � Vn ������� �8�� 	������� ��
������ ����%������ ��&�%�� �����������	
 &�%��� Sn

1�������9 �� ����� ��� �&%� ���� ���%8���������39 � TVn ������� 	������� ������������ ���*
�%������ ��&�%��� ���� �&9 ��# ��������# ��������# Tn H 	������� 	����� ���#+������
������������ ��&�%�� SnG >�� ������ ��#�� �� ����� E��F� 0������
 ����� ������� ����#9 ��
	��� ���� ��������� ����� � ��# ����& n �� 	�������� KLMNOPQ*AR�

n Vn TVn Tn ����#
� � � � , �
� � � � , �
� � � � , �
� �� � � , �
� �, � � , �
� <! �� �� � �
< �,� �� < � �
� ��, �� �, �, �
! <�� �! �� � ���
�, ���� !� �� < ���
�� <��� �� � �� �

.���%������ ��&�%��� %��#����� � ���������� n9 � ��# ����	��� n H � ����������
��#�	�� .���%������ ��&�%��� Sn ��& � �& +� ��#�	� %��#��������# � ��	��	&��$���*
�	�% %������� ��	��� y = (yµ)�

��+��# ����%�����# ��&�%��� H ������������ ����� �
 ����%�8�& ����-

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (30)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ���� ���, ���, ,��, ,���

y′
µ �, � � � � , ,

xλ , , , , � � �
����� � 〈5〉 3(13) + 2(16)
����� � 〈4〉 3(8) + 2(4)
��&�� ��9 ��9 �!9 �,

6������ %	��������# ��#�	��
 ���� ����%����
 ��&�%��� � �8�� ����	�9 �� ��#�	 �
����	� 1�������9 �� ��#�	 � ����	� ����%����
 ��&�%��� 	���	�� ���������3� =���� ��#
��+�������� 1���� ����+�8���# � ���	��������
 &�%��� An ⊂ Sn3 ����%������ ��&�%�� ����*
�������# ���	 B�C9 � ��# ��� �������� �����������# B− (v)C9 &�� v H ���� ����%����
 ��&�%���9
��������%�8�
 H ∩ An� 0����# ���	� �����D����# ������������� ��������� ��
��� ����
 ���*
�%����
 ��&�%���9 	�+�� �� 	���� 	���%���# ��%�# �%	����-

�� .���%�����# ��&�%��� �%8�������� 1���� ��������%�� 	�	
*� ����#8�
 ��&�%��� Sn3�
�� .���%�����# ��&�%��� ��������%�� �� ���� ��
 ����#8�
 ��&�%����
�� .���%�����# ��&�%��� ��������%��  �	�����	
 ��&�%��� 1	���# � >�� ��%��� �*

������ ���������3�
�� .���%�����# ��&�%��� ����� ��� Sλ ��# ��	��& ��������# λ ∈ partn 1��� �����3�
�� .���%�����# ��&�%��� �+�� ������������ ����������
 ��&�%��� � Sn�
�� .���%�����# ��&�%��� ��������%�� �������
 ��&�%����

6���%�8�� ��� ���	� ����+�� �������# yµ = |H ∩ Cµ| 1� ���� yµ/dµ9 &�� dµ = |Cµ|39 y′
µ =

χSn/H(Cµ) � xλ = (χSn/H , χλ) 1��� ����!3G ��� >�� ���� � ����� � ��������%�� ��������#� �����
n9 �����+����� � ��	��	&��$����	� ��#�	��

U���� ����%�� ���	��	 ���	9 ��������#�8�� B����+���#C H � 0 �%8����%9 	�+��# ���	�
���+��� ��� �� �%��
 �������# ����
 ��&�%��� � ��8�� ����� 1239 153 ��� 143� U�# �����
123 ������ ��&�#��� ��	- 〈2〉 (v)9 &�� v H ���� ����%����
 ��&�%��� H ′ � Sn−19 �� 	��
 ����
��%���� H 1��� ������� ����� 123 � ���3� U�# ����� 153 ������ %������ ����%�8�� �����-
〈5〉 ν1(v1) + · · · + νs(vs)9 &�� ν H ��������� ����� n9 � vj H ����� ��������%�8�� ����%������
��&�%�� Hj � Sn−1 1��� ������� ����� 153 � ���3� 7�	�� 9 ��# ����� 143 ������ %������ ��	- 〈4〉
n1(v1)+n2(v2)9 &�� n1 � n2 H ���%������� �����9 ��	��9 �� n1 +n2 = n9 v1 � v2 H ����� ����%������
��&�%�� H1 � Sn1 � H2 � Sn2 9 ��	��9 �� H = H1 × H2 1��� ������� ����� 143 � ���3�

0�����## ���	� ��������#�� ��� ����%������ ��&�%��� Hj �= H 9 	���� �&%� ����+����#
� H �&���� τ *	������� �����,� 0�	��	% >�� ����	 ���D	� ����	9 �� %	������� ���	 �&

<�



��	��������� >�������G �������� ��&�%��� �+� %�����9 ���� ��������� ����	 ��&�%�� ��#
	�+�
 �� Hj 9 ��# 	�+�
 �� >��� ��&�%�� ���� ��������� ����	 ��&�%�� � ����

#�����$��� ��	������ S06

��- ��#�	 �9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ���

y′
µ �

xλ �

#�����$��� ��	������ S16

��- ��#�	 �9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ���

y′
µ �

xλ �

#�����$��� ��	������ S26

��- ��#�	 �9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��

y′
µ � ,

xλ � �

��- ��#�	 �9 ����	� �G − (3)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ���

y′
µ � �

xλ , �
����� � 〈5〉 2(2)
��&�� �

#�����$��� ��	������ S36

��- ��#�	 �9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ,��

y′
µ � , ,

xλ � � �

��- ��#�	 �9 ����	� �G − (5)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ��� ,��

y′
µ � � ,

xλ , � �
����� � 〈2〉 1(4)
��&�� �

�<- ��#�	 �9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ���

y′
µ � , �

xλ � , �
����� � 〈5〉 3(3)
��&�� �

��- ��#�	 �9 ����	� �G − (7)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ��� ���

y′
µ � � �

xλ , , �
����� � 〈5〉 3(4)
��&�� �9 <

<�



#�����$��� ��	������ S46

�!- ��#�	 �9 ����	� ��G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ,�� ,�� ,��

y′
µ �� , , , ,

xλ � � � � �

��,- ��#�	 �9 ����	� ��G − (9)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ��� ,�� ,�� ,��

y′
µ �� � , , ,

xλ , � � � �
����� � 〈2〉 1(6)
����� � 〈4〉 2(4) + 2(3)
��&�� !

���- ��#�	 �9 ����	� ��G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ��� ,�� ,��

y′
µ �� , � , ,

xλ � � � � �
����� � 〈5〉 2(5) + 2(5)
��&�� !

���- ��#�	 �9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ,�� ��� ,��

y′
µ � , , � ,

xλ � � , � �
����� � 〈2〉 1(7)
��&�� !

���- ��#�	 �9 ����	� �G − (11)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ��� ��� ,�� ,��

y′
µ � � � , ,

xλ , , � � �
����� � 〈5〉 2(6) + 2(6)
����� � 〈4〉 2(4) + 2(4)
��&�� �,9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ��� ,�� ,��

y′
µ � , � , ,

xλ � , � , �
����� � 〈5〉 4(5)
��&�� ��

���- ��#�	 �9 ����	� �G − (11)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ��� ,�� ���

y′
µ � , � , �

xλ , � � , �
����� � 〈5〉 4(5)
��&�� ��

���- ��#�	 �9 ����	� �G − (12)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ��� ,�� ��� ,��

y′
µ � � , � ,

xλ , , , � �
����� � 〈2〉 1(8)
��&�� �,9 ��
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��<- ��#�	 �9 ����	� �G − (14)G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ��� ��� ,�� ���

y′
µ � � � , �

xλ , , � , �
����� � 〈5〉 4(6)
��&�� ��9 ��9 ��

���- ��#�	 ��9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,�� ��� ��� ,��

y′
µ � , � � ,

xλ � , , , �
����� � 〈5〉 4(7)
��&�� ��9 ��

��!- ��#�	 ��9 ����	� �G − (18)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ��� ��� ��� ���

y′
µ � � � � �

xλ , , , , �
����� � 〈5〉 4(8)
��&�� ��9 �<9 ��

#�����$��� ��	������ S56

��,- ��#�	 �9 ����	� ��,G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��, ,��� ,��, ,��, ,��, ,���

y′
µ ��, , , , , , ,

xλ � � � � � � �

���- ��#�	 �9 ����	� �,G − (20)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ,��� ,��, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, � , , , , ,

xλ , � � � � � �
����� � 〈2〉 1(10)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� �,G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��, ���� ,��, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, , � , , , ,

xλ � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(11)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� �,G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��, ,��� ���, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, , , � , , ,

xλ � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(12)
����� � 〈4〉 3(7) + 2(3)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� �,G − (22)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ���� ,��, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, � � , , , ,

xλ , , � � � � �
����� � 〈2〉 1(13)
��&�� ��9 ��

<<



���- ��#�	 �9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��, ���� ,��, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, , � , , , ,

xλ � � � , � � �
����� � 〈2〉 1(14)
��&�� ��

���- ��#�	 �9 ����	� �,G − (22)G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��, ���� ,��, ,��, ���, ,���

y′
µ �, , � , , � ,

xλ , � � � � � �
����� � 〈2〉 1(15)
��&�� ��

��<- ��#�	 �9 ����	� ��G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��, ,��� ,��, ,��, ,��, ����

y′
µ �� , , , , , �

xλ � , � � � , �
����� � 〈5〉 5(9)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� �,G − (23)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ,��� ���, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, � , � , , ,

xλ , , , � � � �
����� � 〈2〉 1(16)
����� � 〈4〉 3(8) + 2(3)
��&�� ��9 ��

��!- ��#�	 �9 ����	� �,G − (23)G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ,��� ���, ���, ,��, ,���

y′
µ �, � , � � , ,

xλ , � , � � � �
����� � 〈5〉 3(10) + 2(12)
����� � 〈4〉 3(7) + 2(4)
��&�� ��9 ��

��,- ��#�	 �9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��, ���� ���, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, , � � , , ,

xλ � � � , � � �
����� � 〈5〉 3(11) + 2(12)
��&�� ��9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� ��G − (25)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ���� ,��, ,��, ���, ,���

y′
µ �� � � , , � ,

xλ , , � , � � �
����� � 〈2〉 1(17)
��&�� ��9 ��9 ��

���- ��#�	 �,9 ����	� ��G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��, ���� ,��, ,��, ,��, ����

y′
µ �� , � , , , �

xλ � , � , � , �
����� � 〈5〉 5(11)
��&�� ��9 �<

<�



���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (30)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ���� ���, ���, ,��, ,���

y′
µ �, � � � � , ,

xλ , , , , � � �
����� � 〈5〉 3(13) + 2(16)
����� � 〈4〉 3(8) + 2(4)
��&�� ��9 ��9 �!9 �,

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��, ���� ���, ,��, ,��, ,���

y′
µ �, , � � , , ,

xλ � � , , , � �
����� � 〈2〉 1(18)
��&�� ��9 ��

���- ��#�	 ��9 ����	� �G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��, ,��� ���, ,��, ,��, !���

y′
µ � , , � , , �

xλ � , , � , , �
����� � 〈5〉 5(12)
��&�� ��9 �<

���- ��#�	 �,9 ����	� �G − (32)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��, ���� ,��, ,��, �,��, ����

y′
µ � , � , , � �

xλ , , � , , , �
����� � 〈5〉 5(15)
��&�� ��9 ��

��<- ��#�	 ��9 ����	� �G − (34)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���, ���� ���, ,��, ���, ,���

y′
µ � � � � , � ,

xλ , , , , , � �
����� � 〈2〉 1(19)
��&�� ��9 �,9 ��9 ��

���- ��#�	 �,9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��, ����� �,��, ,��, ,��, �����

y′
µ � , � � , , �

xλ � , , , , , �
����� � 〈5〉 5(18)
��&�� �,9 ��9 ��

��!- ��#�	 ��,9 ����	� �G − (38)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� �,��, ����� �,��, �,��, �,��, �����

y′
µ � � � � � � �

xλ , , , , , , �
����� � 〈5〉 5(19)
��&�� ��9 ��9 ��9 �<9 ��

#�����$��� ��	������ S66

��,- ��#�	 �9 ����	� <�,G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ <�, , , , , , , , , , ,

xλ � � ! � �, �� � �, ! � �

<!



���- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (40)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� ,��� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, �� , , , , , , , , ,

xλ , � � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(21)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , � , , , , , , , ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(22)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (40)G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ���� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , , �� , , , , , , ,

xλ , � � � � � � � � � �
����� � 〈5〉 2(20) + 2(20) + 2(20)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ,��� ���, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , , , �� , , , , , ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(23)
����� � 〈4〉 3(7) + 3(5)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ,��� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , , , , , �� , , , ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈5〉 3(20) + 3(20)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (42)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, �� � , , , , , , , ,

xλ , , � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(24)
��&�� ��9 ��

��<- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (42)�
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, �� � �� , , , , , , ,

xλ , � � � � � � � � � �
����� � 〈5〉 2(21) + 2(21) + 2(22)
��&�� ��9 ��9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , �� , , , , , , , ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(25)
����� � 〈5〉 2(22) + 2(22) + 2(22)
����� � 〈4〉 4(14) + 2(3)
��&�� ��

�,



��!- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (42)�
yµ/dµ ��� ,��� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , � �� , , , , , , ,

xλ , � � � � � , � � � �
����� � 〈5〉 4(20) + 2(22)
��&�� ��9 ��

��,- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (42)G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ��!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , � , , , , � , , ,

xλ , � � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(26)
����� � 〈4〉 4(15) + 2(3)
��&�� ��

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , � , , , , , � , ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈5〉 4(20) + 2(22)
��&�� ��

���- ��#�	 �9 ����	� ���G �G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ����� ,���,

y′
µ ��� , , , , , , , , � ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(27)
��&�� �,

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (44)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� ,��� ,��� ���, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, �� , , � , , , , , ,

xλ , , , , � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(28)
����� � 〈4〉 3(8) + 3(5)
��&�� ��9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (44)G ��
����- ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� ,��� ,��� ���, ����, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, � , , � � , , , , ,

xλ , � � , � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(29)
����� � 〈4〉 3(7) + 3(6)
��&�� ��9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ���, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , � , � , , , , , ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈2〉 1(30)
��&�� ��9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G ��
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , � , , , � , , , ,

xλ � � � � � � � � � � �
����� � 〈5〉 3(22) + 3(22)
��&�� ��9 ��

��



��<- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (45)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ���� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ ��, , , �� , , � , , , ,

xλ , � , � � � , � � , �
����� � 〈5〉 6(20)
��&�� ��9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� ��,G − (45)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ���� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ����,

y′
µ ��, , , � , , � , , , �

xλ , � � � � � � � � , �
����� � 〈5〉 6(20)
��&�� ��9 ��

��!- ��#�	 �9 ����	� !,G − (48)�
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ !, �� � � , , , , , , ,

xλ , , , � , � � � � � �
����� � 〈5〉 2(24) + 2(24) + 2(24)
��&�� ��9 �<9 ��

��,- ��#�	 �9 ����	� !,G − (48)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ��!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ !, �� � , , , , � , , ,

xλ , , � � , � � � � � �
����� � 〈2〉 1(31)
����� � 〈5〉 2(24) + 2(24) + 2(26)
����� � 〈4〉 4(17) + 2(3)
��&�� ��9 ��9 �,

���- ��#�	 �9 ����	� !,G − (51)�
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ,�!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ !, �� � �� , , , , � , ,

xλ , , , � � � , � � � �
����� � 〈5〉 4(21) + 2(24)
��&�� ��9 �<9 �!9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� !,G − (48)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ !, � � �� , , , , , , ,

xλ , � , � � � , , � � �
����� � 〈5〉 4(21) + 2(25)
����� � 〈5〉 4(22) + 2(24)
����� � 〈4〉 4(14) + 2(4)
��&�� �<9 ��9 �!

���- ��#�	 �9 ����	� !,G − (51)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ��!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ !, � � � , , , � � , ,

xλ , , � � � � , � � � �
����� � 〈5〉 4(21) + 2(26)
����� � 〈4〉 4(15) + 2(4)
��&�� �<9 �,9 ��

���- ��#�	 �9 ����	� !,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ !, , �, , , , , , � , ,

xλ � � � � , � � , � � �
����� � 〈5〉 4(22) + 2(25)
��&�� ��9 ��

��



���- ��#�	 �9 ����	� !,G − (48)�
yµ/dµ ��� ,��� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ��!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ !, , � �� , , , � , , ,

xλ , � � � � � , , � � �
����� � 〈5〉 4(22) + 2(26)
��&�� ��9 �!9 �,

���- ��#�	 !9 ����	� �,G �G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ,��� ���, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, , , , � , � , , , ,

xλ � � � � � , � � � � �
����� � 〈5〉 3(23) + 3(23)
����� � 〈4〉 3(7) + 3(7)
��&�� ��9 ��

��<- ��#�	 �,9 ����	� <�G ��
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ����� ,���,

y′
µ <� , � , , , , , , � ,

xλ � � � � , � � , � � �
����� � 〈2〉 1(32)
��&�� ��9 ��

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (55)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ,��� ���, ����, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, �� � , � � , , , , ,

xλ , , , , , � � � � � �
����� � 〈2〉 1(33)
����� � 〈4〉 3(8) + 3(6)
��&�� ��9 ��9 ��9 ��

��!- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (56)�
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ����,

y′
µ �, �� � � , , � , , , �

xλ , , , � , � � � � � �
����� � 〈5〉 3(24) + 3(24)
��&�� �<9 ��

�<,- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (56)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ���� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ����,

y′
µ �, , � �� , , � , , , �

xλ , � , � � � , , � , �
����� � 〈5〉 6(22)
��&�� �!9 ��9 �<9 ��

�<�- ��#�	 ��9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ���, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � , �� , , , , , ,

xλ � � � , � , , � � � �
����� � 〈2〉 1(34)
����� � 〈4〉 4(18) + 2(3)
��&�� ��9 ��

�<�- ��#�	 ��9 ����	� �,G ��
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ���, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � , � , � , , , ,

xλ � � � � � , � � � � �
����� � 〈5〉 4(23) + 2(30)
��&�� ��

��



�<�- ��#�	 ��9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � , , , �� , , , ,

xλ � , � � � , � � � , �
����� � 〈5〉 6(22)
��&�� ��9 ��

�<�- ��#�	 ��9 ����	� ��G ��
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ,��� ���, ,���, ,��, ,�!, ,�!, !���� ,���,

y′
µ �� , , , � , , , , � ,

xλ � � , , � � , � , � �
����� � 〈2〉 1(35)
��&�� ��9 ��

�<�- ��#�	 ��9 ����	� ��G − (64)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ��!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ �� ! � ! , , , � � , ,

xλ , , , � , � , , � � �
����� � 〈5〉 4(24) + 2(31)
����� � 〈4〉 4(17) + 2(4)
��&�� �!9 �,9 ��9 ��9 ��9 ��9 ��

�<�- ��#�	 ��9 ����	� ��G − (64)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ,��, ��!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ �� � � � , , , � � , ,

xλ , , � � , � , , � � �
����� � 〈5〉 4(26) + 2(31)
��&�� �<9 �,9 ��

�<<- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (66)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� ,��� ,��� ���, ����, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, � , , � � � , , , ,

xλ , , , , � , � � � � �
����� � 〈5〉 3(28) + 3(29)
����� � 〈4〉 3(8) + 3(7)
��&�� ��9 ��9 ��

�<�- ��#�	 ��9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� !��� ,��� ���, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � , � , � , , , ,

xλ � � � � , , � , � � �
����� � 〈5〉 3(30) + 3(30)
��&�� ��9 ��9 ��

�<!- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (66)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ,��� ���� ���, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ����,

y′
µ �, , , � � , � , , , �

xλ , � , � � , , � � , �
����� � 〈5〉 6(23)
��&�� �<9 ��9 ��

��,- ��#�	 �,9 ����	� ��G − (67)�
yµ/dµ ��� ,��� ���� ,��� ,��, ,���, ,��, �,�!, ,�!, ����� ,���,

y′
µ �� , � , , , , � , � ,

xλ , , � � , � , , , � �
����� � 〈2〉 1(36)
��&�� �,9 �<

��



���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (71)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ,��� ���, ,���, ,��, ��!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, �� � , � , , � , , ,

xλ , , , , , , , � � � �
����� � 〈2〉 1(37)
����� � 〈4〉 4(19) + 2(3)
��&�� ��9 �,9 <�

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (73)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ,��, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� ����,

y′
µ �, � � � , , � , , , �

xλ , , , � , , � � � , �
����� � 〈5〉 6(24)
��&�� ��9 �!9 <�

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (71)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� ���� ���� ���, ����, ,��, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, � � � � � , , , , ,

xλ , � , , � , , , � � �
����� � 〈5〉 4(29) + 2(34)
����� � 〈4〉 4(18) + 2(4)
��&�� ��9 ��9 <�

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� !��� ,��� ���, ,���, ,��, ,�!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � , � , , , � , ,

xλ � � � , , , , , � � �
����� � 〈5〉 4(30) + 2(34)
��&�� ��9 <�

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� !��� ,��� ,��, ,���, ���, ,�!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � , , , � , � , ,

xλ � , � � , , � , � , �
����� � 〈5〉 6(25)
��&�� ��9 <�

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (73)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ���� ���� ,��, ,���, ���, ��!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � �� , , � � , , ,

xλ , , , � � , , , � , �
����� � 〈5〉 6(26)
��&�� �<9 ��9 <�

��<- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (78)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� ���� !��� ,��� ���, �����, ���, ,�!, ,�!, ,���� ,���,

y′
µ �, � � , � � � , , , ,

xλ , , , , , , � , � � �
����� � 〈5〉 3(33) + 3(33)
����� � 〈4〉 3(8) + 3(8)
��&�� ��9 <<9 <�

���- ��#�	 ��9 ����	� �,G − (78)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� !��� ���� ���, ,���, ���, ,�!, ,�!, ,���� �����,

y′
µ �, , � � � , � , , , �

xλ , � , � , , , , � , �
����� � 〈5〉 6(30)
��&�� <,9 <�9 <!

��



��!- ��#�	 ��9 ����	� �,G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� !��� ,��� ���, ,���, ���, ,�!, ���!, ,���� ,���,

y′
µ �, , � , � , � , � , ,

xλ � , � , , , , , � , �
����� � 〈5〉 6(30)
��&�� ��9 <�

�!,- ��#�	 ��9 ����	� ��G − (84)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� <��� !��� ���� ���, ����, ,��, ��!, ��!, ,���� ,���,

y′
µ �� < � � � � , � � , ,

xλ , , , , , , , , � � �
����� � 〈5〉 4(33) + 2(37)
����� � 〈4〉 4(19) + 2(4)
��&�� ��9 <�9 <�9 ��9 ��9 ��

�!�- ��#�	 ��9 ����	� ��G − (85)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� !��� <��� ,��, ,���, ���, ��!, ��!, ,���� ����,

y′
µ �� � � < , , � � � , �

xλ , , , � , , , , � , �
����� � 〈5〉 6(31)
��&�� �!9 <,9 <�9 <�9 ��9 ��9 ��

�!�- ��#�	 �,9 ����	� ��G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ����� ,��� �,��, ,���, ,��, ,�!, ,�!, ������ ,���,

y′
µ �� , � , � , , , , � ,

xλ � � , , , , , , , � �
����� � 〈2〉 1(38)
��&�� �<9 <�

�!�- ��#�	 �,9 ����	� ��G �G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ����� ,��� ,��, ,���, �,��, ,�!, ,�!, ������ ,���,

y′
µ �� , � , , , � , , � ,

xλ � , , � , , � , , , �
����� � 〈5〉 6(32)
��&�� �<9 <�

�!�- ��#�	 <�9 ����	� �,G − (89)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ���� !��� ���� ���, �����, ���, ,�!, ���!, ,���� �����,

y′
µ �, � � � � � � , � , �

xλ , , , , , , , , � , �
����� � 〈5〉 6(33)
��&�� ��9 �!9 <�9 �<9 ��9 �!

�!�- ��#�	 ��,9 ����	� �G − (92)G ��
����- ��9 ���
yµ/dµ ��� �,��� ����� ,��� �,��, �,���, ,��, �,�!, ,�!, ������ ,���,

y′
µ � � � , � � , � , � ,

xλ , , , , , , , , , � �
����� � 〈2〉 1(39)
��&�� ��9 <�9 �,9 ��9 !�

�!�- ��#�	 ��,9 ����	� �G − (93)G ��
����- ���
yµ/dµ ��� ,��� ����� �,��� ,��, ,���, �,��, �,�!, ,�!, ������ �,���,

y′
µ � , � � , , � � , � �

xλ , , , � , , , , , , �
����� � 〈5〉 6(36)
��&�� <,9 �,9 ��9 !�

��



�!<- ��#�	 ��,9 ����	� �G �G ��
����- ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ,��� ����� ,��� �,��, ,���, �,��, ,�!, !,�!, ������� ,���,

y′
µ � , � , � , � , � � ,

xλ � , , , , , , , , , �
����� � 〈5〉 6(38)
��&�� <�9 <�9 ��9 ��9 �!9 !�9 !�

�!�- ��#�	 <�,9 ����	� �G − (97)G ��
����- ��9 ��9 ��9 ��9 ���
yµ/dµ ��� ����� ����� ����� �,��, ��,���, �,��, !,�!, !,�!, ������� ��,���,

y′
µ � � � � � � � � � � �

xλ , , , , , , , , , , �
����� � 〈5〉 6(39)
��&�� !,9 !�9 !�9 !�9 !�9 !<

�<


